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Sobre estas notas e o que veremos
neste curso

Estas notas sao uma modificagcao das notas de aulas preparadas para o curso de Topologia Geral do
IME-USP durante a pandemia em 2021.

O objetivo destas notas é tentar escrever como se estivéssemos numa aula presencial entao algum
bl4 bld desnecessario e repetitivo pode (e vai) acontecer se comparado a um livro. Em algum momento
escrever as notas durante a pandemia se tornou um processo desgastante, e alguns titulos de secgao
foram escolhidos para alivio comico de quem escreveu, mas talvez nao faga sentido para quem for ler...

Como o objetivo é uma nota online, eu nao vou otimizar para economizar folhas de papel.

Cada capitulo se refere a uma aula nao presencial.

Comentdrios mais desnecessdrios vio estar em itdlico.

O nosso objetivo é trabalhar com diversos conceitos topoldgicos, apresentar técnicas e exemplos que
consideramos interessantes. O material é mais extenso do que qualquer curso de topologia que eu tenha
dado antes entao eu convido os interessados a ler tudo mesmo que isto nao seja visto em aula.

Iremos introduzir alguns conceitos quando isto se tornar necessario, mesmo que comumente isto fosse
aparecer num apéndice ou num capitulo introdutério. A ideia é que estas notas possam ser lidas como
uma aula em ordem linear.

Para facilitar a busca, criamos algumas secoes em cada aula com o nome do conceito que sera es-
tudado. Ao invés de tentar esgotar o assunto quando ele for introduzido, iremos tentar ir introduzindo
os conceitos quando se parecer um bom momento e voltar quando se parecer necessario. Por exemplo,
a parte de métricos aparece logo no inicio para darmos um exemplo de topologia gerada por bases de
abertos, mas depois sé voltamos a falar de métrica depois de algumas aulas. Também iremos ‘separar’ os
axiomas de separacao e apresenta-los aos poucos, enunciando-os quando alguma demonstragao comece a
‘pedir’ o axioma de separacao. Por exemplo, iremos adiar a definicao de normalidade até que tenhamos
preparado o caminho para definir imersao e entao provar o Lema de Urysohn quando formos provar
o primeiro teorema béasico de metrizacao. Iremos provar que produtos enumeraveis de espagos com-
pletamente metrizdveis é completamente metrizavel em outro momento também. Quando formos falar
sobre compacidade, iremos primeiro nos ater ao produto finito e apenas em outro capitulo falar sobre o
Teorema de Tychonoff (o produto arbitrério de compactos é compacto). Apenas quando tivermos mais
ferramentas para aplicacdes iremos falar da compactificacio de Stone Cech e iremos usa-lo para mostrar
alguns subespagos que servem de exemplos.

Iremos eventualmente falar sobre boa ordem, ordinais e o Axioma da Escolha e apresentar alguns
exemplos utilizando explicitamente as equivaléncias do Axioma da Escolha, mas iremos apenas apresentar
o minimo para que isto possa ser feito. Pretendemos apresentar algumas construgoes que nao fazem parte
de um primeiro curso, mas darao um pouco mais da ideia da variedade de exemplos existentes.

Estamos incluindo diversos resultados que nao sao cobertos num primeiro curso (nem num segundo
curso), mas espero que déem uma ideia das técnicas que aparecem. Em particular incluimos alguns
resultados sobre espagos de Baire usando jogos topolégicos e outro usando conjuntos estaciondrios e
c.u.b.’s.



Capitulo 1

Topologia. Abertos. Bases e
Sub-bases de Abertos.

Usaremos os abertos do R™ para pensarmos sobre a nocao intuitiva de vizinhanca para entao definir
topologia. A partir da definigao do que sao os abertos da topologia, definimos formalmente vizinhangas,
sistemas fundamentais de vizinhanca e bases de abertos. Veremos também que é mais natural definir
uma topologia usando bases de abertos e sistemas fundamentais de vizinhangas abertas.

1.1 ‘Esta aberta a temporada de topologia’.

1.1.1 Aberto e Nogao intuitiva de Aberto. Definicao de Topologia.

Vemos o termo aberto inicialmente em intervalo aberto no Célculo Diferencial e Integral I. J4 no
Calculo Diferencial e Integral II, passamos a ouvir falar em bolas abertas e conjunto aberto. A nocao de
bola aberta no R™ (as bolas abertas de R sdo intervalos abertos) esta relacionada a distancia Euclidiana.
Um conjunto é vizinhanga de um ponto se existe uma bola aberta centrada nesse ponto que esté contido
no conjunto. Um conjunto é aberto se ela é uma reuniao de bolas abertas. Equivalentemente, um
conjunto é aberto se e somente se é vizinhanga de todos os seus pontos.

A nogao mais geral de distancia é a nocao de espago métrico. A partir disso definimos bolas abertas
e entao vizinhancgas e abertos como descrito acima. Uma outra forma de tentar generalizar a topologia
do R™ foi usando sequéncias convergentes sugerida por Fréchet, mas a nogao de espago métrico se tornou
mais popular.

Neste ponto haveria quem prefira definir espacos métricos e divagar sobre topologias de espagos
métricos, porém, por que deveriamos tentar associtar uma métrica a uma topologia quando o ‘porto
sequro de usar uma métrica’ para definir topologia estaria em pensar que ainda estamos trabalhando
com R™?

Vamos dedicar algum tempo falando de pseudométricas, que apesar de parecer apenas uma ‘régua’
que mede pior as coisas, elas acabam aparecendo em situacoes que ndo podem ser descritas por uma
métrica. Isso ndo serd feito junto com as métricas apenas por que métricas parecem Ser mais naturais
a partir de R™ do que uma situacdo onde dois pontos distintos podem ter distancia 0.

Apesar de métrica ser uma nogao mais geral, ela ainda nao descreve todos os espagos que aparecem
naturalmente. Por exemplo, o espago das fungoes continuas de R em R com a topologia da convergéncia
pontual é um exemplo de um espaco que nao é descrito por uma métrica.

Para intuir sobre a defini¢io de topologia vamos pensar em R (ou R? se quiser pensar em desenhos
num plano).

Definigao 1.1. Dado um ponto z € Re A C R com z € A, dizemos que A é uma vizinhanca de x
na topologia usual de R se existe § > 0 tal que | — §, 2 + 6[C A, ou seja se A contém todos os pontos
suficientemente ‘proximos’ de x.

Um conjunto U C R é aberto na topologia usual de R se para todo x € U existe um 6, 7 > 0 tal que
|z =0, 0,2+ 0,u[C U. Normalmente sé utilizamos § para nio sobrecarregar a notagdo, mas deve se ter
em mente que o 6 depende do x e do U.

O conjunto de todos os abertos definidos como acima é chamado de topologia usual da reta R.

2



1.1. ‘ESTA ABERTA A TEMPORADA DE TOPOLOGIA". 3

O conceito de vizinhanga é o conceito central da ideia ‘geométrica’ de uma topologia. A vizinhanca,
mesmo sem usar o conceito de distancia, d4 uma nogao de pontos em seu entorno. A vizinhanca é a
relagao do ponto com seu entorno, mas nao podemos definir simplesmente para cada ponto quem sao
suas vizinhancas sem se preocupar com quem sao as vizinhancgas dos outros pontos. E necessario que
exista uma inter-relagao entre as vizinhangas de cada ponto. Esse problema nao aparece claramente em
R devido a simetria da distancia e da desigualdade triangular em R.

Com isto, apesar de ser mais natural pensar nas vizinhancas de cada ponto, a definicao mais simples
é definir o que se espera dos conjuntos abertos e definir as nogoes a partir dai. A nocao intuitiva do que
esperamos que abertos satisfacam vem da topologia usual de R:

a) nog¢ao intuitiva do que vizinhancas devem satisfazer e

b) a ideia de que um conjunto é aberto se e somente se é (*) vizinhanca de todos os seus pontos.

E natural esperar que todo ponto tenha alguma vizinhanga. Assim, X deve ser vizinhanga de todos
os seus pontos. Com isto, € natural que X seja um aberto. O vazio também satisfaz (x) por vacuidade,
com isto € natural que seja um aberto. Se um conjunto € vizinhang¢a de um ponto, é de se esperar que
um conjunto maior ainda o seja. E natural esperar que a interseccao de duas vizinhancas seja uma
vizinhanca.

1.1.2 Definicao de Topologia.

O ponto principal da topologia ndo € ‘julgar’ quem deveria ser aberto. E verificar que uma familia
de conjuntos (uma topologia) satisfaz as propriedades desejadas para serem uma familia de abertos. Ou
seja, nao importa se hd motivacao geométrica para os abertos, basta que elas satisfacam as propriedades
para serem os abertos de uma topologia.

Antes de prosseguirmos com a definicado de topologia, iremos relembrar a notacdo de unido e inter-
secgdo de uma familia de conjuntos (uma familia de conjuntos A € também um conjunto, mas a énfase
estd nos elementos de A).

Dada uma familia de conjuntos A, dizemos que |JA := {z : A € Atal que x € A} é a reunido
de A. Ou seja z € |JA se e somente se existe A € A tal que x € A. Quando A é uma familia finita
enumerada A = {Ay, ..., A,_1}, podemos escrever a reuniao como AgU...U A,_1 ou UZ;% Ay

Dada uma familia de conjuntos A, dizemos que [ A := {z: VA € A temos = € A} é a interseccao de
A. Ou seja, z € [).A se e somente se & € A para todo A € A. Quando A é uma familia finita enumerada
A={Ap,...,A,_1}, podemos escrever a intersec¢do como AgN...N A,_1 ou ﬂz;é Ap.

Definicao 1.2. Seja X um conjunto ndo vazio e 7 um subconjunto de P(X). Dizemos que 7 é uma
topologia sobre X se satisfaz as seguintes condigoes:

i) 0, X er.

i) se 0 #U C 7 entdo YU € 7.

iii) se U,V € tentaio UNV € 7.

Note que para ser uma topologia basta verificarmos que elas satisfazem as trés condigoes acima. Por
ser uma no¢ao muito geral, concluir resultados gerais sobre todos os espagos topoldgicos tém alcance
limitado. Os resultados mais interessantes valem para classes de espagos topolégicos com propriedades
adicionais. Antes, € preciso estudar ferramentas para construir topologias, jd que usar a definicao nao
€ a melhor forma de verificar propriedades do espaco.

Usando indugéo finita, temos que a condigdo #ii) é equivalente a

se Uy, ... U, € T entao UyN...U, € 7. Ou seja, a intersecgao finita de abertos é um conjunto aberto.
Exercicio 1.3. Note que a topologia usual da reta é uma topologia.

Definicao 1.4. Dada uma topologia 7 sobre X, dizemos que (X,7) é um espago topoldgico com a
topologia 7 ( é comum dizer que X é espago topoldgico quando ndo hé risco de confusdo sobre a
topologia 7 utilizada.

Dada uma topologia 7, se U € 7, dizemos que U é 7-aberto ou aberto, se no contexto estiver claro
que estamos falando da topologia 7.

Usando dessas notacoes temos que um conjunto 7 é uma topologia se ) e X sdao abertos, a uniao
arbitraria de abertos é aberta e a interseccao finita de abertos é um aberto.



4 CAPITULO 1. TOPOLOGIA. ABERTOS. BASES E SUB-BASES DE ABERTOS.

Exemplo 1.5. Seja X um conjunto nao vazio e 71 = {0, X} e 72 = P(X). A primeira é chamada as
vezes de topologia cadtica ou antidiscreta. A segunda é chamada de topologia discreta.

Fica a cargo do leitor notar que ambas sao topologias.

Exemplo 1.6. Seja Y um conjunto infinito, 29 ¢ Y ¢ X = Y U {zp}. Seja 73 = P(Y) U {X},
74 =PY)U{X\ F: F CY,subconjunto finito}.

Fica a cargo do leitor verificar que 73 é uma topologia. Vamos verificar que 74 é uma topologia.
Temos ) € P(Y) e X = X \ 0, logo ) e X séo 74-abertos.

Seja U um subfamilia de 74 nao vazio. Vamos mostrar que a uniao dessa familia pertence a 74. Se
U CPY) entao | JU C Y e pertence a P(Y) C 74. Seld € P(Y), entdo existe FF C Y finito tal que
X\F CUU. Assim, Y\ F CYNUU. Logo, E:=Y \JU C F é finito. Portanto JU = X \ E
pertence a 74.

Finalmente considere dois elementos de 74. Se sdo da forma X \ F; e X \ F5 com Fj e F5 subconjuntos
finitos de Y temos que (X \ F1)N(X\ Fz) = X\ (F1UF3), onde F1UF, CY é finito. Assim, a interseccao
de ambas é um elemento de 74. O outro caso é quando pelo menos um deles é subconjunto de Y. Assim,
a interseccao também é subconjunto de Y e portanto pertence a 74. Essa topologia é a compactificacao
por um ponto do conjunto discreto Y. Veremos eventualmente que esta topologia é compacta.

Note que ambas as topologias acima nao sao nem cadticas e nem discretas.

1.2 Base de abertos.

Para estudar a topologia podemos pensar em usar um conjunto significativo que recupere a topologia,
chamada de base de abertos (ou base quando esté claro que estamos falando de abertos). Para o estudo
da topologia em diversas ocasioes basta usar uma base ou uma base com propriedades especiais.

1.2.1 Definicao de Base de Abertos

Defini¢ao 1.7. Dizemos que B é uma base para uma topologia 7 (ou que B é uma base de abertos
quando nao hé confusao sobre qual a topologia 7 ou simplemente uma base quando esté claro que estamos
falando de abertos), se BC 7 e paratodoz € X eU € 7 tal que x € U existe V € Btalquez € V C U.

Para evitar algumas trivialidades € comum assumir que todos os abertos da base sao ndao-vazios.
Fica a cargo do leitor verificar que B C 7 é uma base se e somente se para cada U € T existe B’ C B
tal que |JB' = U. Nota: a uniao da familia vazia é o conjunto vazio.

Fixado uma topologia, podemos buscar bases para elas que nos tragam alguma informacao sobre a
topologia. Por exemplo, para fazer a contagem do nimero de abertos na reta real, usamos o fato que os
intervalos de extremidades racionais formam um base de R.

Porém ao invés de produzir uma topologia e buscar uma base interessante para ela, podemos comecar
com o conjunto que queremos que seja base para definir a topologia. Isto serd chamado de topologia
gerada pela base. Isto por exemplo € feito em R"™, quando dizemos que um conjunto € aberto se e somente
se € reundo de bolas abertas. Aqui € importante notar que a desigualdade triangular € usada para chegar
a propriedade de base, mas nao € necessdria para termos uma base. Talvez comegar com espacos métricos
e as bolas para gerar topologias acabe criando essa expectativa da necessidade de métrica para termos
topologias. A préxima definicdo é exatamente o que precisamos para gerar topologias a partir de uma
base:

Defini¢ao 1.8. Dado um conjunto nao vazio X, dizemos que B C P(X) é uma base para uma topologia
se
B1) para cada z € X, existe V' € B tal que x € V (em outras palavras, B é nao vazio e |JB = X).
B2) para cada U,V € Be paracadaz € UNV, existe W € Btalquex e W CUNV.

Lema 1.9. Se B é uma base para o espago topoldgico X entdo B satisfaz as propriedades B1) e B2).

Demonstragao. Tome x € X. Como X é um aberto, existe V € B tal que z € V C X. Assim, Bl) estd
satisfeita.
SeUVeBexcUNVentao UNV €7, logo existe W e Btalquex e W CUNV. O



1.3. SUB-BASES E TOPOLOGIA GERADA POR SUB-BASES. )

Note que uma familia de T-abertos satisfazendo B1) e B2) ndo precisa ser uma base da topologia T
dada.

Por exemplo, tome B = {|z, +oo[: © € R}. Essa familia satisfaz B1) e B2) mas nao € uma base para
a topologia usual da reta.

Com isto, é preciso tomar um pouco de cuidado. O conjunto B satisfazendo B1) e B2) é base da
topologia gerada pela base B (a topologia vai ser definida a seguir).

1.2.2 Topologia gerada por Base de Abertos.

Definicao 1.10. Seja X um conjunto nao vazio e B uma base para uma topologia. Diremos que
s ={UB : B’ C B}. Dizemos que 75 é a topologia gerada pela base B.

O teorema abaixo justifica os nomes dados acima.

Teorema 1.11. Seja X um conjunto nao vazio e B uma base para uma topologia. Seja 7 =715 = {{JB’ :
B’ C B}. Entdo 7 é uma topologia sobre X e B é uma base para a topologia 7.

Demonstra¢do. Primeiro iremos verificar que 7 é uma topologia. Ja vimos anteriormente o argumento
de que @ e X sao T-abertos, para isto basta usar a familia vazia e toda a base. Tome U C 7. Pela
definicdo de 7, existe, para cada U € U uma familia By C B tal que U = |JBy. Entado temos que
UU=UU{Bu: UeclU}) el {Bv: Uecl} CB. Assim, U é T-aberto.

Falta apenas verificar que a intersecgao de dois elementos de 7 estd em 7. Sejam U e V dois elementos
de 7. Se a intersecgao de ambas for vazia, entdo terminamos pois §) € 7. Vamos supor que U NV é
nao vazio. Pela definigdo de 7, existem By e By subconjuntos de B tais que U = |JBy e V = |JBy.
Fixe € UNV. Entao existe U, € By tal que x € U, e V, € By tal que x € V,. Pela B2),
como z € U, NV, com U,,V, € B, existe W, € Btalque x € W, C U, NV, CUNV. Assim,
Unv=U{w,:2eUnV}er.

Pela definicao de 7, segue que B é uma base para 7. O

Exemplo 1.12. Os quadrados abertos em R? sio uma base para a topologia de R?. Note que a
intersecgao de dois quadrados nem sempre é um quadrado, mas todo ponto da interseccao esta contida
num quadrado. Como alguns ja podem ter visto, a topologia gerada coincide com a topologia usual de
R2.

1.2.3 Topologia gerada por uma métrica usando bolas abertas como Base de
Abertos.

Definicao 1.13. Dizemos que d : X x X — R é uma métrica se as seguintes propriedades estao
satisfeitas:

MO0) d(x,y) > 0 para todo z,y € X

M1) d(z,y) = 0 se e somente se x = y.

M?2) d(z,y) = d(y, x) para todo z,y € X.

M3) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y,z € X.

A bola aberta By(x,€) é o conjunto {y € X : d(z,y) < €}.

Exemplo 1.14. O conjunto das bolas abertas de X gera uma base para uma topologia (fica a cargo do
leitor verificar). Dizemos que esta é a topologia gerada pela métrica d.

1.3 Sub-bases e topologia gerada por sub-bases.

Veremos no decorrer do curso que ¢é util pensarmos em pedagos ‘gratidos’ para gerar uma base.
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O=min{e1- ,£2-d(y,z)}

Figura 1.1: Desigualde triangular

1.3.1 Definicao de Sub-base de Abertos. Definicao de ordens lineares.

Definicao 1.15. Uma familia de conjuntos abertos & num espaco topolégico X é uma subbase para X
se B={NS': & subconjunto finito nao vazio de S} forma uma base de abertos de X.

Exemplo 1.16. A familia de intervalos {]Jz,+oo[: z € R} U{] — 00, z[: € R} é uma subbase para a
topologia usual de R. De fato, basta notar que |z, y[=]z, +oo[N] — oo, y|.

Note que tal sub-base para uma topologia como acima pode ser definida para qualquer espaco line-
armente ordenado. Um espaco é linearlmente ordenado se ele estd munido de uma ordem linear.

Definigcao 1.17. Dizemos que < é uma ordem linear sobre X se
a) x ¢ x para todo z € X.
b) Sex <yey< zentdo x < z, para todo z,y e z em X.
¢) para todo z,y € X temos que x <y, x =y ou y < .

1.3.2 Topologia gerada por uma Sub-base. Topologia da ordem a partir da
Sub-base.

Lema 1.18. Seja & uma familia de subconjuntos de X tal que |JS = X. Entdao B = {NS :
&' subconjunto finito ndo vazio de S} é uma base para uma topologia 7. Além disso, S é uma sub-
base para T.

Demonstracdo. Primeiro iremos verificar que B satisfaz as propriedades para ser a base de abertos de
uma topologia. Como & C B, segue que | JB = X e B1) estd satisfeita.

Se U,V € B, existem Sy e Sy subconjuntos nao vazios de S tal que U = Sy e V =\ Sy. Entéo
UNV =N(Su USy), logo B satisfaz B2).

Entao B é base da topologia T gerada pela base B. Pela definicao de B a partir de S, segue que S é
sub-base de . O

Definigao 1.19. Dada uma S nas condigbes acima, chamamos a topologia 7 de topologia gerada pela
sub-base S.

Exemplo 1.20. A topologia gerada pela sub-base {{y € X : y <z}:ze X}U{{ye X:z<y}:z€
X} é a topologia da ordem.



Capitulo 2

Vizinhancas. Topologias geradas por
bases locais e bases de fechados.
Fechos.

2.1 Vizinhancas.

Agora que temos a definicdo de topologia podemos formalizar a definicdo de vizinhanca.

2.1.1 Vizinhangas.

Definigao 2.1. Dizemos que A é uma vizinhanga (7-vizinhanca se for necessério explicitar a topologia)
de x se existe um aberto V na topologia 7 tal que x € V C A. Se A é um aberto, dizemos que A é uma
vizinhanga aberta.

Eventualmente iremos usar termos como vizinhanga compacta, vizinhanca conexa, vizinhanga conexa
por caminhos que muitas vezes nao sdo vizinhancas abertas. Em alguns textos, vizinhancga significa
vizinhanca aberta, entdo verifique a definicdo utilizada.

As vizinhangas estdo relacionadas ao estudo das propriedades locais do espago topoldgico. Para
utilizar as vizinhancas nao precisamos usar todas elas. Basta tomar um conjunto significativo. Veremos
exemplos disso quando formos estudar algumas propriedades locais.

Definigao 2.2. Dado z € X, onde X é um espago topoldgico, dizemos que V, é um sistema fundamental
de vizinhangas de = se todos os elementos de V, sao vizinhancas de x e para cada vizinhanga U de x,
existe uma vizinhanca V €V, tal que V C U.

Na defini¢ao acima nao estamos considerando que as vizinhancas sao abertas. Quando quisermos que
sejam abertas iremos dizer que temos um sistema fundamental de vizinhancas abertas. Em alguns textos
o sistema fundamental de vizinhancgas ja consiste de vizinhangas abertas, assim € necessdrio verificar
qual o definicdo utilizada no texto.

2.1.2 Sistemas fundamentais de vizinhancas. Bases locais.

Definicao 2.3. Um sistema fundamental de vizinhangas abertas de = também serd chamado de base
local de z.

Exemplo 2.4. No caso do R", temos que as bolas abertas de raio % com n inteiro positivo formam uma

base local para o ponto. Este fato € usado para descrever algumas propriedades usando convergéncia
de sequéncias, como os pontos no fecho de um conjunto e da continuidade de uma func¢do.

Podemos pensar que V,, descreve a topologia do ponto x. Para ter um nogao da topologia precisamos
considerar um sistema fundamental de vizinhancgas para cada ponto de X.

7



8 CAPITULO 2. VIZINHANCAS, BASES LOCAIS, FECHADOS E FECHOS

Definigao 2.5. Dizemos que V = {V, : € X} é um sistema fundamental de vizinhangas de X se V,
é um sistema de vizinhancas de x para cada ¢ € X.

Um sistema fundamental de vizinhancas abertas de X também serda chamado de sistema de bases
locais de X.

Exercicio 2.6. Mostre que se B é uma base de X entdo V, = {U € B: z € U} é uma base local para
x.
Mostre que se {V, : x € X} é um sistema de bases locais de X entao (J,. y V. ¢ uma base de X.

2.2 Topologias geradas por bases locais.

2.2.1 Topologia gerada por bases locais.

Da mesma forma do que base, iremos escrever as propriedades que uma familia deve possuir para se
tornar um sistema fundamental de vizinhangas abertas. Existem textos que discutem definir a topologia
a partir de um sistema fundamental de vizinhancgas arbitrdrio, mas isso nao pareceu muito pratico
para chegar a topologia. Note que para usarmos um candidato a sistema de vizinhancas que gere uma
topologia, deve existir uma relagao entre as vizinhangas de pontos distintos.

Definicao 2.7. Dizemos que {V, : © € X} é um sistema fundamental de vizinhangas abertas ( ou bases
locais) para uma topologia se

BIL1) 0 #V, CP(X)ex €U, para todo x € X e para todo U € V,.

BL2)sexz € X eU,V €V, entao existe W € V, tal que W CUNV.

BL3)sex € X,U €V, ey € U entao existe W € V, tal que W C U.

Note que a condi¢do 3 acima para o sistema fundamental de bolas abertas centradas no ponto em R™
estao satisfeitas usando a desigualdade triangular.

Se tomarmos um subconjunto de uma topologia com as propriedades BL1) — BL3), néo é sufici-
entes para ser um sistema fundamental de vizinhancas abertas dessa topologia. Mas ela é um sistema
fundamental de vizinhangas abertas da topologia que ela gera.

Teorema 2.8. Dado um sistema fundamental de vizinhangas abertas {V, : © € X} para uma topologia,
temos que B = |J, .y V» ¢ uma base para uma topologia de X e {V, : = € X} é um sistema fundamental
de vizinhangas abertas para 73.

Demonstragao. Para verificar B1), segue da definigdo de B e de BL1) que z € UV, C |JB. Para
verificar B2), tome dois elementos U,V em B. Tome z € U N V. Pela definigdo de B, existe z € X tal
que U € V,. Pela BL3), existe W € V, tal que W C U. De modo andlogo, existe O € V, tal que O C V.
Como W, 0 € V,, segue de BL2) que existe T € V, tal que T C WNO CUNV. Assim, T testemunha
B2) para z, U e V. Logo B é uma base para uma topologia 7.

Fixe x € X. Vamos verificar que V, é um sistema fundamental de vizinhancgas abertas para z. Como
V., C B C 73, segue que os elementos de V, sdo Tp-abertos. Entao resta mostrar que é um sistema
fundamental de vizinhancas de x. Tome U € 75 tal que x € U. Como B é base de 75, existe V € B tal
que z € V C U. Pela definicao de B, existe y € X tal que V € V. Como z € V, segue de BL3) que
existe W €V, tal que W C V C U. Assim, temos que W C U com W € V,. Logo V, é um sistema de
vizinhancas de . O

Dada uma familia satisfazendo BL1) e BL2), podemos definir uma topologia usando a sub-base
S =U,ex Vo Sem BL3), ndo podemos afirmar que V, € uma base local em x da topologia gerada pela
sub-base S.

Exemplo 2.9. A topologia de qualquer espago métrico pode ser definida pelo sistema de vizinhangas
{Ve: x € X}, onde V, = {B(x,¢) : € >0} sdo as bolas abertas centradas em x. A principio, poderiamos
ter uma outra topologia se usassemos V, = {B(x,¢€) : € = Qi para algum n € N}, mas a topologia serd
a mesma.

Iremos futuramente verificar condi¢oes para que sistemas fundamentais de vizinhangas sobre o mesmo
conjunto gerem a mesma topologia.
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2.2.2 A reta de Sorgenfrey. O plano de Niemtyski.

Exemplo 2.10. A reta de Sorgenfrey. (ver Figura 2.1) Seja X o conjunto dos nimeros reais.
Considere a topologia T gerada pelo sistema fundamental de vizinhangas abertas V, = {[z,z+¢[: € > 0[},
para cada =z € X.

Demonstracao. Temos que verificar que as condigoes para ser sistema fundamental de vizinhancas abertas
para uma topologia estao satisfeitas.

Claramente, V, é ndo vazio e x € [z, x + €[ para todo € > 0, logo BL1) est4 satisfeita.

Dois elementos de V,, sdo da forma [z, z+¢€[ e [z, 2+ §[ para € e § reais positivos. Assim, a interseccao
de ambas é [z, 2 + min{e, 6} [€ V, e BL2) estd satisfeita.

Fixe x € X e e > 0. Tome y € [z,z+ ¢[. Como y < x + €, podemos fixar § > 0 tal que y+6 < x +e.
Assim, [y,y+d[€ Vy e [y,y + 0[C [x,z + €[. Assim, BL3) estd satisfeita. O

X y X+€ y+€

X X+E X+e€

Figura 2.1: A reta de Sorgenfrey.

Vamos ver outro exemplo de topologia gerada por sistema fundamental de vizinhangas.

Exemplo 2.11. O plano de Niemtyski. (ver figura 2.2) Seja X o conjunto {((z,y) € R*: y > 0)}.
Vamos denotar por B((z,y), €) as bolas abertas na topologia Euclidiana.

Para a = (z,y) com y > 0 seja V, = {B((z,y),e) : 0 < € < y} e para a = (z,0) seja V, =
{B((z,€),e) U{(z,0)}: e > 0}.

Claramente BL1) estd satisfeita.
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Se (z,y) com y > 0 entdo as vizinhangas sdo bolas centradas no mesmo ponto e por isso satisfa-
zem BL2). Para (z,0) as bolas B((z,¢€),€) é tangente ao eixo das abscissas no ponto (z,0). Vamos
verificar que se § < € entdo B((x,6),d) C B((x,€),€). Se (r,s) € B((x,9),0) entdao d((r,s), (z,¢)) <
d((r,s),(x,0))+d((x,0),(x,€)) < I+ (e—J) =e. Assim BL2) também estd satisfeitas para estes pontos.
Assim, BL2) estd satisfeita.

Seja a = (x,y) com y > 0. a vizinhanga em ), é uma bola U centrada em a com a segunda
coordenada positiva. Todo ponto b € U nesta bola possui também uma bola aberta centrada em b
contida em U (pois estamos trabalhando neste caso com bolas na topologia Euclidiana de R?). Assim
BL3) est4 satisfeita neste caso. Seja a = (x,0). Se b = a entdo a prépria vizinhanga satisfaz a condigao
BL3) para este ponto. Se b # a entdo b estd numa bola aberta Euclidiana V' com todos os pontos acima
da abscissa, e a segunda coordenada de b é positiva. Assim, as vizinhangas de b sdo bolas Euclidianas e
existe uma delas dentro de V. Assim BL3) também estd satisfeita.

Temos uma topologia gerada pelo sistema fundamental de vizinhancgas abertas.

Sim, estas topologias tem nome por que elas servem a um proposito maior do que serem exemplos de
topologias geradas por um sistema fundamental de vizinhancas. FElas irdo aparecer mais pra frente como
contra-exemplos.

2.3 ‘Mas se é fechado, como pode ser aberto?’.

Uma nogao intuitiva de que um ponto esta préoximo de um conjunto, mesmo sem a nocao de distancia,
é dada pelo fecho de um conjunto. Para isto iremos primeiro definir conjuntos fechados.

2.3.1 Fechados e fechos.

Definicao 2.12. Dada uma topologia 7 sobre um conjunto X, dizemos que F' é um conjunto fechado
(r-fechado se a topologia néo estiver clara) se X \ F' € .

A definicao acima diz que um conjunto é fechado se e somente se o seu complementar é aberto.

A primeira coisa que podemos notar é que () e X sdo conjuntos fechados. Assim, a nogdo de aberto
e fechado difere da ideia de porta ou janela aberta/fechada. Ou seja, como em muitos outros casos, o
uso da palavra cotidiana ndo serve para intuir seu uso na matemdtica.

Em inglés, um conjunto aberto e fechado é chamado de clopen. Esse termo geralmente aparece
quando existe uma quantidade significativa deles (quando existe uma base de clopens, que sao os espagos
zero-dimensionais) ou quando hé apenas os inevitdveis ) e X (quando o espago é chamado de conexo).

O termo 0-dimensional se refere a dimensdo 0. Ezistem alguns tipos de dimensdo definidos para
espacos topologicos e em cada um delas se espera que o R™ tenha dimensao n.

Exemplo 2.13. Num espaco cadtico ou no espaco discreto, todos os abertos sao clopens. Na reta real,
nao hé clopens nao triviais, ou seja, R é conexo (isto serd visto eventualmente neste curso).

Definigao 2.14. Dado um subconjunto A de um espago topoldgico X com uma topologia 7, o fecho de

A é o menor fechado que contém A. Denotaremos o fecho de A por A ou cl(A) (ou A, ZX7 clr(A) ou
clx (A) quando for necessério especificar melhor).

Para que estd definicao faca sentido é necessario provar que existe o menor fechado. Isto é feito
usando a relacao de inclusao.

Vamos primeiro lembrar a relagao de De Morgan: X\ (JA) = M c4(X\A4) e X\ (NA) = Uaca(X\
A). A prova do Lema abaixo segue da definicao de topologia e o uso do complementar.

Lema 2.15. O conjunto F de todos os fechados do espago X com a topologia 7 satisfaz:
F1) 0 e X pertencem a F.
F2) Se B # F' C F entao (F' € F.
F3)Se F,G € F entao FUG € F.
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(X,0)

Figura 2.2: O plano de Niemitzky.

2.4 ‘Nao sei se esta préoximo, mas ainda nao encostou’.

2.4.1 Quando um ponto esta no fecho.

Proposigao 2.16. Dado um espago topoldgico X, o fecho de um subconjunto de X estd bem definido.

Demonstra¢do. Seja A um subconjunto de X. Se A for vazio, entdo A é fechado e é o menor fechado
que contém A.

Se A é nao vazio, tome A = {F : F é fechado e A C F}. Como X é fechado, segue que A # 0.
Assim, B = [].A é um fechado que contém A. Para ver que B é o menor fechado, se F' é um fechado
contendo A entdo F € A, logo B=()ACF. O
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Nagasdeoi ) W
q 1$\ﬁw31+k\€£
Q)\}J WO, NT

(XY Nm\\w\z :

Figura 2.3: O plano de Niemitzky - a propriedade BL3.
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Verificar se um ponto x pertence ao fecho de um conjunto é uma propriedade local.

Lema 2.17. Dado um ponto x € X, A C X e V, um sistema fundamental de vizinhancas de x, sao
equivalentes.

a) z € A.

b) para toda vizinhanga aberta U de x temos U N A # (.

¢) UN A # 0 para todo U € V.

Demonstra¢ao. Basta mostrarmos que a) — b), b)) — ¢) e ¢) — a). Suponhamos que b) nio esteja
satisfeita. Entdo existe uma vizinhanca aberta de x tal que U N A = (). Entdao F' = X \ U é um fechado
que contém A. Logo, pela defini¢do do fecho de A, segue que A C F. Portanto, ANU = ). Como z € U,
segue entdo que x ¢ A.

Suponha que b) vale. Dada uma vizinhanga U € V,,, temos que existe um aberto V tal que z € V C U.
Como V é vizinhanga aberta de x, segue da hipdtese que ANV # (). Como ANV C ANU, temos que
ANU é nao vazio e vale a condigdo c).

Suponhamos que a) ndo esta satisfeita. Entdao x € X \ A. Como X \ A é um aberto, segue que existe
VeV, talque VC X\ A Assim, VN A=0. Como AC A, segue que VN A=(. Assim c) ndo esta
satisfeita e ¢) — a) segue da contrapositiva. O

Podemos ‘fixar’ os que serao os fechados ou o operador fecho para definir uma topologia como foi
feita para bases ou um sistema fundamental de vizinhangas abertas. Deixaremos a cargo do leitor notar
que se comegarmos com uma familia que satisfaz F'1) — F'3) entdo os complementares irdo gerar uma
topologia e essa familia serd a familia dos fechados dessa topologia. O caso do fecho sera deixado para
quando definirmos o operador interior.

2.5 Topologias definidas por bases de fechados.

Pode se definir uma base de fechados para obter todos os fechados.

2.5.1 Definicao de Base de Fechados.

Definicao 2.18. Seja C uma familia de fechados num espago topoldgico X. Dizemos que C é uma base
de fechados se para todo F C X fechado de X, existe C’ C C tal que F = (. (Para que isto bata com
a ideia da unido vazia, iremos assumir que a interseccao da familia vazia é X).

O préximo lema relaciona uma base de fechados a uma base de abertos.
Lema 2.19. C é base de fechados se e somente se B={X \ C: C € C} é uma base de abertos.

Demonstragdo. (—) Seja U um aberto da topologia. Podemos supor que U néo é vazia, pois neste caso
tomamos a familia vazia que é um subconjunto de B. Entao X \ U é fechado distinto de X e existe C’
nao vazio tal que X \ U = (C’. Por De Morgan, temos que U = J{X \ C: C € C'}.

(+) Seja F um fechado de X. Se F = X segue da intersec¢do da familia vazia. Suponhamos que
F # X. Entao X \ F é um aberto nao vazio. Portanto, como B é uma base de abertos, segue que existe
B' C B tal que X \ F = |JB'. Pela definigao de B, existe C' C C tal que B’ ={X \ C : C € C'}. Logo
por De Morgan, temos que F'={X \ (X\C): C e’} =NC". O

Definicao 2.20. Dizemos que uma familia C é uma base de fechados para uma topologia se
BF1) para todo z € X existe C € C tal que = ¢ C.
BF2)se C;,Cy €C ex ¢ CyUC, entao existe C' € C tal que C1UC, CCex ¢ C.

2.5.2 Topologia gerada por Base de Fechados.

Lema 2.21. Se C é uma familia que satisfaz BF'1) e BF2) entao existe uma topologia em que C é uma
base de fechados para esta topologia.

Demonstragdo. Considere a familia B = {X \ C : C € C}. Fica a cargo do leitor notar que B satisfaz
B1) e B2). Considere a topologia 7 gerada pela base de abertos B. Entao B é uma base de abertos para
T e temos entao que C sera uma base de fechados para 7. O
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Exemplo 2.22. Seja X um conjunto nao enumerdvel e seja C a familia de todos os subconjuntos
enumeraveis (finitos ou nao) de X. Entdo C é base de fechados para uma topologia. Esta topologia é
chamada de co-enumeravel.

Demonstragio. Para cada x € X temos que ) € C e x € (). Assim BF1) estd satisfeita. Para verificar
BF2), basta notar que a unido de dois elementos de C é um elemento de C (unido finita de conjuntos
enumeraveis é enumeravel). O

2.5.3 Coming next...

Iremos definir pontos de acumulacdo de um conjunto e comentar um pouco sobre convergéncia de
sequéncias. Mostrando que esta nogao € insuficiente para espagos topoldgicos arbitrarios. Iremos definir
continuidade local e continuidade, usando as nogoes topoldgicas vista até agora para verificar a continui-
dade de uma fungao. Iremos definir homeomorfismos. Basicamente, espacos homeomorfos sao iguais do
ponto de vista da topologia de seus espagos. Finalmente iremos comentar sobre propriedades topoldgicas
que sao a propriedades a serem estudadas em topologia.



Capitulo 3

Sequéncias. Densos. Axiomas de
enumerabilidade.

3.1 Ponto de Acumulacao de Conjuntos e Sequéncias.

Para R™ e para espagos métricos em geral, as sequéncias aparecem frequentemente. Vamos dar aqui a
definigdo que usa vizinhangas que equivale a definigao usando €’s devido ao sistema fundamental usando
bolas abertas.

3.1.1 Ponto de acumulacao de conjunto. Ponto de acumulacao de sequéncia.

Definigao 3.1. Um ponto z € X ¢ um ponto de acumulacao de um subconjunto A # () de um espaco
topolégico X se z € A\ {z} (ou seja, toda vizinhanga de x contém um ponto de A distinto de x.)

Proposigao 3.2. Se z é um ponto de acumulagdo de B e B C A entdo x é ponto de acumulagio de A.

Uma sequéncia em X é uma fungao do conjunto dos naturais em X, mas comumente escrevemos
(xn, : n € N). A imagem da sequéncia serd denotada por {z, : n € N}. Fazendo uma analogia com
pisadas, a imagem seriam as pegadas e a sequéncia seria marcar cada passo dado com um niimero... tipo
quando o Snoopy ensina o Charlie Brown dancar.

Defini¢ao 3.3. Dizemos que = é um ponto de acumulagio da sequéncia (z, : n € N) se para toda
vizinhanca U de x e todo N € N, existe m > N tal que z,,, € U.
Neste caso, dizemos que a sequéncia se acumula em .

Note que se = é um ponto de X e (z,, : n € N) é a sequéncia constante z, entdo x é um ponto de
acumulagio da sequéncia, mas x nao é ponto de acumulagio da imagem {z, : n € N} = {z}.

Fazendo analogia da pisada na neve, um ponto x é de acumulagao da sequéncia se toda vez que vocé
fixa uma vizinhanca U de x e estd nevando constantemente, de tempos em tempos vai ter uma pegada
nova em cima de U.

Lema 3.4. Seja x um ponto de X, (z, : n € N) uma sequéncia em X e V, um sistema fundamental de
vizinhangas de z. Temos que x é ponto de acumulagdo da sequéncia (x, : n € N) se e somente se para
todo U € V., o conjunto {n € N: z,, € U} é infinito (note que ser subconjunto infinito de N equivale a
ser um conjunto ilimitado em N).

Defini¢ao 3.5. Dizemos que x é um limite da sequéncia (x,, : n € N) se para toda vizinhanca U de z,
existe N € N tal que z,,, € U para todo m > N.
Neste caso dizemos que a sequéncia converge para .

Continuando com a analogia da pisada enquanto estd nevando, uma sequéncia converge se para cada
vizinhanca U de z, a partir de algum momento, todas as pegadas visiveis vao estar dentro de U. Ou
seja, a partir de algum momento, a sequéncia s6 anda em cima de U.

Como abaixo de qualquer natural existe apenas um numero finito de naturais, a definigao anterior é
equivalente a

15
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Lema 3.6. Seja x um ponto de X, (z,, : n € N) uma sequéncia em X e V, um sistema fundamental de
vizinhangas de . Temos que x é um limite da sequéncia (x,, : n € N) se e somente se para todo U € V,,
o conjunto {n € N: z, € U} é cofinito (ou seja seu complementar em relacao a N ¢ finito).

3.1.2 ‘Seguindo os passos da sequéncia’: subsequéncias.

Podemos imaginar que na sequéncia (z,, : n € N), cada x,, é onde o n-ésimo pisao em X foi dado. As
vezes, a sequéncia estd indo para alguma direcdo em particular (quando tém limite) ou ndo. Pensando
que uma sequéncia é pular de um ponto a outro de X, a subsequéncia seria seguir a ordem dos pulos
da sequéncia, mas dando pulos maiores no meio do caminho e nao pisar em todos os lugares por onde a
sequéncia pisou.

Voltando ao exemplo das pegadas numeradas. Se removermos alguns passos no meio do caminho
teriamos um subconjunto de nimeros e poderiamos continuar pisando seguindo a ordem ou reenumerar
0s passos que sobraram.

Denotaremos uma subsequéncia de (z,, : n € N) como a restri¢cdo da fungao conjunto A e a denotare-
mos por (z, : n € A) (que seria usarmos as pegadas numerados que sobraram). Podemos eventualmente
usar a enumeragao crescente de A = {ny : k € N} e escrever a subsequéncia como (z,, : k € N) (que
seria reetiquetar as pegadas numeradas).

Defini¢ao 3.7. Dada uma sequéncia (x, : n € N) dizemos que (yx : k£ € N) é uma subsequéncia se
existe uma fungao estritamente crescente ¢ : N — N tal que x4 ) = yx para todo k € N.

Podemos escrever a subsequéncia como (x,, : k € N), onde ny = ¢(k) para todo k € Nou (z, : n €
A) onde A = ¢[N] é um subconjunto infinito de N.

Para passar de A para ny, basta considerar A = {ny : k € N} com n, = ¢(k) crescente. Para passar
de ng, ou ¢ para A basta tomar Im ¢ ={n € N: Ik € N tal que n = ny}.

Proposicao 3.8. Se (z,, : n € A) acumula em x entdo (z, : n € N) acumula em x.
Se x é limite de (x, : n € N) entdo « é limite de (z, : n € A).

Teorema 3.9. Seja x € X e seja A um subconjunto de X. Entéao

A) Se (x,, : n € N) é uma sequéncia em A\ {x} que converge para z entdo (z, : n € N) é uma
sequéncia que acumula em .

B) Se (z,, : n € N) é uma sequéncia em A\ {z} que acumula em z entdo x é um ponto de acumulagéo
de {z,, : n € N}.

Nem sempre ser ponto de acumulagao de uma sequéncia implica que o ponto sera limite de alguma
subsequéncia.
A propriedade abaixo vale em particular para R™ e espacgos métricos em geral.

3.1.3 Convergéncia de sequéncias em pontos com base local enumeravel.

Teorema 3.10. Seja x € X um ponto para o qual existe um sistema fundamental de vizinhancas
{Vy : n € N} (alguns autores dizem em inglés que X é ‘first countable’ em z ). Seja A um subconjunto
de X. Entao sao equivalentes:

a) x é ponto de acumulagao de A.

b) existe B C A enumeravel tal que x é ponto de acumulagdo de B.

¢) existe uma sequéncia em A\ {z} que se acumula em z.

d) existe uma sequéncia em A\ {x} que converge para x.

Demonstragao. Para qualquer espago topoldgico, temos que d) implica ¢), ¢) implica b) e b) implica a).
Assim, restaria mostrar que a) implica d). Por motivos diddticos vamos mostrar que a) implica b), a)
implica ¢) e a) implica d).

a) — b). Para cada n € N, sabemos que V,, N (4 \ {z}) # 0. Fixe z, € V, N (A\ {z}). Entéao
B = {z, : n € N} se acumula em z (note que = ¢ B). De fato, U é uma vizinhanca de = entao existe k
tal que Vi CU. Assim, x € Vi N (B\ {z}) CUN(B\ {z}). Assim, U N (B\ {z}) # 0.

Agora, para mostrar que a) implica ¢) ou d) a sequéncia pode falhar (fica a cargo do leitor pensar
num exemplo).
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Figura 3.1: Pontos de acumulagao e limites de sequéncias.
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—>» sequéncia
—» subsequéncia

J —> nio é subsequéncia
S

Figura 3.2: Sequéncias convergentes em pontos com base local enumeravel.

Primeiramente, a intereseccao finita de vizinhangas é uma vizinhanga. Assim, vamos tomar W,, =
{Vin : m < n}. Temos que {W,, : n € N} é uma sequéncia C-decrescente de vizinhangas de z. Além
disso, {W,, : n € N} é um sistema fundamental de vizinhangas, pelo fato de {V,, : n € N} ser um sistema
fundamental de vizinhancas.

a) — ¢). Tome uma sequéncia (x, : k € N) tal que z, € Wi, N A. Fixado U vizinhanga de z, existe
m tal que W,,, C U. Seja N um natural arbitrdrio e tome k > max{N, m}. Entéo z, € W, CW,, CU.
Logo a sequéncia acumula em x.

a) — d). Usando a mesma sequéncia, no argumento acima, temos que z; € U para todo n > m.
Logo{keN: 2z, ¢ U} C{neN:n<m} ({neN:n<m}=m, se usarmos a notagdo de ordinais)
e portanto a sequéncia converge. O

Exercicio 3.11. Mostre que se X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade em = € X entao toda
sequéncia que acumula em x possui uma subsequéncia que converge para x. (Para espagos arbitrdrios
isto nao € verdade).

3.1.4 Quando sequéncias nao conseguem descrever a topologia.

Abaixo temos um exemplo em que sequéncias nao sao sempre suficientes para recuperar a topologia.

Exemplo 3.12. Seja X o conjunto do reais com a topologia co-enumeravel. Seja A o conjunto dos reais
positivos. Todo fechados distinto de X é enumerdvel. Assim, o menor fechado que contém A é o X.
Tome (x, : n € N) uma sequéncia de A. Como B = {x,, : n € N} é enumeravel, é um conjunto fechado.
Segue que X \ B ¢ vizinhanga de qualquer real nao positivo y. Usando este aberto, concluimos que a
sequéncia nao acumula em y. Portanto nenhuma sequéncia em A converge para y.

Com isto, para trabalhar com convergéncia que descreva a topologia, é necessario definir um conceito
mais geral do que sequéncias. Isto sera feito de duas maneiras que sdo ‘duais’: filtros e redes.

3.2 ‘I see points of D everywhere. All the time’ - densos.

3.2.1 Definigao de denso.

Definigao 3.13. Dizemos que um ponto é isolado se {x} é um conjunto aberto.
Dizemos que D C X é um conjunto denso se D = X.

Um conjunto denso se ‘aprorima de qualquer ponto de X . Fica a cargo do leitor notar que os pontos
isolados sao elementos de qualquer conjunto denso.

Exemplo 3.14. Tanto Q quanto R \ Q sao densos em R na topologia usual.

Vimos anteriormente como fazemos para saber se um ponto pertence ao fecho. Agora veremos algo
similar para saber quando D é denso.

Lema 3.15. Seja B uma base de um espaco topolégico X com @ € B. Um conjunto D C X é denso se
e somente se D NU # () para todo U € B.
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%

Nao contem elementos da sequéncia

Figura 3.3: Sequéncias sao insuficientes para descrever esta topologia.

Demonstragdo. (—) Se D é denso, entdo tome U € B. Fixe x € U. Como x € X = D e Ué vizinhanca
de z, segue que U N D # ().

(+) Seja x € X e V uma vizinhanga de z. Como B é uma base, segue que existe U € B tal que
2 € U CV. Por hipétese, U N D # (). Logo, V N D # () para toda vizinhanca V de z. Com isto, temos
que £ € D. Como z era um ponto arbitrario de z, temos que X = D e D é denso em X. O

Para recuperarmos o fecho de um aberto, basta tomarmos o fecho de algum subconjunto de um
denso:

Proposicao 3.16. Se D é denso em X e U é aberto em X entdo DNU = U.

Demonstragcdo. Como UND C U, segue que UND C U. Seja x € U. Entdo temos que para todo V
vizinhanca aberta de x vale UNV # (. Como U NV é aberto e D é denso, temos que U NV N D # (.
Assim, (UN D)NV # () para toda a vizinhanga aberta V de x. Logo, x € U N D. O

3.2.2 Os trés axiomas de enumerabilidade.

Definigao 3.17. Dizemos que X satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade se todo ponto de x € X
possui um sistema fundamental de vizinhacas V, em z onde V, é enumeravel.

Dizemos que X satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade se existe uma base de abertos B, onde
B é enumeravel.
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Dizemos que X satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade se existe um conjunto denso D de X
tal que D é enumeravel. Nesse caso, também dizemos que X é separdvel

Teorema 3.18. Se X satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade entao X satisfaz o primeiro e o
terceiro axioma de enumerabilidade.

Demonstracdo. Seja B uma base. Entdo V, = {U € B: x € U} é um sistema de vizinhangas de X.
Para cada U € B (podemos assumir que ) ¢ B) fixe xy € U. Entdo D = {zy : U € U} é denso em X.
Se B é enumeravel entdao V, e D descritos acima também sao enumerdveis. O

Exemplo 3.19. 1) Seja X um espago discreto ndo enumerdvel. Entdo X satisfaz o primeiro axioma de
enumerabilidade, mas X nao satisfaz nem o segundo nem o terceiro axioma de enumerabilidade.

2) Seja X nao enumeravel com a topologia co-finita. Entdo X satisfaz o terceiro axioma de enume-
rabilidade, mas nao satisfaz o primeiro e o segundo axioma de enumerabilidade.

3)A reta de Sorgefrey satisfaz o primeiro e o terceiro axioma da enumerabilidade, mas nao satisfaz o
segundo axioma de enumerabilidade.

Demonstragao. 1) O conjunto {{z}} é um sistema fundamental de vizinhangas. O tinico conjunto denso
de X é o préprio X, assim X ndo satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade. Como X néo satisfaz
0 terceiro axioma, também nao satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

2) Todo conjunto infinito de X intersecta qualquer aberto néo vazio. Assim um conjunto infinito
enumeravel de X é denso. Portanto X satisfaz o terceiro axioma da enumerabilidade.

Fixe z € X. uma familia enumeravel {V,, : n € N} de vizinhangas abertas de z, temos que existe
F, finito tal que V,, = X \ F,,. O conjunto F' = (J, oy Fyn é enumerdvel. Assim, existe y # = tal que
y € X\ F. Assim, X \{y} é uma vizinhanca de z. Como y € V,, para cada n € N, segue que V,, Z X\ {y}.
Assim {V,, : n € N} nfo é um sistema de vizinhangas de z. Assim, X néo satisfaz o primeiro axioma de
enumerabilidade e consequentemente, também nao satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

3) Claramente {[z,2 + 5~[: n € N} é uma base local para z na reta de Sorgenfrey, assim o espago
satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade. Claramente Q é denso na reta de Sorgenfrey, assim
também satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade.

Suponha que B é uma base de abertos da reta de Sorgenfrey. Entao para cada z € X existe V, € B
tal que z € V, C [z, 2 + 1. Temos que se z < y entdo = & [y,y + 1[ e portanto z ¢ V,,. Como z € V,
segue que V, # V. Assim existe uma fungao injetora de X em B. Como X é ndo enumeravel, segue que
B é nao enumerdavel. Logo X nao satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade. O

3.2.3 Toda base de abertos contém uma base de abertos de tamanho minimo.

Vamos agora ver que se 0 espago nao possui uma base finita, entdo toda base de abertos possui uma
base contida nela com tamanho infinito minimo.

Teorema 3.20. Sejam 5 e V duas bases de abertos. Entao existe um subconjunto de D C V indexado
por um subconjunto de B x B que forma uma base. Em particular, se B é enumerdvel entao existe uma
base enumeravel contida em V.

Demonstracio. Seja D = {(U,V) € Bx B : (3W € V)U C W C V}. Para cada (U, V) € D, fixe
Ww,vy € V (aqui é feito uso do Axioma da Escolha). Vamos provar que {Wy,vy : (U, V) € D} é uma
base. De fato, tome O um aberto nao vazio e seja x € O. Entao existe V € B tal que x € V C O. Como
VY também é base, existe W € V tal que x € W C V. Usando novamente que B é base temos U € B tal
quex e U CW.

Assim, (U,V)eDexcU C Wyyy CV CO. Em particular, z € Wy vy C O. O

Exercicio 3.21. Note se V; e V, sao sistemas fundamentais de vizinhancas de x entao existe uma
subfamilia de V5 indexada por V; que é um sistema fundamental de vizinhangas de x. Em particular, se
X tem uma base local enumeravel em x entao todo sistema de vizinhangas de x contém uma subfamilia
que é um sistema enumeravel de vizinhancas.
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Figura 3.4: Usando pares de elementos de uma base para enumerar bases.
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Capitulo 4

Continuidade. Propriedades
Topologicas. Homeomorfismos.
Topologias mais finas e menos finas.

4.1 Continuidade em um ponto. Continuidade.

4.1.1 Continuidade local. De volta a ¢ e §. Equivaléncias a continuidade
local.

Funcgoes continuas relacionam diferentes espagos topolégicos. Podemos pensar a continuidade de f
como uma propriedade global ou como uma propriedade para cada ponto. No R" isto é feito usando €
and J, mas como comentado anteriormente isso se refere ao sistema fundamental de vizinhangas usando
bolas abertas centradas nos pontos = e f(x).

Definicao 4.1. Sejam X e Y espagos topoldgicos e f: X — Y uma funcao. Dizemos que f é continua
em x se para todo W aberto que contém f(x) entdo existe V' aberto contendo z tal que f[V] C W (aqui
f[V] é a imagem de V pela funcao f).

A definigdo usando € e § é a equivaléncia c).

Lema 4.2. Sejam X e Y espacos topolégicose f: X — Y uma funcao. Seja V um sistema fundamental
de vizinhangas de = e W um sistema fundamental de vizinhancas de f(z). Sdo equivalentes:
a) f é continua em x.
b) se W é uma vizinhanga de f(z) entdo f~[W] é uma vizinhanga de .
c) se W € W entao existe V € V tal que f[V] C W.
d) se W € W entéo existe V € V tal que V C f~1[W].

e) se z € A entdo f(x) € f[A].

Demonstragdo. (a) — b)). Tome W uma vizinhanga de f(x), entdo existe um aberto V tal que f(x) €
V C W. Por hipétese f é continua em z, assim existe U aberto contendo z tal que f[U] C V. Logo,
xeUC fLf(U)] C f7HV] C f7LW]. Assim, f~}[W] é uma vizinhanga de .

(b) — ¢)). Tome W € W entdo por hipétese temos que f~[W] é uma vizinhanga z. Entao existe U
aberto em z tal que x € U C f~}[W]. Como V é um sistema fundamental de vizinhancas de x entdo
existe V€ Vtalquex € V C U C f~1[W]. Assim f[V] C f[f[W]] C W.

(¢) +» d)). Temos que f[V] C W se e somente se V C f~1[W].

(¢) = a)). Tome W um aberto que contém f(x). Entdo existe O € W tal que O C W. Por
hipétese, existe U € V tal que f[U] € O. Tome V um aberto contendo z tal que V' C U. Entao
fIVICfIlUJCOCW. Logox e Ve f[V]CW. -

((a) — €)). Vamos assumir a) e seja A tal que x € A. Suponhamos que f(z) € f[A]. Entdo
Y\ f[A] é um aberto contendo f(x). Pela continuidade, temos que existe V' um aberto V' de x tal que
JIVI € Y\ JAL. Logo, v C f~I[Y \ F[A = X \ /~{[f[AJ}| € X \ S~ [/[4]]] C X\ A. Logo, VN A=0
e x € A, uma contradigdo. Assim, f(z) € f[A4].

22
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(e) = a)). Suponhamos que f néo é continua em x. Entéo existe W aberto de Y contendo f(z) tal
que para cada V aberto de X contendo z temos que f[V] € W.

Para cada V' como acima, fixe um ponto zy tal que f(xy) € W.

Seja A = {t € X : IV aberto contendo z tal que ¢ = zy}. Claramente, ANV # () para cada V
aberto contendo x. Assim, z € A. Por outro lado, f[A]NW =0 (logo f[A] CY \ W). Portanto temos
que f[A]NW =0, pois W é aberto em Y . Como f(x) € W, segue que f(z) & f[A]. O

Veremos depois que existem outras equivaléncias de continuidade em um ponto. Agora iremos passar
a falar sobre continuidade global. Aqui aparece um bom motivo para termos introduzido sub-bases.

f | @
% _F
Aberto
V %
@ I |

Figura 4.1: Equivaléncia de continuidade local.

4.1.2 Continuidade. Equivaléncias a continuidade.
Definicao 4.3. Dizemos que f: X — Y é continua se f é continua em x para todo z € X.

Lema 4.4. Sao equivalentes:
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Xﬂ&w HGBY
~

19 e

Figura 4.2: Equivaléncia de continuidade local.

] é aberto, para todo W aberto de Y.
B é uma base de abertos de Y entao f~![W] é aberto, para todo W € B.
é um fechado de X, para todo F' fechado em Y.

para todo subconjunto A de X.

f[]
vl

¢ uma,

]], para todo subconjunto A de X.

ub-base de abertos de Y entdo f~![W] é aberto, para todo W € S.

Demonstragao. (a) — b)).

Seja W um aberto de Y. Como a imagem inversa do vazio é o vazio que é um aberto, podemos supor
que W é nao-vazio. Entao W é vizinhanca de f(z) para todo z tal que f(z) € W. Assim, f=[W] é
vizinhanga de x para todo z € f~![W]. Portanto f~![W] é um aberto.

(b) = ¢)). Segue do fato que todo elemento de B ¢ um aberto.

(¢) = b)). Dado um aberto W de Y existe B’ C B tal que W = |JB’. Aplicando a imagem inversa,

temos que f~HW] = J{f O] : O € B’} que é um aberto, pois por hipétese f~1[0] é aberto (note que
O € B).
(b) <> d)). Segue de X \ f71[A] = fY \ A] e que um conjunto é aberto se e somente se é

complementar de um fechado.

(a) < €)). Temos que para cada A, para cada z € X 2 € A implica f(z) € f[A] se e somente se
f1A] € f1A]. _

Se vale e), fixado z e variando A tal que x € A, pela equivaléncia de continuidade de f em x, temos
que f é continua em z. Variando x, vemos que f é continua em X.

Fixado A e tomando x tal que z € A, como f é continua em z, segue das equivaléncias de continuidade
em x que f(z) € f[A]. Assim, vale e) para A. Como A é arbitririo, vale e).

(€) <+ f)) segue da relagao f[B] C C se e somente se B C f~1[C].

(b) <+ g)) a diregdo nao trivial segue de f~'[C] = Noee S [C], para qualquer familia de subcon-
juntos C de Y.
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Figura 4.3: Suponha que f é continua em x e assuma que f(z) ¢ f[[A].

(d) = f)) Temos que A C f~'[f[A]] e f[A] C f[A], logo A C f~*[f[A]]. Por hipétese, f~1[f[A]] ¢
fechado. Portanto, A C f~1[f[A]]. O

4.2 ‘E a mesma coisa do ponto de vista topoldgico’.

4.2.1 Homeomorfismos.

Como em outras estruturas matemadticas, estamos interessados nas propriedades do objeto e ndo no
conjunto utilizado em si.

Definigao 4.5. Dizemos que f: X — Y é um homeomorfismo se e somente se f é uma bijecao e f e
f~1 sao funcoes continuas. Nesse caso, dizemos que X e Y sdo homeomorfos.

Note que para espacos vetorias uma bijecdo linear ja implica que a funcgdo inversa é linear, mas no
caso de continuidade, isto nao é verdade.

Exemplo 4.6. Seja X o conjunto dos reais com a topologia discreta. Seja id a fungao identidade. Entao
id : X — R é continua, mas id : R — X nao é continua.
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Demonstracao. Para ver que a primeira identidade é continua basta notar que na topologia em X todo
subconjunto é aberto. Para ver que a segunda identidade nao é continua em nenhum ponto = € R, basta

notar que {z} é aberto em X, mas {z} ndo é aberta em R. O
Exemplo 4.7. O R e o intervalo | — 1,1[, ambos com a topologia usual da ordem sdo homeomorfas
usando f: x> %\LI

Seja g(z) = 115, * > —1. Para 2 > 0 temos que f(z) = g(z) e ¢'(z) = (afg)c)_f = (H_lw)Q. Assim

g (x) = f'(x) para x > 0 e o cdlculo & direita da derivada de f no ponto zero concide com o célculo da

derivada de g no ponto 0.

Seja h(xz) = % para x < 1. Para z <0 temos que f(z) = h(z) e M (z) = (zl_fi;w = (1711)2' Assim

R (xz) = f'(x) para < 0 e o célculo & direita da derivada de f no ponto zero concide com o célculo da
derivada de h no ponto 0.

Assim f'(z) = h/(x) para < 0 e f'(z) = ¢'(x) para > 0. Portanto f é uma func¢do continua e
crescente em R, portanto a fungdo é injetora. Como lim,—, oo f(z) = —1 € limy oo f () = 1. Assim,
f é uma fungao bijetora. Pelo teorema da funcao inversa, a fungao inversa é continua em cada ponto,
logo f~! é continua.

4.2.2 Propriedade topoldgica.

Definicao 4.8. Dizemos que P é uma propriedade topolégica se dados X e Y homeomorfos entao X
possui a propriedade P se e somente se Y possui P.

Assim, do ponto de vista das propriedades topoldgicas, dois espagos homeomorfos sao a mesma coisa.

Exemplo 4.9. Cada um dos trés axiomas de enumerabilidade sao propriedades topolégicas. Ser discreto
é uma propriedade topoldgica. Nao ter pontos isolados é uma propriedade topoldgica.

Ser metrizdvel (possuir uma métrica tal que a topologia seja gerada pela métrica) é uma propriedade
topolégica. Basta pegar o homeomorfismo e definir a métrica usando o homeomorfismo f : X — Z, com
dz(f(@), F()) = dx ().

Ser um espago ordenado também é uma propriedade topolégica, também passando a ordem linear
usando o homeormorfismo.

4.3 ‘Minha topologia tem mais abertos do que a sua’.

4.3.1 Topologias mais fina. Topologia menos fina.

Dadas duas topologias sobre o mesmo conjunto, podemos comparar as topologias por inclusao.

Definicao 4.10. Sejam 71 e 5 duas topologias sobre um conjunto X nao vazio.
Dizemos que 71 é mais fina (‘finer’ em inglés) do que 75 se 71 D 7o. Neste caso, também dizemos que
To é uma topologia menos fina ( ou mais grossa - ‘coarser’ em inglés) do que 7.

A topologia discreta no conjunto dos reais é mais fina que a topologia Euclidiana, ou a topologia
Euclidiana é menos fina que a topologia discreta.
Podemos considerar também ao invés de duas topologias, uma familia 7" de topologias em X.

Definicao 4.11. Seja T uma familia nao vazia de topologias em X.

Dizemos que uma topologia 7 sobre X é mais fina que as topologias em T se 7 é mais fina que 7’
para toda 7/ € T.

Dizemos uma topologia 7 sobre X é menos fina que as topologias em T se 7 é menos fina que 7 para
toda 7" € T.

Exemplo 4.12. A topologia discreta em X é a topologia mais fina entre as topologias em X.
A topologia cadtica é a topologia menos fina dentre as topologias em X.

Podemos tentar encontrar topologia que ficam ‘mais proximas’ das topologias de uma familia:
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Definicao 4.13. Seja T uma familia ndo vazia de topologias em X.

Dizemos que uma topologia 7 sobre X é a topologia mais fina gerada por T se 7 é mais fina que T
e se 7 é mais fina do que T entao 7% é mais fina que 7. Ou seja, 7 é a topologia menos fina dentre as
topologias mais finas do que 7.

Dizemos que uma topologia 7 sobre X é a topologia menos fina gerada por T se 7 é menos fina que
T e se 7° é menos fina do que T entao 7% é menos fina que 7. Ou seja, 7 é a topologia mais fina dentre
as topologias menos finas do que 7.

Vamos verificar que a definicao acima estd bem definida.

Lema 4.14. Seja T uma familia ndo vazia de topologias em X. Entao a topologia gerada pela subbase
UT é a topologia mais fina gerada por T e [T é a topologia menos fina gerada por T. Note que, em
geral, a unido de topologias ndo € uma topologia.

Demonstragao. No primeiro caso, S = |JT é sub-base para uma topologia, pois, | JS = X. Counsidere
a topologia T gerada pela subbase S. Como S contém cada topologia em T', temos que a topologia 7 é
mais fina que T. Seja 7* uma topologia mais fina que T. Entéo temos que 7* D |JT = S. Como 7* é
uma topologia, temos que 7" 2 7.

No segundo caso, vamos mostrar que (|7 é uma topologia. Como @) e X estdo em todas as topologias
em T segue que ) e X pertencem a (7. Se O # U C (T entdao U C 7' para todo 7/ € T. Assim,
JU € 7’ para cada 7" € T. Com isto, | JU € (\T. Finalmente, se U,V € (T entédo U,V € 7/ para cada
7/ € T. Entao temos que U NV € 7/ para cada 7/ € T. Logo, UNV € NT. Com isto, (T é uma
topologia. Como (T é um subconjunto de cada topologia em T', segue que (|7 é menos fina do que 7.
Se 7* é uma topologia menos fina do que T entao 7* C (T, logo 7* é menos fina do que (7. O

Assim, se f: X — Y é uma bijecdo continua, podemos pensar que a topologia de Y pode ser passada
para o conjunto X e teremos uma topologia menos fina do que a topologia em X.

4.3.2 Como comparar topologias usando Bases de Abertos.
Vamos agora usar bases para comparar quando duas topologias sao homeomorfas por uma bijegao.

Lema 4.15. Seja f: X — Y uma bijecao entre dois espacos topoldgicos. Seja Bx uma base de abertos
de X e By uma base de abertos de Y. Entao f é um homeomorfismo se e somente se

1) para cada z € X e U € Bx tal que x € U, existe V € By tal que f(z) € V C f[U] e

2) paracaday € Y e O € By tal que y € O, existe W € By tal que f~!(z) € W C f~1[0].

Demonstragdo. Note que, como f é bijetora, a condigao 1) equivale a f~! continua e a condicio 2)
equivale a f continua. O

Quando f é a identidade, teremos:

Corolario 4.16. Seja B; uma base de abertos para uma topologia 71 em X e By uma base de abertos
para uma topologia 7 de X. Entao 7 = 75 se e somente se

1) paracadaz € X eU € By tal que z € U, existe V € By talquexz € VC U e

2) para cada y € X e O € By tal que y € O, existe W € By tal que y € W C O.

Fica a cargo do leitor um resultado similar para sistemas fundamentais de vizinhancas

Lema 4.17. Seja f : X — Y uma bijecao entre dois espacos topoldgicos. Seja Vx um sistema fun-
damental de vizinhancas de X e Vy um sistema fundamental de vizinhangas de Y. Entao f é um
homeomorfismo se e somente se

1) para cada xz € X e U € Vx4, existe V € Vy p(,) tal que V C f[U] e

2) para cada y € Y e O € Vy,, existe W € Vy -1, tal que W C f~1O].

Quando f é a identidade, teremos:

Corolario 4.18. Seja V; um sistema fundamental de vizinhangas para uma topologia 7 em X e V5 um
sistema fundamental de vizinhangas para uma topologia 75 de X. Entao 71 = 75 se e somente se

1) paracadaz € X e U € Vg 4, existe V € Vy, tal que VC U e

2) para caday € X e O € Vy  existe W € Vy ,, tal que W C O.
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Exercicio 4.19. Seja X um espago métrico e para cada z € X fixe V, uma sequéncia de bolas abertas
centradas em x tal que seus raios convergem a 0. Entao a topologia gerada pelo sistema fundamental de
vizinhangas é a topologia gerada pela métrica.

Exemplo 4.20. As topologias geradas em R? pelas distancias de X; = (z1,71) a X2 = (z2,2) dadas
por \/(z2 — 21)2 + (y2 — y1), max{|va — z1],|y2 — v1|} e |2 — 1| + |y2 — y1| 50 as mesmas. As bolas da
primeira sao redondas, a da segunda sao quadradas e da terceira sao losangos centradas em um ponto
z e cada uma dessas bolas contém bolas menores centradas em x dos trés tipos (fica a cargo do leitor
encontrar tais bolas encaixadas uma nas outras). Assim as topologias geradas pelas trés sdo as mesmas.

Figura 4.4: As bolas em trés métricas que geram a mesma topologia em R2.



Capitulo 5

Topologia inicial. Convergéncia
enumeravel. Separacao de pontos.

5.1 Imitando quem esta na sua frente.

5.1.1 Topologia gerada por fungoes continuas. Topologia inicial.

Dada f: X — Y uma fungao continua, podemos considerar a topologia menos fina sobre X para a
qual f seja continua. Podemos comecar com a topologia discreta em X, pois nela f é sempre continua
e tomar a topologia menos fina que torne f continua.

Esta topologia pode ser a mesma que a topologia de X ou pode ser menos fina. Note que se f é uma
bije¢ao entdo f serd um homeomorfismo. Assim, a ideia é colocar uma topologia em X que se assemelhe
mais a topologia de Y via o uso de f.

Podemos fazer o mesmo para uma familia de fungées.

Definicao 5.1. Seja F # () uma familia de funces f : X — Y}, onde 7 ¢é a topologia de Y;. A
topologia gerada por F é a topologia menos fina que torna todas as fungdes em F continuas.

Dada uma familia f de fung¢des como acima, dizemos que temos a topologia inicial de F (ou seja,
colocamos topologias no contradominio para gerar uma topologia no dominio).

Veremos a seguir a topologia acima estd bem definida.

Teorema 5.2. A topologia gerada por F é a topologia gerada pela sub-base Ufe}-{f_l[U] 2 U € 17}
Se Sy é uma sub-base de 75 entdao S = Ufe}-{f_l[U] : U € 8¢} é uma sub-base que gera a topologia
gerada por F.

Demonstragio. Seja T a topologia gerada pela sub-base Ufef{f_l[U] : U € 1/}. Fixada g € F
temos que g~ '[U] € T para cada U € Tg- Assim, g é continua. Reciprocamente, seja 7° um topologia
que torna f continua para cada f € F. Entdo para cada U € 74 temos que f~'[U] € 7*. Assim,
Ufef{f’l[U] : U € 14} C 7. Portanto, 7 C 7*. Portanto 7 é a topologia menos fina que torna todas
as fungoes de F continuas. (Note que isso nao significa que apenas as fungoes em F sdo continuas).
Vamos mostrar agora que S é uma sub-base. Seja 7' a topologia gerada pela sub-base S. Como
S estd contida na sub-base utilizada para gerar 7, segue que 7/ C 7. Para cada g € F, temos que
g~ '{U] € S C 7’ para cada U € S,. Como S, é uma sub-base de 7, segue que g é continua em 7’. Logo
7 C 7. Assim temos que 7 = 7’. O

Na prova acima, tomamos para cada f € F a topologia menos fina que torna f continua e entdo a
topologia menos fina que é mais fina do que cada uma dessas topologias.

Poderiamos considerar a familia de todas as topologias que tornam as funcoes em F continuas (essa
familia de topologias é néo vazia por conter a topologia discreta) e tomar a topologia menos fina gerada
por essa familia de topologias, mas isto seria daria menos informagao sobre como podemos trabalhar
com a topologia gerada por F.

A topologia inicial gerada por fungoes facilita identificar a continuidade de uma funcéo g : Z — X.

29
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topologia inicial. jpg

Figura 5.1: Abertos na topologia inicial.

Teorema 5.3. Seja F # () uma familia de funcées f : X — Y}, onde 74 é a topologia de Y. E seja
X munida com a topologia inicial de F.
Entao g : Z — X é continua se e somente se fog:Z — Yy é continua para cada f € F.

Demonstragdo. (—). Dado um aberto U em Yy, temos que (f o g)~ U] = g~ '[f~'[U]]. Como f ¢é
continua segue que f~1[U] é aberto em X. Como g é continua, segue que g~ *[f~1[U]] é aberto em Z.
(+). Seja z € Z e W um aberto de X contendo g(z). Pela definigdo da topologia em X, existe
{fi,---,fa} € F e U; aberto em Yy, para 1 < i < n tal que g(2) € Nycicp, fi '[U:] € W. Logo,
fiog(z) € U; para1l < i < n. Como f;0g é continua, existe V; C Z aberto contendo z tal que fiog[V;] C U;
para 1 <i <n. Entdo V = [\, V; é um aberto contendo z e V. C V; C (fi o g) " [Ui] = g7 [f; ' [U:]]

para 1 < i < n. Portanto V C Nyo;c, 9 'Ifi ' [Uill = 97 Micicn i U]l € g7 [W]. Portanto g ¢

K3
continua em z. Como z é arbitrario, segue que g é continua em Z. O

Veremos exemplos disto daqui a algumas aulas. Em Anélise Funcional, dado um espago normado, a
topologia inicial dos funcionais lineares continuos é a topologia fraca.
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5.2 Onde a convergéncia enumeravel ainda da conta do recado.
Ou nao.

5.2.1 Espacgos de Fréchet. Espacgos sequenciais.

Uma forma de generalizar a ideia da topologia para espacos mais gerais foi trabalhar com as sequéncias
convergentes.

Definicao 5.4. Dizemos que X é um espaco de Fréchet se para todo A C X e todo = € A, existe uma
sequéncia (z, : n € N) em A tal que a sequéncia converge para x.

Nos espacos de Fréchet, todos os pontos do fecho de A podem ser atingido a partir de uma sequéncia
de A
Uma segunda nocao mais fraca é a nocao de sequencial.

Definicao 5.5. Um espago X ¢ sequencial se para todo conjunto A tal que A nao ¢é fechado, existe
x € A\A e (xz,: ne€N)em A tal que a sequéncia converge para x.

Note que no caso de sequencial, existe algum x e alguma sequéncia convergente a x que testemunha
que um conjunto nao é fechado. No caso de um espago Frechet, todo ponto todo x no fecho de A que
nao esta em A possui uma sequéncia testemunhando isto.

5.2.2 Continuidade de fungoes em espacos sequenciais.

Teorema 5.6. Seja f: X — Y, onde X é um espago sequencial. Entao
f ¢é continua em X se e somente se para todo z € X e para toda sequéncia (z, : n € N) em X
convergente para x temos que (f(x,): n € N) converge para f(z).

Demonstragao. A ida vale para qualquer espago topolégico X, a sequencialidade é usada apenas na
volta.

(=). Tome z € X e (z, : n € N) em X convergente para x. Seja V uma vizinhanca de f(z). Como
f é continua, segue que f~*(V) é uma vizinhanga de z. Pela convergéncia de (z,, : n € N) para z,
existe N € N tal que z,, € f~1(V) para todo n > N. Assim, f(x,) € V para todo n > N. Portanto
(f(xn) : n € N) converge para f(x).

(+) Vamos supor por contradigdo que f ndo é continua. Entdo por uma das equivaléncias de
continuidade, existe um fechado F de Y tal que f~!(F) ndo é fechado em X. Como X é sequencial,
existe (v, : n € N) em f~1(F) que converge para um ponto z ¢ f~1(F). Por hipétese, temos que
(f(xy) : n € N) é uma sequéncia de F que converge para f(z). Como F é um fechado, segue que
f(z) € F. Assim, x € f~(F), uma contradicao. O

5.2.3 Continuidade local em espacos de Fréchet.
A propriedade de Fréchet pode ser usada para continuidade local:

Teorema 5.7. Seja f: X — Y, onde X é um espago de Fréchet. Seja x € X. Entao
f é continua em x se e somente se para todo para toda sequéncia (x, : n € N) em X convergente
para x temos que (f(z,) : n € N) converge para f(z).

Demonstragao. (—). A prova vale para qualquer espago topoldgico X e foi feita na ida do caso sequencial.

(¢). Seja A C X tal que z € A. Por uma das equivaléncia de continuidade local, basta mostrar que
f(z) € fl[A]. Como X é Frechet, segue que existe uma sequéncia (z,, : n € N) em A convergente para z.
Por hipétese, (f(z,) : n € N) em f[A] converge para f(z). Assim, f(z) € f[A]. Como A é arbitrario,

segue que f é continua em x. O

Como discutido anteriormente, sequéncias convergentes sao insuficientes para convergéncia de espagos
topolégicos. Assim, a ideia é trocar N por uma conjunto de indices mais geral. Aqui vamos apenas citar
um exemplo usando o sistema fundamental de vizinhancas de um ponto como um conjunto de indices.
O conjunto de indices deve ter alguma ordem. E nesta ordem, todos os indices devem ‘ir’ para uma
mesma ‘direcao e sentido’ (por exemplo, se indexarmos por Z terfamos dois sentidos distintos e isso nao
daria um bom conjunto de indices para convergéncia.)
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Frechet e sequencial. jpg

Figura 5.2: Espacos de Fréchet e espacos sequenciais.

5.2.4 Um exemplo de convergéncia mais geral: rede.

Exemplo 5.8. Seja z um ponto de acumulacdo de um conjunto A e seja V, um sistema fundamental
de vizinhancas de . Vamos considerar em V, a order parcial do C. Por ser um sistema fundamental de
vizinhancas, note que dado dois elementos quaisquer de V, existe um outro elemento que esta abaixo de
ambos (a diregao e sentido seria ‘encolher cada vez mais em torno do ponto z’)

Para cada W € V,, tome zy € W. Vamos dizer que (xw : W € V,) converge se para cada U
vizinhanca de x, existe W* € V, tal que W C W* entao zw € U. Note que com essa indexagao temos
convergéncia: para cada U vizinhanca de x, existe W* tal que W* C U. Entaose W C W* com W € V,,
temos xyy € W CW* C U.

Note a similaridade desse tipo de escolha com o de sequéncias quando temos um sistema enumerdvel
de vizinhancas.
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5.2.5 Coming next...

Como vimos anteriormente, existem espagos topoldgicos em que as sequéncias convergentes podem
ter mais de um ponto de acumulacao, algo que nao ocorre em R™. Para que possamos tratar de espacos
mais interessantes de forma geral, iremos introduzir os axioma de separacao que exigem a existéncia
de mais abertos. Porém ao colocar mais abertos, colocamos mais fechados e a relagao entre pontos e
fechados pode ser ‘estragada’ assim ¢é necessario ter axiomas entre pontos e fechados. Os axioma de
separacao mais fortes garantem a relacdo entre pontos e fechados e de fechados com existéncia de um
nimero maior de fungodes continuas. Os axiomas de separacgao sao propriedades topoldgicas. Iremos ir
adotando os axiomas aos poucos com alguma motivacao de uso ao invés de listar todos de uma vez. A
seguir, introduzimos os axiomas que separam pontos.

Vimos anteriormente que sequéncias convergentes podem ter mais de um limite. Vamos agora comegar
a adicionar condigoes sobre a topologia para que os limites de sequéncias convergentes sejam Unicos.
Vimos também que sequéncias sao insuficientes para recupar o fecho de um conjunto.

5.3 Separando pontos: Espacos Ty, 71 e Hausdorff (73).

Se nao conseguissemos enxergar os pontos, mas apenas saber se eles estao ou nao dentro dos abertos,
terfamos que todos os pontos na topologia cadtica ndo podem ser distinguidos. Alguns autores usam o
termo U separa z de y se x € U e y ¢ U. No caso de T existe algum aberto que separa x de y ou separa
y de 2. No caso de um espago T; cada ponto é separado do outro por um aberto (veja Figura 5.3).

5.3.1 Espacgos Ty, T e T5.

Definicao 5.9. Veja Figura 5.3 Seja X um espaco topolégico.

Dizemos que X é Ty se para todo par x,y € X de pontos distintos existe um aberto U tal que (x € U
ey¢U)ou(xg¢Ueyel).

Dizemos que X é T; se para todo par z,y € X de pontos distintos existe um aberto U tal que x € U
ey ¢ U. (Note que invertendo a ordem temos um aberto V tal que y € Vex ¢ V).

Note que se fixarmos uma base de abertos, as testemunham para Ty ou 77 podem ser tomadas nessa
base.

Lema 5.10. Seja X um espaco topolégico e B uma base de abertos.

X é T, se e somente se para todo par x,y € X de pontos distintos existe U € B tal que (z € U e
y¢U)ou(z¢Ueyel).

X é T se para todo par x,y € X de pontos distintos existe U € Btalquez e U ey ¢ U.

Exemplo 5.11. O espago cadtico com dois ou mais pontos nao é Tj.
O espaco gerado pela base {]z,+oo[: = é ntimero real } é um espago Ty que nao é T;.

Proposicao 5.12. Seja B uma base de abertos e B, ={U € B: z € U}. Entao X é Tj se e somente se
B, # By para todo par x,y € X de pontos distintos.

Demonstragao. Se x # y entdo podemos supor que existe U € B tal que z € U e y ¢ U (trocando a
ordem entre x e y caso contrario). Entdo U € B, mas U ¢ By. Assim, B, # B,.

Se B, # B, entdo existe U € (B \ By) U (By \ Bz). Vamos supor que U € B, \ B,. Entdoy € U e
x¢U. Caso U € B, \ By temos que € U e y ¢ U. Portanto X é Tp. O

Coroldrio 5.13. Se X é um espago Ty e B é uma base de abertos entao existe uma funcao injetora de
X em P(B).

Demonstracdo. Basta considerar a funcao X > z — B, € P(B). O

Note que em particular, o tamanho de um espaco X que é Ty é limitado pelo tamanho das partes da
sua topologia.

Exemplo 5.14. O espago cadtico pode ser arbitrariamente grande e o conjunto das partes da sua
topologia tem quatro elementos.
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Figura 5.3: Separacao de pontos.

Proposigao 5.15. Um espago X é Tj se e somente se m #* @ para todo x,y € X distintos.

Demonstragdo. Suponha que existe U aberto tal que x € U e y ¢ U. Entao y € X \ U, logo @ -
X\U =X\U #z. Assim, z ¢ {y}. Como z € {y}, segue que {z} # {y}. Se y pode ser separado de
2 por um aberto, temos uma situagao similar. Assim, se X é Ty temos que existe um aberto que separa
um dos dois pontos do outro e assim {z} # {y}.
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Figura 5.4: Equivaléncia de espagos Tj.

Se xi@ enté@ C {y}. Similarmente se y € {z} entdo {y} C {z}. Assim, se {x} # {y} entdo
ouz ¢ {y} ouy ¢ {r}. No primeiro caso, temos que X \ {y} separa = de y e no segundo caso, temos
que X \ {x} separa y de x. Assim, X é Tj. O

Proposigao 5.16. Seja X um espaco topoldgico e V,, um sistema de vizinhangas de x para cada x € X.
Sao equivalentes:
1) X é um espago Ty
2) {z} é um conjunto fechado para todo x € X.

3) {z} =N Vs

Demonstragao. (1) — 2)). Suponhamos que X é T;. Seja x € X. Para cada y € X distinto de z, existe
um aberto Uy, tal que z ¢ Uy e y € Uy. Assim X \ {z} = U, cx\(,) Uy ¢ um conjunto aberto. Logo {z}
¢ um fechado.

(2) — 3)). Assuma 2). Se z e y sdo pontos distintos de X entao {y} é fechado, entao U, = X \ {y} é
um aberto tal que x € Uy, e y ¢ U,. Como V, é um sistema fundamental de vizinhancas de x, temos que
existe Wy, € V, tal que W, C Uy. Portanto € (Vo € yex\ (o) Wy € Nyex\ (o) Uy = {z}. Portanto
NVe = {z}.

(3) — 1)). Assuma 3) e sejam z, y pontos distintos de X. Como {z} = [ Vs, segue que existe
UeV, tal quey ¢ U. Como U € V,, segue que z € U. Logo X é T7. O

Abaixo vemos que um espaco T pode ser sequéncias que convergem para muitos pontos.

Exemplo 5.17. Seja X um espago infinito com a topologia co-finita. Entéo se a sequéncia (z, : n € N)
é uma sequéncia injetora em X entao a sequéncia converge para x, para todo x € X.

Demonstragdo. Seja x € X e V uma vizinhanga aberta de . Entdo X \ V é finito. Como (z,, : n € N)
é injetora, existe N tal que x,, ¢ X \ V para todo n > N. Como V é uma vizinhanca aberta arbitraria,
segue que (z, : n € N) converge para x. O
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Figura 5.5: Equivaléncia de espagos T'1.

Assim, para que tenhamos limite tinico precisamos de axiomas de separacdo em que os abertos nao
separem apenas os pontos, mas que separem os pontos ‘no entorno do outro ponto’.

Definicao 5.18. Dizemos que um espago topolégico X é T, ou Hausdorff se para cada par z,y de pontos
distintos de X existe U,V abertos taisque x €e U,y € Ve UNV = .

Exemplo 5.19. O espago X com X nao enumeravel com a topologia co-enumeravel é um espago T
que nao é Ts.

5.3.2 ‘Este aberto é pequeno demais para dois limites’: Espacos Hausdorff.

Lema 5.20. Seja X um espago topoldgico, B uma base de abertos e V, um sistema fundamental de
vizinhancas de x para cada = € X. Sdo equivalentes:

1) X é Hausdorff.

2) para cada x,y € X distintos existem U,V € Btalquex € U,y e VeUNV =0.

3) para cada x € X o conjunto ({U : U € V,} = {z}.

Demonstragao. A condicao 1) <> 2) é trivial de um lado e usa o fato de ser base do outro.

(1) = 3)). Fixe = e tome y € X distinto de z. Entéo existem abertos W e V taisquex e Wey eV
com WNV =@. Como V, é um sistema fundamental de vizinhancas, existe U € V, tal que U C W.
Logo U C X \ V. Portanto, U NV = 0. Logo, y ¢ U. Assim ({U : U € V,} = {z}.

(3) — 1)). Sejam z e y distintos em X. Por hipétese, existe W € V, tal que y ¢ W. Como
W ¢é vizinhanca de x, tome U aberto tal que z € U C W eV = X\W. Entdox € U,y € V e
UNVCWnNnX\W=0. O

Teorema 5.21. Seja X um espago topolégico Tp. Entdo uma sequéncia convergente possui um tnico
limite.

Demonstrag¢do. Suponha que x e y sao limites de (x, : n € N). Suponhamos que z e y sdo distintos,
entdo existem U e V abertos disjuntos tais que z € U e y € V. Existe n, e n,, tais que z,, € U para todo
n>ng e x, €V para todo n > n,. Tomando n > max{n,,n,} temos que =, € U NV, contradizendo
que UNV = 0. Assim, x = y e o limite é tinico. O

Apenas por curiosidade, existe um axioma da separacdo para espac¢os em que toda sequéncia possui
um unico limite, chamado de Tl%.

5.3.3 Comparando duas fungoes continuas em espacgos Hausdorff.

Vamos terminar esta seccao com um tultimo resultado relacionando a importancia da propriedade de
Hausdorff em questoes de continuidade.

Teorema 5.22. Sejam f,g: X — Y fungdes continuas tais que Y é Hausdorff. Seja F = {x € X :
f(x) = g(x)} é um subconjunto fechado de X.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que X \ E é um conjunto aberto. Seja y € X \ E. Entao f(y) # g(y).
Como Y é Hausdorff, existem U e V abertos disjuntos tais que f(y) € U, g(y) € V. Como f e g sao
continuas, segue que f~*(U) e g~1(V) sdo vizinhangas abertas de z. Entdo f~}(U) N g~%(V) é uma
vizinhanca aberta de y. Se z € f~1(U)Ng=1 (V) entao f(z) € U e g(z) € V. Como UNV = (), segue
que f(z) # g(x). Logo f~1(U)Ng (V) C X \ E. Portanto X \ E é aberto e E ¢é fechado. O
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Figura 5.6: Equivaléncia de espagos To ou Hausdorff.

Coroldrio 5.23. Sejam f,g: X — Y fungdes continuas, onde X é um espago topolégico arbitririo e
Y é um espago topolégico Hausdorff. Se existe um denso D de X tal que f(z) = g(z) para cada x € D
entao f =g.

Exercicio 5.24. Se F' C X finito e X é Hausdorfl entdo existem aberto {U, : = € F} dois a dois
disjuntos tais que x € U, para cada x € F.
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Figura 5.7: Sequéncias em espagos Haudorff tem no méximo um limite.
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Figura 5.8: {x € X : f(x) = g(x)} é fechado para Y Hausdorff.



Capitulo 6

Filtros. Interior. Topologias geradas
por Fecho e Interior.

6.1 Filtros

6.1.1 Definicao de Filtros.

Dado um conjunto A e um ponto de acumulagao de x podemos tentar capturar esta informacao
usando a interseccao de A com as vizinhanca de x. Podemos pensar nisso também quando temos um
‘buraco’ no espago e usar abertos para identificar o buraco, esta é a nogao intuitiva que queremos capturar
com o filtro.

A convergéncia de um filtro pode ser pensados como se estivéssemos dando um ‘zoom’ num conjunto,
onde nossas ‘lentes’ sdo os abertos.

Definicao 6.1. Seja F uma familia nao vazia de subconjuntos de X. Dizemos que F é um filtro de
conjuntos se

1)0¢&F.

2)se ACBC X e A€ Fentdo B e F.

3)se A,B € Fentao ANB € F.

Note que o filtro depende apenas do conjunto X.

Exemplo 6.2. Dado um conjunto infinito X, temos que F = {A C X : X \ A é finito} é um filtro.

Dado a € X o conjunto {A C X : a € A} é um filtro. Dizemos que esse é o filtro principal gerado
por a.

A familia de todas as vizinhangas de um ponto z € X formam um filtro.

A familia de todos os conjuntos que contém um aberto densos de X formam um filtro (intersecg ao
finita de abertos densos é um aberto denso).

Em geral, vemos os elementos de um filtro como elementos grandes (este termo faz bastante sentido
quando se pensa, por exemplo, nos conjuntos de medida 1 dentro do intervalo [0, 1].) O maior elemento
do filtro sobre X é o préoprio X e pensamos que os elementos menores do filtro contém informacao mais
relevante.

A nogao dual de filtro de conjuntos é o ideal (por exemplo, o ideal dos conjuntos de medida nula,
é um o-ideal), mas para convergéncia em espagos topoldgicos o dual sdao as redes, que definiremos em
outra aula.

Podemos ver um filtro como um conjunto parcialmente ordenado por C e considerar ponto de acu-
mulacdo e limite de uma familia indexada de conjuntos {Ar : F € F}.

Definicao 6.3. Um ponto de acumulacao z de uma familia de conjuntos indexado pelo filtro F se para
toda vizinhanga U de z e todo F' € F existe F' € F tal que F/ C F e AgNU # 0 para cada G C F’
com G € F.

Um ponto z € limite de uma familia de conjuntos indexado pelo filtro F se para toda vizinhanca U
de z e existe F' € F tal que Ag C U para cada G C F com G € F.

40
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Vamos agora relacionar filtros ao espaco topolégico. Apéds a definicao iremos relacionar com a nogao
de convergéncia acima.

Definicao 6.4. Seja X um espago topolégico, z € X e F um filtro sobre X.

Dizemos que = é um ponto de acumulagao de F se x € ﬂAe}- A.
Dizemos que = é um limite de F se todas as vizinhangas de x pertencem a F.

Podemos pensar que os elementos dos filtro sao os seus proprios indices e considerar convergéncia de
conjuntos.

Lema 6.5. Um ponto x é ponto de acumulagao de F se e somente se x é ponto de acumulagao da familia
indexada {Ap : F € F}, onde Ap = F para todo F € F.

Demonstracdo. Temos que x € F se e somente se F NU # () para cada F € F e U vizinhanca de z se
e somente se Ar NU # () para cada F' € F. Para a ida, se x é ponto de acumulacao de z, temos que
Ap NU # () para cada U vizinhanca de z e F' € F. Assim, z é ponto de acumulacao de {Ar : F € F}.
Para a volta, se F' € F e U vizinhanca de x, existe F/ C F com F’ C F tal que Ag N U # () para cada
G C F' com G € F. Em particular, temos que §) # ApNU = F'NU C FNU. Assim, temos que x € F.
Como F é um elemento arbitrario de F, segue que x é ponto de acumulagao de F. O

Lema 6.6. Um ponto z é limite de F se e somente se x ¢ limite da familia indexada {Ap : F € F},
onde Arp = F para todo F € F.

Demonstracdo. Para a ida, seja U uma vizinhanga de x. Como F converge para x, temos que U € F.
Assim, para todo FF C U com F € U, temos que Ap = F C U. Assim, temos que {Ar : F € F}
converge para x. Para a volta, seja U uma vizinhanca de z. Como {Ap : F € F} converge para z,
existe F' € F tal que Ag C U para todo G C F com G € F. Em particular temos que F' = Ap C U.
Como F é filtro e FF C U, segue que U € F. Assim, x é limite do filtro F. O

6.1.2 Ponto de acumulacao e convergéncia de filtros.

Lema 6.7. Seja X um espaco topolégico e F um filtro sobre X. Se z € X é um limite de F entao z é
um ponto de acumulacao de F.

Demonstragdo. Para isto, basta mostrarmos que x € A para todo A € F. Fixado, A € F, isto é
equivalente a mostrar que U N A # () para todo U vizinhanga de x. Por hipdtese, U € F, portanto
UNA € F. Pela definigao de filtro, temos que os elementos de F sao nao vazios. Logo U N A #
portanto x é ponto de acumulacao de F. O

Lema 6.8. Seja X um espago Haudorff e F um filtro convergente. Entao o limite de F é tunico.
Reciprocamente, se todos os filtros convergentes tem limite tinico entao o espaco é Hausdorff.

Demonstracdo. Se F converge para x e y com & # y entao F contém todas as vizinhancgas abertas de x
e de y. Em particular contém uma vizinhanca U de x e uma vizinhanca V de y tal que UNV =0, o
que nao é possivel, pois () ¢ F.

Seja X um espaco que ndo é Hausdorff e sejam « e y dois pontos que testemunham este fato. Considere
o conjunto C = {U : U é vizinhanga de x ou de y}. Dada uma familia finita ndo vazia C’ de elementos
de C, o conjunto (C’ contém U NV, onde U é vizinhanca aberta de z e V' é vizinhanga aberta de y.
Assim, (C’ # (). Portanto C é uma base para um filtro F. Claramente F converge para x ¢ para y. [

Como na construcao de topologias, em muitos casos é mais conveniente usar uma familia que gera o
filtro.

Defini¢ao 6.9. Dizemos que uma familia ndo vazia C tem a propriedade de intersecgao finita (PIF) se
para toda familia finita nao vazia C' C C temos C’ # ().

Note que todo filtro tem PIF.

Definicao 6.10. Dado uma familia C de X com PIF, dizemos que o filtro gerado por C ¢é a familia
F={AC X :3C' CC tal que C’ é finito e ndo vazio e [C' C A}.

Lema 6.11. O filtro gerado acima ¢é de fato um filtro.
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Demonstragdo. Temos que C C F entao F # {).

1) 0 ¢ F, pois cada elemento de F contém algum (C’ e (C’ é nao vazio.

2) Dado A C B com A € F, a testemunha de que A € F também testemunha que B € F.

3) Se A, B € F entao existem C4 e Cp tal que ((1Ca C Ae(\Cp C B. Assim, (((CaUCg) CANBe
portanto AN B € F. O

6.1.3 Bases de filtros. Extensao de filtro.

Definicao 6.12. Dizemos que C C F é uma sub-base para o filtro F se F é o filtro gerado por C.
Dizemos que C é uma base para o filtro F se é uma sub-base tal que para cada C’ C C, existe F' € C tal
que F C (.

Note que se C é base para um filtro F, entdo F = {F C X : 3C € C tal que C C F'}.

Dizemos que uma familia C é fechada por intersecgoes finitas se [|C' € C para todo subconjunto
finito ¢’ € C. Claramente uma sub-base fechada por intersecgoes finitas é uma base, assim, a nogao de
sub-base de filtro lembra a nocao de sub-base de abertos.

Definigao 6.13. Dizemos que um filtro G estende o filtro F se G O F
As extensoes de um filtro em termos de convergéncia correspondem as subsequéncias.

Proposigao 6.14. Se F possui z como ponto de acumulagao entao existe um filtro G estendendo F tal
que G converge para x.

Demonstracdao. Seja V, todas as vizinangas de x e C = F U),. Usando o fato de que = é ponto de
acumulagao F e que todos os elementos de V, sdo vizinhancas de x, temos que C tem PIF (verifique).
Seja G o filtro gerado por C. Claramente G estende F e G converge para x. O

A prova do seguinte fato é deixada ao leitor.

Proposicao 6.15. Seja C uma base para um filtro 7 sobre X, onde X é um espago topolégico. Entao
x é ponto de acumulagao de x se e somente se x € (|40 A.

Lema 6.16. Dado um filtro F sobre X e uma funcao f: X — Y, vamos denotar por f[F] o conjunto
{flA] : Ae F}. O conjunto f[F] tem PIF.

6.1.4 Filtros e continuidade.

Teorema 6.17. Sejax € X e f: X — Y. Sao equivalentes:
a) f é continua em .
b) para todo filtro F, se F acumula em z entdo o filtro gerado for f[F] acumula em f(z).
¢) para todo filtro F, se F converge para x entdo o filtro gerado for f[F] converge para f(z).

Demonstragdo. (a) — b)). Dado A € F, temos que z € A, por uma das equivaléncias de continuidade,
segue que f(x) € f[A]. Pela proposicao deixada como exercicio, segue que f(x) é ponto de acumulagao
do filtro gerado por f[F].

(a) + b)) Dado A tal que z € A, considere o filtro F gerado por {A}. Entao por hipdtese temos que
f(z) € Neer fIC]. Em particular, temos que f(z) € f[A].

(a) = ¢)). Seja F um filtro que converge para x. Se V ¢é uma vizinhanga de f(x), temos pela
continuidade de f em x que existe U vizinhanga de z tal que f[U] C V. Como F converge para z,
temos que U € F. Assim, V é um elemento do filtro gerado por f[F]. Portanto o filtro gerado por f[F]
converge para f(x).

(¢) — b)) Seja F um filtro que acumula em z. Entdo existe um filtro G estendendo F que converge
para z. Por hipdtese, o filtro gerado por f[G] converge para f(x). Portanto o filtro gerado por f[G]

acumula em f(z). Como f[G] 2 f[F], segue que f(z) € ﬂAeg fIA] € Naer fIAL
Portanto f(z) é um ponto de acumulacao do filtro gerado por f[F]. O
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6.2 ‘O aberto dentro de vocé’.

6.2.1 Definicao de Interior.

Ja vimos a definicao de fecho.

Definicao 6.18. Dado um espaco topolégico X e A C X o interior de A, denotado por A ou Int(A) é
0 maior aberto contido em A.

Vamos mostrar que o interior estd bem definido.
Lema 6.19. Seja A o conjunto de todos os abertos contidos em A. Entao A # ) e A= UA.

Demonstragdo. O conjunto A contém 0, assim A # (. Como A é uma familia de abertos contidos em A
segue que JA é um aberto com (JA C A. Dado U um aberto contido em A, temos que U € A. Entao
UCUA. Assim, JA = A. O

O interior simplifica a tomada do aberto que testemunha que um conjunto é vizinhanga de um ponto.
Lema 6.20. Um conjunto V e vizinhanca de x se e somente se x € V.

Demonstragdo. Se V' € uma vizinhanga de z, entao existe um aberto U tal que x € U C V. Pela defini¢ao
de interior, segue que U C V Portanto z € V.
Reciprocamente, se x € V, temos que V é um aberto contido em V. Assim, V é vizinhanga de z. [

Ja vimos como utilizar bases de abertos, base de fechados e sistemas fundamentais de vizinhancas
abertas para construir topologias, iremos agora mencionar também como obter topologias usando ope-
radores fecho e interior.

6.3 Fecho vs Interior.

O lema seguinte mostra a relagao entre tomar interior e fecho sucessivamente:
Lema 6.21. A = A para todo subconjunto A de um espaco topolégico X.

Demonstracdo. A D A e portanto A DO A. Por outro lado, A C A, portanto, A C A. Assim, AC A O

Assim como fechados e abertos sdo relacionados por complementares, o fecho e o interior também o
sao. Por motivos de visualizagao vamos usar a notagao alternativa de fecho e interior.

Teorema 6.22. Int(A) = X \ Cl(X \ A) e Cl(A) = X \ Int(X \ A) para todo subconjunto A de um
espago topologico X.

Demonstra¢do. Temos que Int(A) C A. Assim, X \ Int(4) D X \ A. Como Int(A) é aberto, segue que
X \ Int(A) é um fechado, logo X \ Int(A) D CI(X \ A). Usando novamente De Morgan, temos que
Int(A) C X\ ClI(X \ A). Para verificar a reciproca, CI(X \ A) O X \ A. Usando De Morgan, temos
que X \CI(X\A) CX\(X\A) C A Como X\ Cl(X \ A) é um aberto contido em A, segue que
X\CUX\ A) CInt(A). Com isto, Int(A) = X \ Cl(X \ A).

Pelo primeiro {tem temos que Int(B) = X \ CI(X \ B) para todo subconjunto B de X. Tomando
B = X\ A, teremos Int(X\A) = X\CI(X\(X\A)) = X\CI(A). Por De Morgan, temos X \Int(X\A) =
Cl(A). O

Corolario 6.23. A= A para todo subconjunto A de um espago topolégico X.

Demonstragdo. J4 vimos que A = A. Substituindo A por X \ A4, temos que

X\ A=X\A, para todo subconjunto A de um espaco topoldgico X. Usando a relagdo de fecho e

interior com complementos, temos X \ A = Int(X \ A) = X \ A.

Similarmente, temos que X \ A = X \ Z Assim, segue que A=A O
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6.4 Topologias geradas pelos Operadores Fecho e Interior.

Vamos agora descrever as propriedades de operador fecho e o operador interior para definirmos uma
topologia.

Teorema 6.24. Dado um espago topoldgico, o operador fecho tem as seguintes propriedades:

OF1) 0 =0.

OF2) A C A, para todo subconjunto A de X.

OF3) AUB = AU B, para todos os subconjuntos A e B de X.
OF4) A = A, para todo subconjunto A de X.

Demonstracao. O vazio é fechado, assim o seu fecho é o vazio. O fecho de A contém A. O fecho de A é
um fechado e o fecho de um fechado ¢ ele préprio. Assim OF1), OF2) e OF4) estao satisfeitas.

Para OF3), AU B é um fechado contendo AU B, assim AU B C AU B. Por outro lado, A C AU B
e AU B é fechado, assim A C AU B. Analogamente, BC AU B e AU B é fechado, assim B C AU B.
Portanto, AUB 2 AUB. Portanto AUB=AUB O

Teorema 6.25. Seja ¢ : P(X) — P(X) um operador tal que

OF1) ¢(0) = 0.

OF2) A C ¢(A), para todo subconjunto A de X.

OF3) ¢(AU B) = ¢(A) U ¢(B), para todos os subconjuntos A e B de X.

OF4) ¢(¢(A)) = ¢(A), para todo subconjunto A de X.

Entao existe uma topologia tal que ¢ é o operador fecho desta topologia. Diremos que esta é a
topologia gerada pelo operador fecho ¢.

Demonstragao. Seja C = {F C X : ¢(F) = F}. Vamos mostrar que C é uma base para fechados para
uma topologia. De fato, ) € C e se Fy, Fy € C entdao ¢(Fy U Fy) = ¢(F1) U ¢(Fo) = Fy U Fy. Assim,
FLUF, eC.

Seja 7 a topologia gerada pela base de fechados C. Entao C é uma base de fechados para 7. Vamos
verificar que C é o conjunto de todos os fechados. Por OF1) temos que } € C. PorOF2) temos que
X C ¢(X) C X. Assim, X € C. J4 vimos acima que a unido de dois elementos de C pertence a C.
Falta mostrar que se ) # C" C C entdo [(C' € C. Para isto, temos que verificar que ¢((C") = NC'.
Por OF2), temos que ¢([)C’) 2 (C'. Para mostrar a outra inclusdo, tome F' € C’. Entdo ¢([\C’) C
d(NCHYUG(F) = ¢((NC')UF) = ¢(F) = F. Como vale para todo F € C', segue que ¢((\C') CC".
Assim, C sdo todos os fechados da topologia 7. Seja A o fecho de A na topologia 7.

Pela definicdo de C e pelo fato dela ser a familia de todos os fechados de 7, temos que ¢(F) = F = F
para todo F' € C. Tome agora A um subconjunto arbitrario de X.

Por OF4), ¢(¢p(A)) = ¢p(A), assim, pela definicao de C, temos que ¢(A4) € C com A C ¢(A). Assim,
pela defini¢io de fecho temos A C ¢(A). Por outro lado ¢(A) C ¢(A) U p(A) = p(AU A) = ¢(A) = A4,
por OF2) e pelo fato que A € C. Assim ¢(A) = A para todo A e ¢ é o fecho de A na topologia 7. [

Exemplo 6.26. Dizemos que um conjunto A é sequencialmente fechado se os limites de todas as
sequéncia convergente em A estdo em A. Como vimos anteriormente, se um espaco é sequencial, entao
um conjunto sequencialmente fechado é um fechado. O fecho de um conjunto é sequencialmente fechado.
Podemos tomar a intersec¢io de todos os sequencialmente fechados que contém um conjunto A e definir
o fecho sequencial de A.

O fecho sequencial satisfaz as propriedades OF'1)-OF4) e a topologia gerada pelo fecho sequencial é
mais fina que a topologia original (sera estritamente mais fina se o espago original ndo for sequencial).

Se comegarmos com um espago em que as sequéncias convergentes sao apenas as eventualmente
constantes, entdao todo conjunto é fechado na topologia gerada pelo fecho sequencial. Assim, a topologia
associada ao fecho sequencial neste caso é discreta.

Agora iremos descrever o operador interior:

Teorema 6.27. Dado um espago topoldgico, o operador interior tem as seguintes propriedades:
OIl) X = X.
012) A C A, para todo subconjunto A de X.
OI3) (AN BY= AN B, para todos os subconjuntos A ¢ B de X.
)

OI4) A= /01, para todo subconjunto A de X.
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Demonstracdo. Fica a cargo do leitor verificar essa relacao usando a definicao de interior.

As relagoes acima podem também ser verificadas usando complementos:

Como () = (), segue que X = Int(X \0) =X \0=X\0=X.

Como X \AC X\ A, segue que A= X\ (X\A)DX\X\A=1Int(X\(X\A)=A4

De (X\A)U(X\B)=X\AUX\ B segue que Int(AN B)) = Int(X \ (X \A)U(X\B))) =
X\X\AUX\B)=X\(X\AUX\B)=X\X\AHNX\X\B)=AnBAB.

De X \ A= X\ A, segue que A = Int(Int(A)) = X\ X \Int(A) = X\X\A=X\X\A=A4. O

Agora veremos como definir uma topologia usando um operador interior.

Teorema 6.28. Seja ¢ : P(X) — P(X) um operador tal que

OI1) Y(X) = X.

012) ¢¥(A) C A, para todo subconjunto A de X.

OI3) Y(AN B) =y(A) NyY(B), para todos os subconjuntos A e B de X.

OI4) ¥(¢(A)) = ¢(A), para todo subconjunto A de X.

Entao existe uma topologia tal que ¥ é o operador interior desta topologia. Diremos que esta é a
topologia gerada pelo operador interior ).

Demonstra¢io. Podemos definir um operador fecho para uma topologia usando ¢(A4) = X \ ¢(X \ 4).
As propriedades de operador fecho para ¢ seguem do uso da complementacdo e da propriedades de 1.
Tome a topologia gerada por ¢ (em que ¢ serd o operador fecho). Usando complementares, teremos que
1) serd o operador interior desta topologia. O



Capitulo 7

Redes e Subredes. Redes vs Filtros.

7.1 ‘Sai N e entra Conjuntos Dirigidos’: Redes.

7.1.1 Definicao de Conjunto Dirigido.

Como comentado anteriormente, para definir uma rede, temos que fixar um conjunto de indices com
algum tipo de ordem. No exemplo que vimos anteriormente usamos o conjunto de vizinhancas de um
ponto com a ordem da inclusdao. Comparada ao caso abaixo, temos que U <V se e somente se U DO V.

Definigao 7.1. Um conjunto ¥ com uma ordem < é um conjunto dirigido se

a) o < o para todo o € X,

b) o1 < 09 e 09 < 03 entdo o1 < 03, para todo 01,09 € 03 € X.

¢) para cada par 01,09 € ¥ existe o tal que 01 < o e 02 < 0.

Pelo tipo de situagdo que aparece ao construir redes, € preferivel permitir que existam o1 # o9 em X
tat que 01 < 09 € 09 < 07.

7.1.2 Definicao de Rede. Ponto de Acumulagao e Convergéncia.

Definigao 7.2. Uma rede em um conjunto X é uma funcao de dominio ¥ tal que x, € X para cada
<IN

O ponto de acumulagao e o limite de uma rede sao similares as nogoes para sequéncias.

Definigao 7.3. Seja X um espaco topoldgico e {z, : o € B} uma rede em X.
Dizemos que x é um ponto de acumulagao de {z, : o € X} se para toda vizinhanga U de x e todo
o* € 3, existe 0 > o* tal que z, € U. Comumente, dizemos que a rede estd frequentemente em U.
Dizemos que z é um ponto limite de {z, : o € ¥} se para toda vizinhanga U de z existe o* € ¥ tal
que para o > o* temos x, € U. Comumente, dizemos que a rede estd eventualmente em U.

Lema 7.4. Seja X um espaco topoldgico e {x, : ¢ € X} umarede. Se zz € X é um limite de {z, : 0 € ¥}
entdo  é um ponto de acumulacao de {z, : ¢ € X}.

Demonstragdo. Para isto, seja U uma vizinhanga de z. Entao existe ¢’ tal que xz, € U para todo o > ¢”.
Dado o* € X, existe 0 > ¢’ e 0 > o* Entao z, € U com o > ¢'. Logo x é ponto de acumulacao da
rede. O

Lema 7.5. Seja X um espaco Hausdorff e {z, : ¢ € ¥} uma rede convergente. Entdo o limite de
{z, : 0 € ¥} é tinico. Reciprocamente, se todas as redes convergentes tem limite inico entdo o espago
é Hausdorff.

Demonstragao. Se {x, : o € X} converge para x e y com x # y. Fixe uma vizinhanga U de = e uma
vizinhanga V de y tal que U NV = 0, entdo existe o, e o, em X tal que z, € U para todo o > 0, e
z, € V para todo o > 0,. Como X ¢é dirigido, segue que existe ¢’ € ¥ tal que 0’ > o, e ¢’ > o,. Entao
Ty € UNV, uma contradigao.

Se z,y testemunham que X nao é Haudorff, seja V, e V, sistemas fundamentais de vizinhangas de
X e y respectivamente. Seja ¥ = V, x V, com a ordem (U, V') > (U,V)se U CUe V' CV. O

46
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conjunto ¥ é dirigido. Para cada (U,V) € X, fixe 2(yyy € (UNV). Entdo z e y sdo limites da rede
{JI(UJ/) : (U, V) S Z} O]

7.2 O exemplo que deu origem a A6Yi¢ rede.

7.2.1 Formalizacao do limite da integral de Riemann usando redes.

A definigdo de Rede foi motivada como uma ferramenta para formalizar um conceito de limite para
a integral de Riemann.

Exemplo 7.6. Dado um intervalo fechado e limitado [a, b] uma funcao f : [a,b] — R, seja 3 o conjunto
dos 0 = (P,,C,), onde P, = {a =ty < ... <t,, = b} uma particao de [a,b] e C, = {c1,...cn, } tal que
¢i € [ti—1,t;] para todo 1 <i < n,. Diremos que o <y, 0* se P, C P,+. O conjunto X é dirigido.

Considere x, = > ;<. f(ci)(ti —ti—1). Entdo dizemos que f é Riemann integrdvel se existe L € R
tal que a rede {z, : 0 € £} converge para L.

Neste caso, dizemos que fab f(z)dx = L.

7.3 ‘O ‘Jr’ da rede, pode ficar maior que a rede, mas segue seus
9 9
passos’.

7.3.1 Subredes.

A nocgéo de subrede é menos intuitiva o que de subsequéncia. Se considerarmos uma sequéncia como
rede, uma subrede nao precisa ser uma sequéncia, nem precisa estar enumerada por um conjunto dirigido
enumeravel. O principal da subrede é que ela segue os ‘passos’ da rede, apenas ‘pisa’ (pontos do espago
) por onde a rede ja passou e segue as diregoes por onde a rede passou (cofinalidade).

Definicdo 7.7. Sejam X e ¥ dois conjuntos dirigidos e seja r : X — .
Dizemos que r preserva ordem se o1 <y oo implica que r(o1) <g 7(02).
Dizemos que X é cofinal em ¥ pela r se para todo & € X, existe o € ¥ tal que ¢ < r(o).

Exemplo 7.8. Seja X os subconjuntos finitos nao vazios de N com a ordem C. Entao ¥ é um conjunto
dirigido. Considere N com a ordem usual dos naturais. Entao N também é um conjunto dirigido. Tome
r: ¥ — N da pelo méximo de F. Entao r preserva ordem e é cofinal.

Definigao 7.9. Dizemos que {z, : 0 € £} é uma subrede de {ys : & € X} se existe r : ¥ — % que
preserva ordem e ¢ cofinal e tal que T, = y,(o)-

Exemplo 7.10. Uma subsequéncia {z,, : k € N} é uma subrede usando r : N — N com r(k) = ny
para todo k € N.

Se denotarmos uma subsequéncia como {x, : k € A} entdo ela é uma subrede usando r : A — N
com r(n) = n para todo n € A.

7.3.2 Rede vs sua Subrede.

Proposigao 7.11. Dada um rede que possui x como ponto de acumulagao existe uma subrede que
possui x como limite.

Demonstragao. Tome V, uma base local de z. Se {z, : 0 € ¥} possui z como ponto de acumulagio
entdo seja I' = {(0,U) € ¥ x V, tal que z, € U}. Teremos que usar o fato que a rede acumula em z
para provar que I' é um conjunto dirigido. Por ser um subconjunto do dirigido ¥ x V, basta ver que '
é um conjunto cofinal de X x V,.. De fato, se (o,U) € X x V,, existe 0* > o tal que z,« € U. Assim
(6*,U) €T com (0,U) < (¢*,U).

Defina r : ' = X como r(0,U) = 0. Temos que r preserva ordem e r é cofinal, usando o fato que I'
é cofinal em ¥ x V,,.

Defina (,,1) = x, para cada (o,U) € I' (pois 7(o,U) = o). Entao {z(,v) : (o,U) € I'} é uma
subrede. Vamos mostrar que esta subrede converge para x. De fato, seja W uma vizinhanca de z. Entao
existe U € V, tal que U C W. Fixe ¢* tal que z,~ € U.
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Entao (¢*,U) €T ese (0,V) > (¢*,U) com (0,V) € ' entdo z(,yy € VC U CW. Como W é uma
vizinhanga arbitraria de z, segue que a subrede converge para x. O

Proposicao 7.12. Seja S = {2, : 0 € ¥} uma rede e G = {y, : v € I'} uma subrede de S. Se x é
ponto de acumulagao de G entao x é ponto de acumulagao de S.

Demonstracao. Seja r : I' — ¥ a testemunha que G é subrede de . Seja U uma vizinhanca de = e
o* € 3. Como r é cofinal, existe v* € I tal que r(y*) > 0*). Como z é ponto de acumulagéo de G e U e
vizinhanca de x, existe v > v* tal que y, € U. Entao z,(,) € U com r(7y) > r(y*) > o (pois r preserva
ordem). Entao para o = r(y) temos z, € U com o > ¢*. Portanto S acumula em z. O

7.3.3 Continuidade e Redes.

A continuidade da f usando redes parece visualmente mais natural do que usando filtros:

Teorema 7.13. Sejax € X e f: X — Y. Sdo equivalentes:

a) f é continua em x.

b) para toda rede {z, : 0 € ¥}, se {z, : ¢ € X} acumula em z entdo a rede {f(z,) : 0 € X}
acumula em f(x).

¢) para toda rede {z, : 0 € X}, se {z, : 0 € ¥} converge para x entdo a rede {f(z,) : 0 € X}
converge para f(x).

Demonstragdo. (a) — ¢)). Seja {z, : 0 € ¥} uma rede que converge para x. Vamos mostrar que
{f(z,) : o € X} converge para f(z). Seja V uma vizinhanca de f(z). Pela continuidade de f em
x, segue que f~1(V) é uma vizinhanga de z. Logo, existe o* € ¥ tal que z, € f~1(V) para todo
o > o*. Portanto, f(xz,) € V para todo ¢ > ¢*. Como V é uma vizinhanga arbitriria de f(z), segue
que {f(z,) : 0 € X} converge para f(x).

(¢) = b)). Seja S = {z, : 0 € £} uma rede que acumula em z. Entdo existe uma subrede
G = {y, : v € '} que converge para x. Por hipétese, a rede {f(y,) : v € I'} converge para f(z). Em
particular, f(z) é ponto de acumulacao de {f(y,): v €T'}.

A 7 que testemunha que G é subrede de S também testemunha que {f(y,) : v € I'} é subrede de
{f(x5): 0 € X}, pois f(y,) = f(zr(y)) para todo v € T'. Como f(z) é ponto de acumulagao da subrede
{f(yy) : v €T}, segue que f(x) é ponto de acumulagio da rede {f(z,): o € X}.

(b) = a)). Suponhamos que f ndo é continua em x. Entdo existe V' uma vizinhanga de f(z) tal que
f~1(V) ndo é vizinhanga de z. Seja V, um sistema fundamental de vizinhangas de z com a ordem U > V
se e somente se U C V. Entao V, é um conjunto dirigido. Para cada U € V,, fixe zyy € U\ f~1(V) (o
conjunto é nao vazio por hipétese). Como visto anteriormente, temos que {zy : U € V,} é uma rede
convergente para x. Em partircular, esta rede acumula em z. Porém f(xy) ¢ V, para todo U € V,
(pois zy ¢ f~1(V)). Assim z ndo é ponto de acumulagdo de {f(zy): U € V,.}. O

7.4 Dualidade de Redes e Filtros.

Existe uma forma de passar de um filtro para uma rede e vice versa. Ela nao ‘devolve’ a mesma coisa
se comegarmos de um rede para o filtro e do filtro para a rede, mas no caso de comegar com uma rede
com certa ‘cara’ para convergéncia/ponto de acumula¢io vamos encontrar um filtro com a mesma ‘cara’
e retornar para uma outra rede que tem a mesma ‘cara, mas que pode ser diferente. Entao a dualidade
é sobre ‘as propriedades do objeto’e nao o objeto em si.

7.4.1 De redes para filtros.

Lema 7.14. Dada uma rede S = {z, : 0 € ¥}, o conjunto {{z, : 0 > c*}: o* € X} tem PIF e é base
para um filtro.

Demonstra¢do. Dado um ndmero finito de elementos de {{z, : ¢ > ¢*} : ¢* € X}, estas vao estar
associadas a um conjunto finito ¥’ de X. Como X ¢ dirigido, existe ¢’ tal que o’ > ¢ para cada o € X'.
Entéo a intersecc¢ao contém {x, : o > o'} O

Usando o fato acima, podemos definir um filtro associado a uma rede:

Definicao 7.15. Dada uma rede S = {z, : 0 € ¥}, o filtro dual de S é o filtro gerado pelo conjunto
Hzg: 0 >0*}: 0c* € X}
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7.4.2 De filtros para redes.

Para definirmos um filtro a partir de uma rede, iremos usar o fato que o filtro é um conjunto dirigido
pelo contido.

Definicao 7.16. Dado um filtro F, seja ¥ = {(F,z) € F x X tal que x € F'} com a relagao (F,x) >
(G,y) se F C G (fica a cargo do leitor notar que ¥ é um conjunto dirigido). A rede associada a F é a
rede {z, : 0 € £}, onde z, =z e (F,z) =0 € %.

7.4.3 A dualidade de redes e filtros.

Teorema 7.17. Seja F um filtro e {2, : 0 € ¥} a rede gerada por F.
Seja x € X. Entao:
1) « é ponto de acumulacao de F se e somente se x é ponto de acumulagao de {z, : o € X}.
2) x é limite de F se e somente se z ¢ limite de {z, : 0 € ¥}.

Demonstragao. 1) Suponhamos que z é ponto de acumulagdo de F. Seja U uma vizinhanga de x e
(G,y) € . Como z é um ponto de acumulacao de F, segue que GNU # (). Tome z € GNU. Entdo
(G,z) €%, (G,z) > (G,y) e 2,y = z € U. Portanto x é ponto de acumulacao da rede gerada por F.
Suponhamos que z ndo é ponto de acumulacio de F. Entdo existe G € F tal que z ¢ G. Seja U uma
vizinhanga de z tal que U NG = . Fixe y € G. Entéo (G,y) € L ese (H,z) > (G,y) com (H,z) € &

entdo () € H C G C X\ U. Portanto x(y ) ¢ U e x nao é ponto de acumulacao da rede gerada por

2) Suponhamos que z é limite de F. Seja U uma vizinhanca de . Como z é limite de F, segue
que U € F. Tome z € U. Entdao (U,z) € X. Para todo (G,y) > (U,2) com (G,y) € ¥ temos
TGy =y € G CU. Portanto z é limite da rede gerada por F.

Suponhamos que z néo é limite de F. Entdo existe uma vizinhanca U de = tal que U ¢ F. Tome
(G,y) € . Como U ¢ F e F éfiltro, segue que G € U. Logo, existe z € G\U. Temos que (G, z) > (G, y)
e 2, =2 ¢ U. Como (G, z) é um elemento arbitrario de ¥, segue que U testemunha que a rede nao
converge para . O

Teorema 7.18. Seja {z, : 0 € ¥} uma rede e seja F o filtro gerado por F.
Seja x € X. Entao:
1) « é ponto de acumulacao de {z, : 0 € X} se e somente se x é ponto de acumulagdo de F.
2) x é limite de {z, : 0 € L} se e somente se = é limite de F.

Demonstragao. 1) Suponha que = é ponto de acumulacdo de {z, : o € ¥}. Para mostrarmos que z é
ponto de acumulagao de F, usando a propriedade de base de filtro, basta mostrar que « € {z, : o > o*}
para todo ¢* € X. Fixe ¢* e tome U uma vizinhanca de x, como x é ponto de acumulagao da rede,
existe o > o* tal que z, € U. Portanto U N {z, : 0 > o*} # 0. Portanto = é ponto de acumulagao de
F.

Suponha que x nao é ponto de acumulacio de {z, : o € ¥}. Entao existe uma vizinhanga U de x e
o* € ¥ tal que z, ¢ U para todo o > o*. Logo, UN{x, : 0 > o*} = 0. Portanto = ¢ {z,: 0 > o*},
com {x, : 0 > 0*} € F. Assim, & ndo é ponto de acumulagao de F.

2) Suponha que z é limite de {z, : 0 € X}. Seja U uma vizinhanga de z. Para provarmos que z é
limite de F, basta mostrar que U € F. Como a rede converge para x, existe ¢* tal que =, € U para
todo o > o*. Logo {z, : 0 > o*} pertence a base do filtro gerado pela rede. Assim, U € F.

Suponha que x nao é limite de {z, : o € X}. Entéo existe uma vizinhanga U de z tal que para todo
o* € ¥ existe 0 > o* tal que x, ¢ U. Assim, {z, : 0 > 0*} € U para cada ¢* € X. Assim, U néo
contém nenhum elemento da base que gera F. Assim, U ¢ F. O



Capitulo 8

Subespacos. Subespacos métricos.
Subespacos e Ordem Linear.

8.1 A topologia nos ‘cacos’ de X.

8.1.1 Topologia de subespaco.

Os subespagos topolégicos usam os fragmentos dos abertos de X que podem ser ‘vistas’ dentro do
subespaco.

Definigao 8.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico e Y C X. Dizemos que Y é um subespago topoldgico
de X se Y é munida com a topologia {Y NU : U € 7}.

Em outras palavras, um subconjunto W de Y é aberto em Y se e somente se existe um aberto de X
que intersectado a Y da W.
Para ver que de fato temos uma topologia em Y, basta utilizar Y N{JC = U (Y NC) e YN C =

NeeeY NCO).

Proposicao 8.2. Seja Z um subespago de Y e Y um subespaco de X. Entao Z é subespaco de X.

Demonstra¢ao. Além das igualdades acima, basta notar que para todo subconjunto A de X temos
ANZ=(AnY)NnZ. O

Vamos ver agora como ficam alguns objetos de X quando restritos a Y.

Lema 8.3. Seja Y um subespaco topoldgico de X.

a) Se B é uma base de abertos de X entdo {UNY : U € B} é uma base de abertos de Y.

b) Se {V, : x € X} é um sistema fundamental de vizinhancas de X entdao {{UNY : U €V, }: y €Y}
é um sistema fundamental de vizinhancas de Y.

¢) Se C é uma base de fechados de X entdo {FFNY : F € C} é uma base de fechados de Y.

d) SeAQYentéoZY:ZXﬂY.

(Note que em b) “jogamos fora’ V, se x ¢ Y, mas isto nao afeta a topologia de Y por que hd uma
relagdo entre os sistemas fundamentais de vizinhangas dos pontos). Uma pergunta reversa seria, se Y é
denso, podemos recuperar a topologia de X usando um sistema fundamental de vizinhancgas abertas de
Y?

Demonstragao. Basta usar a intersec¢do em a) e b).
Para c¢), {X \ F: F € C} é uma base de abertos de X. Portanto {Y\ F: FeC}={Y N(X\F):
F € C} é uma base de abertos de Y. Logo, {Y N F : F € C} é uma base de fechados de Y.

Para d), ambos os conjuntos estdo em Y entdo fixe x € Y. Entéo = € A% se e somente se V N A #0
para toda vizinhanga de z em X se e somente se (VNY)NA # ( (pois A é subconjunto de Y) se e

somente se W N A # () para toda vizinhanca W de x em Y se e somente se x € A .
O
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8.1.2 Propriedades hereditarias.

Definicao 8.4. Dizemos que uma propriedade topoldgica P é hereditaria se para todo X que tem P
entao todo subespaco de X tem P.

Dizemos que uma propriedade topoldgica P é hereditaria para fechados se para todo X que tem P
entao todo subespaco fechado de X tem P.

Dizemos que uma propriedade topolégica P é hereditaria para abertos se para todo X que tem P
entao todo subespaco aberto de X tem P.

Corolario 8.5. Os axiomas de separacao Ty, 17 e T, sao hereditarias.
Demonstracao. Basta usar as testemunhas do espago intersectadas com o subespago. O

Corolario 8.6. O primeiro axioma de enumerabilidade é uma propriedade hereditaria.
O segundo axioma de enumerabilidade é uma propriedade hereditaria.

Exercicio 8.7. Sejai: Y — X a funcao inclusdo, onde Y C X. Verifique que a topologia inicial de i é
a topologia de subespaco.

8.2 Subespacos e métrica.

Vamos ver agora que no caso de um espago métrico, podemos recuperar a topologia do espago usando
as bolas de centro num denso e raio % com n > 0.

8.2.1 A topologia da métrica do subespago vs a topologia de subespaco do
espaco métrico.

Exemplo 8.8. Seja X um espaco topoldgico gerado pela métrica d. Se Y é denso em x entao as bolas
centradas em pontos de Y formam uma base para X.

Demonstracao. Seja B o conjunto de todas as bolas abertas centradas em pontos de Y com raio % para
alguma inteiro positivo n. Vamos mostrar que B é uma base de abertos de X.

Seja z € X e U um aberto de X. Fixe n > 0 natural tal que ¢ = % e B(z,e) C U. Tome m > 0
natural positivo tal que § = i satisfaz 0 < §. Como Y ¢é denso e B(x,0) # (), existe y € Y tal que
y € B(x,9). Logo, temos que x € B(y, ) (pela simetria da métrica d) e B(y, ) € B. Basta agora mostrar
que B(y,d) C U. De fato, se z € B(y, d), entao pela desigualdade triangular, d(z, z) < d(z,y)+d(y, z) <
0+ 0 <e. Assim, z € B(z,e) CU. Como z é arbitrario segue que B(y,d) C U. O

Note que é importante que tomemos bolas de mesmo tamanho para termos uma base de abertos.
Por exemplo se fixarmos uma sequéncia positiva convergindo para 0 e s tomar bolas com raios desta
sequéncia, ainda teremos uma base de abertos. Mas, se tomarmos para cada ponto do denso uma
sequéncia de bolas centradas que encolhem arbitrariamente, este conjunto de bolas nao precisa ser base.

Coroldrio 8.9. Seja Y um subespaco de X com a topologia gerada por uma métrica. A topologia de
Y como subespaco topoldgico de X coincide com a topologia de Y como subespacgo métrico.

Demonstracdo. As bolas centradas em pontos de X formam uma base de X, assim, as bolas centradas
em pontos de Y intersectadas com Y que formam uma base do subespacgo topolégico, coincidem com a
bolas abertas de Y centradas em pontos de Y que formam uma base da topologia gerada pela métrica
em Y. O

Corolario 8.10. Se X é um espago métrico entao X satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade se
e somente se X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

Demonstra¢ao. J4 vimos que um espago topoldgico que satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade
satisfaz o terceiro. Se X é métrico e satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade, entdo X possui um
denso enumeravel e vimos acima que uma quantidade enumeravel de bolas centradas em cada ponto
do denso formam uma base. Como essa base é enumeravel, segue que X satisfaz o terceiro axioma de
enumerabilidade. O
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8.2.2 Axiomas da enumerabilidade em subespacos nao métricos.

Coroldrio 8.11. A topologia da reta de Sorgenfrey ndo provém de uma métrica.

Demonstracdo. Vimos anteriormente que a reta de Sorgenfrey satisfaz o terceiro axioma de enumerabi-
lidade, mas nao satisfaz o segundo, assim, sua topologia nao pode ser provida por uma métrica. O

Corolario 8.12. Se X é um espago métrico que satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade e Y é
um subespaco de X entao Y satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

Demonstracao. Como visto anteriormente, neste caso, X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.
Assim, Y também satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade. Além disso, um espago que satisfaz o
segundo axioma de enumerabilidade satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade. O

Vamos ver agora que o terceiro axioma da enumerabilidade nao é necessariamente preservada por
subespagos.

Exemplo 8.13. Seja X o conjunto dos reais. Para cada x irracional, fixe uma sequéncia convergente
de racionais {g;» : m € N}. Considere o seguinte sistema de vizinhancas fundamentais: se « ¢ racional,
tome V, = {{x}} e se x é irracional, considere V, = {{z} U{gyn : n > m}: m € N}. Temos que este
é um sistema fundamental de vizinhancas abertas para um topologia, pois V, # () e x € U para todo
x€XeUEe€V,. Assim BL1) estd satisfeita.

Dado z, se U e V sao elementos de V, entao um estd contido no outro assim a intersecgao estd em
V, e BL2) estd satisfeita.

Finalmente, tome x € X, U € V, ey # x tal que y € U.

Se z é racional entdo BL3) esta trivialmente satisfeita por que U = {z}. Se x ¢é irracional entdo y
serd racional e {y} € V, e BL3) estd satisfeita.

Cada unitario de racional é aberto, assim o conjunto dos racionais é aberto e o subconjunto Y dos
irracionais é fechado. Claramente, todo aberto no sistema fundamental de vizinhangas abertas contém
um racional, assim X satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade.

Para cadax € Y e U € V,, temos que U NY = {z}. Assim, no subespaco Y todo unitdrio é aberto
Assim, Y é um subespaco discreto nao enumerdvel. Portanto o tnico subconjunto denso de Y é Y,
Assim, Y nao satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade.

Este tipo de topologia, com outra notacao é chamado de W-espago, espaco de Moore-Mréwka ou
espaco de Mréwka.

Exemplo 8.14. O plano de Niemytzky também é um espago com conjunto enumeravel denso (o conjunto
dos pares de racionais dentro do semiplano superior) em que o eixo das abscissas é fechado e discreto
nao enumeravel.

Exemplo 8.15. Note que satisfazer o terceiro axioma da enumerabilidade nao é uma propriedade
hereditaria para fechados, mas é uma propriedade hereditaria para abertos.

Ser metrizavel é uma propriedade hereditéria pelo que vimos nesta seccao. Veremos eventualmente
que ser ordenavel nao é uma propriedade hereditaria.

8.3 Imersao e ordem linear. Cortes de Dedekind.

Dado um conjunto linearmente ordenado X. Sobre um subconjunto Y de X podemos considerar
duas topologias: a topologia da ordem restrita a Y e a topologia de subespaco de X com a topologia da
ordem de X.

Definicao 8.16. Dizemos que Y é espago topoldgico subordenado se existe um espago ordenado X em
que Y é subespago topoldgico.

Proposicao 8.17. Dado Y C X e X um espago ordenado, a topologa de subespaco de Y é mais fina
que a topologia de Y com a ordem restrita a Y.

Demonstragdo. Os elementos da subbase do espago ordenado YV sdo {z €Y : 2z <yt ={ze€ X : 2 <
yINYe{ze€Y;z>y}t={z€ X;z>y}NY que sdo abertos na topologia de subespago de Y. O
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Exemplo 8.18. Seja X = [0,1[U{2}. A topologia de X como espaco ordenado é homeomorfa ao
intervalo [0, 1] e em particular 2 é ponto de acumulacao de [0,1][. O conjunto X como subespago de R
tem {2} como ponto isolado.

ordem e subespaco.jpg

Figura 8.1: O subespago de um espago ordenado nao precisa ser igual ao espago gerado pela sub-ordem.

Exemplo 8.19. Considere X = R com a ordem linear usual e {0,1} com a ordem usual dos naturais.
Defina (r,i) <2 (s,j) se (r < s) ou (r =sei < j). Entdo <2 é uma ordem linear sobre X e a topologia
de subespago sobre Y = R x {1} é homeomorfa a topologia de Sorgenfrey.

Os elementos da subbase de Y como subespago de X sao {(r,7) € X : (r,j) < (5,0)} NY, {(r,j) €
X:(mj)<(sInY, {(rj)eX: (r,j))>60nYe{(rj)eX: (rnj>(1)}nY.

Agora, {(r,j) € X : (r,7) < (5,00} NY =] — 00, s[x{1} (como 0 é minimo na segunda coordenada
todos os menores elementos com segunda coordenada 1 tem primeira coordenada menor que s).

{(r,j) € X : (r,7) < (s,1)} NY =] — 00, s[x{1} (todos os elementos de Y tem segunda coordenada
1 assim, a primeira coordenada tem que ser menor que s).

{(r,j) e X : (r,7) > (5,00} NY = [s,+00[x{1} (0 tnico elemento com primeira coordenada s maior
que (s,0) é (s,1), os outros elementos maiores que (s,0) tem primeira coordenada maior que s).
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{(r,j) € X : (r,4) > (s, 1)} NY =]s, +oo[x {1} (todos os elementos de ¥ tem segunda coordenada 1
assim, os elementos de Y maiores que (s, 1) tem primeira coordenada maior que s).

Todos os intervalos da subbase da cépia da topologia de Sorgenfrey aparecem acima. Assim, a
topologia de subespago é mais fina que a da topologia de Sorgenfrey.

Apenas o quarto tipo de intervalo ndo aparece na subbase da cépia da topologia de Sorgenfrey, mas é
um aberto na topologia de Sorgenfrey, pois |s, +00[x {1} = U, cn ns0 [s+1,+o0[x{1}. Assim a topologia
de Sorgenfrey é mais fina que a topologia de subespago.

Assim, a topologia de subespaco de Y é homeomorfa a topologia de Sorgenfrey.

A topologia da ordem sobre R x {1} é homeomorfa a topologia usual da reta. De fato, (r,1) <5 (s,1)
se e somente se r < S.

Note que no exemplo acima, para todo r real, nao existe (s,7) € X tal que (r,0) <2 (s,7) <2 (r,1).

Defini¢ao 8.20. Dizemos que (X, <) é denso em si mesmo se para todo z < y em X existe z € X tal
que z <y < z.

O conjunto dos reais, o conjunto dos irracionais e o conjunto dos racionais sdo conjuntos densos em
si mesmo.

Teorema 8.21. Seja X um espago ordenado, onde sua ordem linear é densa em si mesmo. Seja Y um
subconjunto denso de X. Entao a topologia de Y como subespago de X coincide com a topologia da
ordem sobre Y.

Demonstracdo. Ja vimos que a topologia de subespago sobre Y é mais fina que a topologia da ordem
sobre Y.

Vamos mostrar entao que os elementos da subbase do subespaco sao abertos na topologia da ordem.
Os abertos da subbase da topologia de subespago sdo {y € X : y<z}NYe{ye X:y>z}NY.

Afirmamos que {y € X : y <z} =U,_,.cy{y € X : y < z}. De fato, como a ordem ¢ linear,
temos que O estd satisfeita. Para mostrar C, tome y < x. Como X é densa em si mesma, segue que
Jy, z[ é um intervalo nao vazio. Como Y é denso em X, segue que existe z €ly, z[NY. Assim, y < z < z
ey €U, cp.ev{ve X y<zh

De forma andloga, temos que {y € X : y >z} = Uz>m7zey{y eX:y>z}

Portanto {y € X : y <z} NY = (U.,.eyly € Xty <2P)NY = U, ,.ev({y € X 1y <
2}NY) =U.cp.ey({y € Y : y < 2}). A dltima reunido ¢ um aberto na topologia da ordem de Y.
Analogamente, podemos concluir que {y € X : y > 2} NY é aberto na topologia da ordem de Y. Assim,
a topologia da ordem em Y é mais fina que a topologia de subespaco de X. O

Um subespago denso ser denso em si mesmo nao garante que o espago seja denso em si mesmo.

Exemplo 8.22. O conjunto linearmente ordenado X = [0,e] U [r, 4] ndo é denso em si mesmo, mas
como e e T sao irracionais, temos que X N Q é denso em si mesmo.

O completamento de Q usando cortes de Dedekind pode ser feito para todo conjunto linear Y denso
em si mesmo sem ponto maximo ou minimo. A ordem obtida também é densa em si mesma, sem maximo
ou minimo. A topologia de Y como subespaco coincidird com a topologia original de Y dada pela ordem.

Exercicio 8.23. Seja Y um espago linear denso em si mesmo sem méximo ou minimo. Um corte para
Y é um conjunto A C Y tal que

NVACY, A#£De A#£Y.

2)sex<yey€ Aentdo x € A.

3) A nao tem méximo, ou seja para todo = € A, existe y € A tal que x < y.

Seja X o conjunto dos cortes de Dedekind de Y.

Mostre que os cortes estao linearmente ordenados por C, que y pode ser identificado com o corte
{r €Y : z <y}, que X é denso em si mesmo e que para todo C C X néo vazio, | JC =Y ou |JC é um
corte e neste segundo caso | JC é o supremo de C na ordem do C.



Capitulo 9

Espacos regulares. Produto finito.
Pseudométricas continuas.

9.1 Separando pontos e fechados. Regularidade.

Uma outra pergunta natural seria, podemos recuperar a topologia de X apenas usando os pontos de
um subconjunto denso Y'?

Como vimos anteriormenteg podemos sempre recuperar U para U aberto usando um denso, pois
U =UnNY. Além disso U C U, portanto U é uma Vizinahn(;a de z. A questao aqui é se o fecho nao
torna os conjuntos com interior muito grande, ou seja {U : U vizinhanca aberta de x} é uma base local
para z?

Para isto, é necessario que para toda vizinhanca V de z, existe U vizinhanca aberta de x tal que

U C V. Para termos isto iremos definir regularidade.

Definigao 9.1. Um espago X é regular se para todo ponto x € X e todo aberto U contendo z, existe
V aberto contendo x tal que V C U.

Vamos ver algumas condicoes equivalentes a regularidade.

Lema 9.2. Seja X um espaco topoldgico. Seja C uma sub-base de fechados, B uma sub-base de abertos
e {V; : € X} um sistema fundamental de vizinhangas de X. S&o equivalentes:

1) X é regular

2) para todo = € X e todo F' fechado tal que = ¢ F entdo existem W e V abertos disjuntos tais que
zeVeFCW.

3) se C é uma subbase de fechados e x ¢ F com F € C entdo existe U aberto contendo z tal que
UNF =0.

4) se C é uma subbase de fechados e x ¢ F com F € C entdo existe W aberto tal que FF C W e
5) se B é uma subbase de abertos, e z € U com U € B entdo existe V aberto tal que z € V C VvV CU;
6) para todo z € X e todo W € V, existe U € V, tal que U C W.

Demonstragdo. 1) — 2). Seja x € X e F um fechado tal que x ¢ F entdo X \ F' é um aberto contendo
x. Pela regularidade de X segue que existe V aberto tal que x € V.CV C X \ F. Tome W = X \ V.
Entdo temos 2 €V, FC X\ V=WeVNW=VN(X\V)CVNX\V)=0.

2) = 3). Sejax ¢ F com F € C. Entao existem abertos U e V disjuntos taisque z € U e FF C V.
Assim U Cx\ V, pois U C X\ V e X\ V é fechado. Assim, ) =U NV D UNF. Portanto U N F = (.

3) — 4). Temos que que UNF = ) se e somente se F C X\U = (X\U). Entdo W = (X\U) C X\U.
Portanto WNU =0 ex ¢ W.

4) — 5). Tome 2 € U com U € B. Entéo x ¢ X \ U. Como C é uma subbase, existem C1,...Cy € C
talquex ¢ C1U...UCL e C1U...UC, 2 X \U. Para cada C;, existe W; aberto tal que C; C W;
ex ¢ W;. Tome W = Wi U...UW,. Entdioz ¢ W = Wy U...UW,. Seja V. = X \ W. Entao
reV=X\W=Int(X\W)CX\WCX\(CiU...UCy) CU.
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Regularidade
X

Uc X\W = X\W

X

X \V Fechado

Figura 9.1: Espacos regulares.

5) — 6). Seja W € V,. Como W é vizinhanca de = e B é subbase de abertos, existe B/ C B finito
tal que x € (B’ C W. Para cada O € B’ existe V aberto contendo x tal que Vo C O. Seja U € V, tal
que U € Npep Vo. Entao UC Noer Vo C ﬂoeB/V_O CNB Cw.

6) — 1). Seja x € U com U aberto. Como V, é sistema fundamental de vizinhangas de z existe
V €V, tal que V C U. Por hipétese, existe O € V, tal que O C V. Tome W =O. Entdoz € W C O C
O CV CU. Como x é arbitrario, temos que X é regular. O

A dltima condicdo é as vezes referida como ‘X é regular em z’.
Definigao 9.3. Dizemos que U é um aberto regular se U = U.

Definigao 9.4. Dizemos que F' é um fechado regular se F=F.

Proposicao 9.5. Um conjunto F é fechado regular se e somente se X \ F' é um aberto regular. Um
espago possui uma base de fechados regulares se e somente possui uma base de abertos regulares.

Demonstracdo. As relagoes valem das relagoes de complementacoes de fechos e interior. O
Teorema 9.6. Um espago regular X possui uma base de abertos regulares.
Demonstragdo. Seja x um ponto e U um aberto contendo z. Entao existe um aberto V tal que z € V C

U. Entdo V é um aberto regular tal que x € V C U (pois V = V). Assim os abertos regulares formam
uma base. O

Corolério 9.7. Seja X um espaco regular e D é um subconjunto denso de X. Entdao {A: ) # A C D}
é uma base de abertos para X.

Demonstracdo. Vimos que os abertos regulares formam uma base. Agora para cada aberto regular U,
temos que UND=U=UeUNDC D. 0O

Definigao 9.8. Um espago regular e T} é chamado de espago T3.
Lema 9.9. Um espago 13 é Tb.
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& ) Fecho da intersec¢éos dos
\—  _  dois abertos da sub-base
contido em

o

Figura 9.2:
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Demonstracdo. Se um espaco é T7 entao os pontos sao fechados. Assim, num espago T3, existe um aberto
que separa o ponto do unitdrio do outro ponto por abertos disjuntos. Assim o espaco satisfaz T5. O]

Vamos ver um exemplo de espago Hausdorff que nao é regular.

Exemplo 9.10. Seja X o conjunto dos reais e S = {% : n € Nyn > 0}. Para cada = 0 seja
Vo ={]-2,\S: neNn>0} Paracadaz # OsejaV, = {Jla — 2,2+ L[ n € Nn > 0}.

Temos um sistema fundamental de vizinhancas para uma topologia mais fina do que a da topologia de
R. Claramente esta topologia é Hausdorff e o conjunto dos racionais formam um conjunto denso. O
fecho de S na topologia usual é conjunto S U {0}, mas na topologia mais fina, 0 ¢ FX. Assim, S é
fechado em X. Dado W um aberto contendo S, para cada n € N, n > 0 existe um irracional &, tal que

& e % distam menos que % Assim, &, converge para 0 em R, mas também convergem para 0 em X.

Assim, 0 € WX. Logo, X nao é regular.

Vamos mostrar que na verdade X nao possui uma base de abertos regulares no 0. Seja n € N com
n > 0. O fecho do conjunto ] — 2, L[\S ¢ [-1 1] e o interior de [-1,1] 6 ] — 1 L[ Logo, nenhum
aberto regular contendo 0 estd contido em X \ S.

Proposicao 9.11. Regularidade é uma propriedade hereditaria.

Demonstragio. Seja Y C X com X regular. Se x ¢ F em Y com F fechado em Y entdo x ¢ F*. Pela
regularidade de X existem U e V abertos em X tal que x € U, 7 CVeUNV =0 EntaioUNY ¢

VﬁYsfioabertosdeYtalquexGUﬂYF:FXﬁYgVﬁYe(UﬂY)ﬂ(VﬂY)z@
O

9.2 Produto topolégico finito.

Num produto de dois espagos topoldgicos, o mais natural como um aberto no produto de ambos é
pensar num retangulo com base um aberto do primeiro espaco e altura um aberto do segundo espago.
Nao podemos esperar que todos os abertos sejam retangulos. Nao existe métrica para pensarmos em
definir ‘discos’.

Defini¢gao 9.12. Dado uma familia finita de espagos topoldgicos {(X1,71),..., (Xn,Tn)}, & topologia
produto sobre []!" ; X, é a topologia gerada pela base {[[_,U; : U; € 7;,Vi € {1,...,n}}. Abertos
deste tipo sao chamados de abertos béasicos da topologia produto.

Note que o conjunto acima satisfaz as propriedades para ser base de uma topologia, pois, (H?=1 Uu)n

(L=, Vi) = [T, (U N V).

Lema 9.13. Fixe uma familia finita de espagos topolégicos {(X1,71), ..., (Xn, Tn)}-

1) se B; paracadai € {1,...,n} é uma base de abertos entdo B = {[[\_, U; : U; € B;,Vi € {1,...,n}}
é uma base para a topologia produto. Em particular S = U;.lzl{Uj X H#j X; : U; € B;} é uma subbase
de abertos.

2) Seja x; € X; e V,, um sistema fundamental de vizinhangas de x; para cada i € {1,...n}. Entéo
{IT-, Ui : U; € V,, e1 <i<n} éum sistema fundamental de vizinhangas de (z; : 1 <i < n).

Demonstragdo. 1) Seja (z; : 1 <4 < n) um ponto de []"_, X,, e W um aberto arbitrario de []"_; X,,.
Pela definigdo de topologia produto, existem U; € 7; para todo i € {1,...,n} tal que (z;: 1 <i<n) €
HZL:1 U; CW. Como B; é base para X;, existe V; € B; tal que z; € V; C U; para cada 1 < i < n. Entao
(;:1<i<n)e[[i, Vi CII,U; CW. Assim, B ¢é uma base.

Para ver que S é uma sub-base, basta aplicar ﬂ?zl(Uj X [l Xi) = [T, Us.

2) A demonstragao é similar a de 1). O

Corolario 9.14. O produto finito de espagos que satisfazem o primeiro axioma de enumerabilidade
satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

O produto finito de espagos que satisfazem o segundo axioma de enumerabilidade satisfaz o segundo
axioma de enumerabilidade.
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produto de dois espacos.jpg

Figura 9.3: Um aberto bésico de um produto de dois espa cos.

Lema 9.15. Fixe uma familia finita de espagos topoldgicos {(X1,71),...,(Xn,Tn)} € bases de fechados
Cide X; para 1l <i<n.

Temos que []}_, C; é fechado se C; é fechado em X; para todo 1 <i < n e a familia F = U?=1{Fj X
Hi# X, : Fj € Cj} é uma sub-base de fechados para a topologia produto.

Demonstracdo. Note que [ Xi \ (Cj x [[,; Xi) = (X; \ Cj) x [[,; Xi e o conjunto & direita é um
aberto. Portanto, Cj x [[,,; X; é um fechado. Como [];_, C; = Nj_,(C; x [],,; Xi) e a interseccio
de fechados é fechada temos que [[!_; C; é um fechado. Basta notar que {[]"_; X;\ F : F € F} é uma
sub-base de abertos usando as sub-bases de abertos {X; \ F : F € C;}, pois C; é uma base de fechados
de X;. Logo F é um é uma sub-base de fechados. O

Proposigao 9.16. Se A; C X;, para todo 1 <14 <mn, entdo [[_, A; =[]/, 4.

Demonstragao. Seja x; € X; e V,, um sistema fundamental de vizinhangas de x; para cadai € {1,...n}.
Entéo (z;: 1 <i<n) e[, A seesomentese [[, U;N[ ;A #0paracadalU; € V;; e 1 <i<n
(usando o fato que {[]",U; : U; € V,, el < i < n} é um sistema fundamental de vizinhancas de
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(z; : 1 <1 <n) sesomente se [["_,(U;NA;) # 0 se e somente se U; N A; # 0 paracadal <i<nsee
somente se e somente se x; € 4; para 1 <14 < n se e somente se (z; : 1 <i<n)e [, 4. O

Corolario 9.17. Se D; é denso em X; para 1 < i < n entao [[;_, D; ¢ denso em [[]_, X;. O
produto finito de espagos que satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade satisfaz o terceiro axioma
da enumerabilidade.

Proposicao 9.18. Dada uma f; : X; — Y; fungoes continuas, a fungao f = H?Zl fi: H?zl X; —
[T, Y; dada por (z; : 1 <i<mn)w— (fi(z;): 1 <i<n)éuma fungao continua.

Demonstragdo. Seja [}, U; um aberto basico de [[_, ¥;. Temos que f~Y[[[i, Ui] = [1ie, £ '[Ui]
que é um aberto bésico de []}_; X;. Assim f é uma fun¢ao continua. O

Deixaremos para provar alguns resultados de produtos para quando definirmos a topologia produto
para um produto arbitrario de espagos topoldgicos.

A seguir iremos falar de pseudométricas continuas e de grupos topolégicos cuja defini¢oes dependem
do produto no quadrado. O objetivo aqui é usar essas nogoes como exemplos que utilizam a continuidade
no quadrado e por isso nao faremos comentarios sobre os diversos exemplos de grupos topoldgicos
existentes. Todo grupo é um grupo topolégico munido com a topologia discreta.

9.3 Pseudométricas continuas.

9.3.1 Relacionando funcgoes com pseudométricas,

Definicao 9.19. Dizemos que p é uma pseudométrica em X se p: X x X — R é tal que
1) p(z,z) =0 e p(x,y) > 0 para todo z,y € X. (p(z,y) pode ser 0 com = # y).
2) p(z,y) = p(y,x), para todo =,y € X
3) p(x, z) < p(z,y) + p(y, z), para todo z,y,z € X.

Ou seja, a unica diferenca entre métricas e pseudométricas é que a distancia de dois pontos numa
pseudométrica pode ser 0. A nogao de pseudométrica acaba sendo 1util para falar sobre espacos comple-
tamente regulares que veremos futuramente.

Definicao 9.20. Dada uma pseudométrica p, a topologia gerada por p é dada pela base de bolas abertas
{B,(x,e): x € X e e >0}.

Para mostrar que a intersegao de duas bolas é reuniao de bolas, basta usar a desigualdade triangular
como no caso da métrica. Note que se a distancia de dois pontos é 0 entao as bolas de mesmo raio
centradas nelas sao iguais.

Definicao 9.21. Dado uma pseudométrica p: X x X — R e X um espago topolédgico, dizemos que p
é uma pseudométrica continua em X se p é continua com X x X tem a topologia produto e R tem a
topologia usual da reta.

Proposigao 9.22. Seja p uma pseudométrica sobre X e considere 7 um espago topologico cuja topologia
¢ mais fina do que a topologia 7, gerado por uma pseudométrica.

Entao p: X x X — R é uma fungao continua, onde X x X é munido com a topologia produto, onde
X estd com a topologia 7.

Demonstragdo. Seja (r,y) € X x X e tome um € > 0. Seja d < §. Entdo, dado (a,b) € B,(x,0)x B,(y, 0
temos p(a7 b) —p(a:, y) < p(av CC)—F,O(Z', y)+p(ya b) —p(x, y) = p(aa JJ) +p(y7 b) € p(xv y) _p(a7 b) < p(a:, a)
pla,b) +p(b,y) — pla, b) = p(z,a) + p(b,y) = p(a,x) + p(y,b). Assim [p(a,b) — p(z,y)| < p(a, ) + p(y,
e p[By(z,0) x B,(y,0)] Clp(z,y) — €, p(z,y) + €[. Logo p é continua.

~—

oS +

Proposigao 9.23. Seja X um espago topoldgico e p é uma pseudométrica continua em X. Entao as
bolas abertas de p sao abertas em X. Assim, a topologia gerada por p é menos fina do que a topologia
de X.
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Demonstragdo. Seja e >0 e x € X. Tome y € B,(z,€). Seja d = %.

Como p é continua em (z,y) existe um aberto U x V contendo (x,y) tal que p[U x V] Clp(z,y) —
d, p(x,y)+0[. Em particular, para z € V temos que (z, z) € Ux V. Logo, p(z, z) €]p(z,y)—9, p(x, y)+7].
Portanto [p(z, 2) — p(z,y)| < 4. Com isto p(z,2) = |p(z,2) — p(x,y) + p(z,y)| < [p(z,2) — plz,y)| +
lp(x,y)| <6+ p(z,y) <eeV C By(x,e). Como y € B,(x,€) é arbitrdrio e y € V C B,(x,€), segue que
B,(z,€) é aberto em X. O

Proposicao 9.24. Seja f : X — R uma funcdo. Entdo py : X x X — R, dada por ps(z,y) =
|f(z) — f(y)| é uma pseudométrica. Se f é continua entdo a topologia gerada por py é menos fina do
que a topologia de X e py é uma pseudométrica continua em X.

Demonstra¢do. Primeiro, vamos verificar que p é uma pseudométrica. De fato, ps(z,z) = |f(z)— f(z)] =
0. ps(z,y) = |f(z) — f(y)| = |f(y) — f(z)] = ps(y,x) > 0. Assim, as condicbes 1) e 2) estao satisfeitas.
Finalmente, p;(z, 2) = |/(2) ~ f(2)] < /() ~ F(5) +|F(5) ~ F(2)] = pys (2,9) + sy, 2), assim a condigio
3) de pseudométrica estd satisfeita.

Suponha que X é um espaco topoldgico e f é continua. J& vimos em produtos finitos que f x f :
XxX — RxR (tal que (z,y) — (f(x), f(y)) é continua. A fungdo h : RxR — R dada por (a,b) — |a—Db|
é continua. Assim a composta ho (f x f) = py é uma funcéo continua. Foi visto acima que, como py é
continua em X, a topologia gerada por py ¢ menos fina do que a topologia de X. O]



Capitulo 10

Topologias geradas por
pseudomeétricas. Grupos topologicos.

10.1 Topologia geradas por pseudométricas.

Definicao 10.1. Dada uma familia de pseudométricas R sobre o conjunto X dizemos que a topologia
gerada pelas pseudométricas em R é a topologia gerada pela sub-base de abertos {B,(z,¢) : z € X,p €
R ee>0}.

Proposigao 10.2. A topologia gerada pelas pseudométricas {p1, p2} coincide com a topologia gerada
pela pseudométrica p = p1 + p2

Demonstracao. Primeiro, note que p é uma pseudométrica usando o fato que ela é a soma de duas
pseudométricas.

(¢). Fixe um ponto = e € > 0. Entéo B,(x,€) C B, (z,€) N B,,(x,€). De fato, se z € B,(z,€) entao
p(x,2) = p1(x, 2) + pa(x, 2) < e. Assim, p1(x,2) < €e pa(z,2) <e.

Vamos mostrar que B, (z,€) é p-aberta. De fato, se y € B, (z,¢€), existe 6 > 0 tal que B,, (y,d) C
B,, (x,€). Logo, y € B,(y,0) C B,,(y,0) € By, (x,€). Assim, B, (z,€) é p-aberto. Analogamente, temos
que B,,(x,€) é p-aberto. .

(—). Por outro lado, se z € By, (z,€) N B,,(x,€) entdo p(z, z) = p1(z, z) + p2(z,z) < 2e. Portanto
B, (z,e) N By, (x,€) € By(x,2¢). Assim, dado y € B,(z,€) existe 6 > 0 tal que B,(y,26) C B,(z,¢).
Entao y € B,, (y,0) N B,,(y,0) € B,y(y,26) C By(x,€). Assim, B,(z,€) é aberta na topologia gerada por
{p1,p2}, O

Corolario 10.3. Dada uma familia de pseudométricas R, existe uma familia de pseudométricas R* que
gera a mesma topologia que R e tal que {B,(z,€): z € X,p € R* e € > 0} é uma base para a topologia.

Demonstragao. Seja R* ={p1+ ...+ pn: p1,...,pn € R}. Entéo as topologia geradas por ambas sao
as mesmas e para cada ponto x € X e uma intersecgao finita de elementos de {B,(z,¢) : ©z € X,p €
R e € > 0} que contém z utiliza uma quantidade finita de pseudométricas. A pseudométrica p que é a
soma, dessas pseudométricas estd em R* e ha uma p-bola centrada em x contida na intersecgao. O

10.1.1 ‘Esta pseudométrica rende até N vezes mais.’

Vimos que duas (e assim finitas) pseudométricas geram a mesma topologia de alguma pseudométrica.
Vamos ver agora que isso pode ser melhorado para uma quantidade enumerével.

Lema 10.4. Dada uma pseudométrica p existe uma pseudométrica p* limitada por 1 tal que a topologia
gerada por ambas é a mesma. Se r é um real positivo entao a topologia gerada por rp coincide com a
topologia gerada por p.

Demonstrag¢io. Dada uma pseudométrica p, tome p*(x,y) = min{p(x,y),1}. Fica a cargo do leitor
notar que p* é uma pseudométrica. Note também que B,(x,€) = B, (z,€) paracadaz € X e 0 < e < 1.
Assim as topologias geradas pelos sistemas fundamentais de vizinhangas geram a mesma topologia, pois
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a topologia geradas pelas bolas abertas coincide com a topologia gerada pelas bolas de raio menor que
1.

No segundo caso, fica a cargo do leitor notar que rp é uma métrica. Temos que rp(x,y) < € se e
somente se p(x,y) < . Portanto, B,(z, %) = B,,(r,€). Segue entdo que as topologias geradas pelas

bolas abertas de cada métrica serao as mesmas. O

Proposigao 10.5. Seja X um espago topolégico. Dada uma familia R = {p, : n € N} de pseu-
dométricas continuas limitadas por 1 entao p = 3, _ 5847 : X x X — R é uma pseudométrica continua.
Em particular, a topologia gerada por R coincide com a topologia gerada por p.

Demonstragdo. Vamos assumir que todas as topologias em R sdo continuas em X. Como p(x,y) < 1

para todo (z,y) € X x X, entao p(z,y) = >, cn pg,,(i’f’) < 3 e 5 = 1. Sob estas condigdes, a fungao

p é continua (iremos fazer a prova deste resultado em separado no final da secgao).

O

Teorema 10.6. Dada uma topologia sobre X gerada por uma familia enumeravel de pseudométricas,
existe uma pseudométrica que gera a topologia de X.

Demonstracdo. Podemos tomar entao uma familia R enuméravel de pseudométricas limitadas por 1 que
geram a topologia de X. As pseudométricas em R sao continuas, pois a topologia gerada por R é menos
fina que a topologia de X. Enumerando R = {p,, : n € N} podemos definir uma pseudométrica p que é
continua na topologia de X. Assim a topologia de p é menos fina que a topologia de X.

Fixe n € N. Entdao p,(z,y) < 2""1p(z,y) para cada (z,y) € X x X.

Assim, temos que B, (x, 5ir€) = Bani1,(z,€) € B, (z,€). Logo, a topologia gerada por p ¢ mais
fina que a topologia gerada por R.

Como R gera a topologia de X, concluimos que a topologia gerada por p é mais fina que a topologia
de X. Assim p gera a topologia de X. O

Na proposicao acima, aplicaremos para o espaco X x X, a, = ﬁ e fn = 584 forn € N.

Lema 10.7. Seja (a, : n € N) uma sequéncia de reais positivos tal que > a, =1 esejam f, : X —
[0, a,] continuas para todo n (topologia usual do intervalo em [0, 1]).

Entao f =), oy fn é continua.

neN

Demonstracdo. Seja x € X e € > 0. Tome N € N positivo tal que ), <y an < 7+ Para cada i < N, seja
U; uma vizinhanga de x tal que fi[Us] C]fi(w) — 5%, fi(z) + 55| Tome U = ﬂogi<N U;. Se y € U entao

para cada i < N temos quesey € U C U; — |fi(y) — fi(x)| < 55 . Assim, |Zfi61 fi(y)fziligl filz)] <
Sisy! 5 = & Logo [f(2) = f)l < |5 fily) = S5 @) + | Son )] + | o file)] <

5 ) p . L ~ p .
5+ ZnZN an + anN an < €. Logo f é continua em x. Como x é arbitrario, a funcao f é continua. [J

10.2 Distancia de ponto a fechado em espacos pseudométricos.

10.2.1 Distancia de um ponto a um subconjunto.

Definicao 10.8. Dada uma pseudométrica p e A um subconjunto nao vazio de X podemos definir a
fungao: p(z, A) = inf{p(z,a) : a € A}.

Lema 10.9. Seja X um espaco topolégico com a topologia 7 e p uma pseudométrica continua em X.
Seja 7, a topologia gerada por p. A funcao f(z) = p(z, A) é uma continua em X. Temos que f(z) =0

f(@)

= G é continua, g(z) € [0,1], g(y) =1e

se e somente se z € A*. Dado y ¢ A", a funcao g(x)
g[A”] € {0}.

Demonstrag¢ao. Dado a € A, p(x, A) < p(x,a) < p(z,y) + p(y,a). Portanto p(x, A) — p(x,y) < p(y,a)
para cada a € A. Logo p(z,A) — p(z,y) < p(y,A). Assim, p(z,A) < p(z,y) + p(y, A). Similarmente,
podemos concluir que p(y, A) < p(y, z) +p(x, A) = p(x,y)+ p(z, A). Portanto temos que |f(z) — f(y)| =
lp(x, A)—p(y, A)| < p(z,y). Assim, fixado €, se y € By(x,€) = p(x,y) <e— |f(x)—f(y)| <e— fy) €
1f(z) — €, f(x) + €]. Assim, f é continua em z. Como x é arbitrario, segue que f é continua em X.

Temos que f(x) = 0 se e somente se p(z,A) = 0 se e somente se B,(z,€) N A # () se e somente se
red’.
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Dado y ¢ A" temos que f (y) # 0. A fungdo no denominador de g ndo se anula, e tanto a
funcao no numerador quanto no numerador sao continuas, portanto g é continua. Como g é uma
fragdo de ntimeros nao negativos, temos que g(x) > 0. Vimos acima que f(z) < p(z,y) + f(y), assim

f@) o opley) i) g

9() = s trwm S sEwtre) = -

Para y temos g(y) = 7/)(%5?“” = % =1.

Se x € A" entdao f(z) = 0. Logo g(z) =

0 _
ple,y)+Fy) — 0. -

10.2.2 Funcgoes continuas geradas por pseudométricas continuas.

Teorema 10.10. Seja R uma familia de pseudométricas em X e 7 a topologia gerada por estas pseu-
dométricas. Ent@o para todo z € X e todo F' 7-fechado tal que x ¢ F existe uma fungdo g : X — R
7-continua tal que g(z) =1 e g[F] C {0}.

Demonstracdo. Podemos assumir sem perda de generalizada que as somas finitas de pseudométricas em
R estao em R. Assim o conjunto das p-bolas abertas com p in R formam uma base. Sejam z e F
como no enunciado. Temos que X \ F' é um aberto contendo x. Assim existe p € R e € > 0 tal que
x € By(z,e) CX\ F.

Seja A= X\ B,(x,¢) 2 F. Como 7, é menos fina que 7, segue do teorema que existe g continua tal
que g(x) =1 e g[F] € g[A] = g[A”] C {0}. m

O teorema abaixo é a versao métrica do Teorema de Urysohn que veremos daqui a algumas aulas
(no caso o que une é o enunciado e nao a demonstragao).

Teorema 10.11. Seja X um espago definido por uma pseudométrica. Sejam F e G dois conjunto
fechado e disjuntos de X. Entao existe uma fungdo continua g : X — [0,1] tal que g[G] C {1} e

glF] < {0}.

Demonstracdo. Como X é a topologia gerada pela pseudométrica, temos que F = F» e G = G™.
Assim g(x) = % é uma fungéo continua de X em [0,1] tal que g(z) =0sexz € Feg(z)=1
se x € G. O

10.3 Grupos Topolégicos.

10.3.1 Definicao de grupo topolégico.

Os grupos topoldgicos sao definidos a partir da continuidade das suas operacoes. Como a defini¢dao
serve para grupos Abelianos ou nao-Abelianos, iremos usar a notagao multiplicativa. Quando o grupo é
Abeliano, em alguns casos é utilizado a notagao aditiva.

Definigao 10.12. Um conjunto G com uma operagao bindria - : G x G — G e uma operagao unaria
~1: G = G e um elemento e é um grupo com estas operacdes se:

) (z-y)-z=x-(y-2) para todo z,y, 2z € G (propriedade associativa).

2) x-e=e-x=x para cada x € G.

Nrx-xl=zlz=c

Um grupo é chamado de Abeliano se

4) z -y =1y -z para todo x,y € G (propriedade comutativa).

Definicao 10.13. Seja - a operacao multiplicativa de um grupo, e seu elemento neutro e ~!

inversa. Dizemos que 7 é uma topologia de grupo para G se as fungoes
1) -: GxG— G, com G x G com a topologia produto.
2) 1. G- G
s@o continuas. Neste caso, dizemos que G é um grupo topolégico (munido com a topologia 7).
Dizemos que G é um grupo paratopoldgico se 1) é continua (sem se preocupar com a continuidade
de 2)

a operacao

Exemplo 10.14. O R com a topologia usual e a operagao da soma é um grupo topolégico.
A reta de Sorgenfrey é um grupo paratopolégico que nao é um grupo topoldgico.
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Demonstracdo. O caso de R fica a cargo do leitor.

Fixado (z,y) e € > 0, [z +y, 2+ y + €[ é uma vizinhanca de z +y e [z + §[x[y + §[ é uma vizinhanca
basica de (z,y) tal que [+ §[+[y + §[C [x +y,z +y +¢€[. Portanto + é continua em (z,y). Como (z,y)
é arbitraria, segue que + € continua.

Vamos mostrar que — nao é continua na topologia de Sorgenfrey, note que [0, 1] é uma vizinhanga
aberta de 0 na reta de Sorgenfrey, mas dada uma vizinahnga U de 0, existe § > 0 tal que [0,2.6[C U.
Agora 6 € U e =6 ¢ [0, 1], portanto —U ¢ [0, 1] para toda vizinhanga U de 0. Logo — néo é continua
em 0 ( 0 mesmo argumento serve para qualquer outro ponto). O

Como a translacao é uma operagao continua, o conjunto de todas as vizinhangas de um ponto podem
ser encontradas por translagdo. Assim ao tentar definir uma topologia de grupo usando sistemas de vizi-
nhancas, é razoavel esperar que possamos definir a topologia definindo apenas um sistema fundamental
de vizinhancgas de e e obtendo as vizinhancas dos outros pontos por translagao.

Como o grupo pode nao ser Abeliano, pode haver diferencgas entre translagoes a direita ou a esquerda.

Vamos analisar um pouco a situacao para as vizinhangas de e para um espago topoldgicos G. Dado
uma vizinhanca aberta W de e, como e - e = e, existe O,V abertos contendo e tal que O -V C W.
Tomando a interseccao U = O NV, segue que

HU?:=U-UCW.

Se W é uma vizinhanga aberta de e, a continuidade da inversa implica que existe V vizinhanca aberta
de e tal que

2))VECwW.

Se x € V entao pela translagao continua, segue que existe U vizinhanga de e tal que

3)z-UCV.

Se U é uma vizinhanca de e, pela continuidade das translages, temos que para cada x € X, x - U
é uma vizinhanca de z e z - U - z~' é uma vizinhanca de e. Temos que estes tipos de vizinhancas sao
um sistema de fundamental de vizinhangas de e (isto relaciona as translagoes a direita e & esquerda com
vizinhangas de e). Entéo para todo V, existe U tal que

Hz-U-z71CV.

Lema 10.15. Para todo W vizinhancga aberta de e no grupo topoldgico G existe U vizinhanca aberta
deetalque UCW e U™ =U.

Demonstragcdo. Como W é aberto, temos que W~ é aberto. Como e™! = e, temos que W~ é vizinhanca

aberta de e. Logo U = W N W ™! é vizinhanca aberta de e contida em W. Além disso, x € U se e
somente se x € WNW ! se e somente se 7! € W™ N W se e somente se z7! € U. O

Definigao 10.16. Dizemos que U é uma vizinhanca simétrica de e se U = U~ 1.

Proposigcao 10.17. Grupos topoldgicos T sao T7.
Todo grupo topoldgico é regular.

Demonstracdo. Sejam x,y € G. Como G é Ty, trocando x e y de posigao se necessario, existe W aberto
tal que z € W e y ¢ W. Seja V vizinhanga aberta de e tal que z -V C W. Entéo y ¢ z - V. Temos que
V=1 ¢ uma vizinhanca de e, assim y - V! ¢ vizinhanca de y. Afirmamos que x ¢ y- VL. De fato, se
z €y V! entdo existe z € V"' tal que x = y - z. Assim, y =z -2~ € 2 -V, contradicio. Portanto
existe uma vizinhanca de y que separa x, assim X é T7.

Seja z € G e V um aberto tal que z € V. Seja W uma vizinhanga de e tal que - W C V. Tome U
uma vizinhanca simétrica de e tal que U - U C W. Sejay € - U. Entao y- U Nz - U # (). Entao existe
21,29 € U tais que y - 21 = = - z5. Portanto, segue que 22y = 20-(29) L e U- Ut =U-UCW.
Assim,yexz-Wex-UCzx-W CV. Assim, G é regular em z. Como x é arbitrario, temos que G é
regular.

O

10.3.2 Topologia de grupo gerada pelo sistema de vizinhancas do elemento
neutro.
Teorema 10.18. Seja V. uma familia nao vazia de subconjuntos de G contendo e tais que

GT1) para cada W € V,, existe U € V, tal que U?> C W.
GT?2) para cada W € V, existe V € V, tal que V-1 C W.
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GT3) para cada V € V, e para cada z € V existe U € V, tal que 2 - U C V.

GT4) para cada V € V, e para cada z € X existe U € V. tal que x-U -2~ C V.

GT5) para cada V,W €V, existe U € V. tal que U CV NW.

Entao {V, : ¢ € G}, onde V, = {z-U : U € V,.} é um sistema fundamental de vizinhangas para
uma topologia de grupo.

Além disso, {W, : = € G}, onde W, = {U -z : U € V,} é um sistema fundamental de vizinhangas
para a topologia acima.

Demonstrag¢ao. Primeiro vamos mostrar que temos um sistema fundamental de vizinhangas para uma
topologia. Temos que V, é nao vazio e pela definigao se W € V,, entao existe U € V. talque W =z-U 3>
xz-e=ux. Logo x € W. Assim BL1) estd satisfeita.

Se W1, Wy € V, entédo existem Uy, Us € V. tal que Wy =z - Uy e Wy = z - Us. Por GT5), existe
UeVe.talque U CUNUs. Entdox-U eV, ex-UC (z-Up)N(z-Usy) = Wiy NWs. Assim, BL2) estd
satisfeita.

Sejaxz € G, W € V, ey € W entdo existe V € V, tal que W = z-V. Logo, z~!-yca ™t - W =
x~l.2.V =V. Entdo por GT3), existe U € V, tal que x7!-y-U C V. Portanto x -2~ 1 -y-U Cx- V.
Portanto, y - U C = -V = W. Assim BL3) estd satisfeita, pois y - U € V.

Seja T a topologia gerada pelo sistema fundamental de vizinhangas.

Vamos mostrar que - é continua. Dado z,y € G, tome W € V., eseja V € V. talquez-y-V C W.
Por GT1) existe U € V, tal que U2 C V. Usando GT4) existe O € V. tal que y=>- O -y C U. Assim,
O C y-U-y~t. Temos que (z-O) x (y-U) é uma vizinhanca bésica de (x,y) e z-O-y-U C z-y-U-y~L-y-U =
x-y-U-UCux-y-V CW. Assim, - é continua em (z,y). Como (z,y) € G? é arbitraria, segue que - é
continua.

Vamos mostrar que é continua. Seja xz € G e W € V,. Entdo 7! - W é uma vizinhanca bésica
arbitréria de x='. Existe V € V. talque -V -2~! C W, por GT4). Entao V C =1 W . z. Usando
GT?2), tome U € V, tal que U=* C V. Entdo x-U é vizinhancade z e (z-U) 1 =U"1.27 1 CV.271 C
bV W-z-z7 ! =271 W. Assim, ~! é continua em . Como z é um ponto arbitrario de G, segue que
—1 ¢ continua.

Para terminar, fixe x € G. Vamos mostrar que W, é um sistema fundamental de vizinhancas de x.
Primeiro precisamos checar que W - x é um aberto na topologia para cada W € V,. Dado y € W - z,
temos que y - x~1 € W. Por GT3), existe V € V, tal que y - 271 -V C W. Por GT4), tome U € V, tal
quez-U-z7 ' CV. Assim,y-2~'-2-U -2~ CW. Portanto, y-U-2 ' CWey-UCW- -z Como
y € W - x é arbitrario segue que W - x é um aberto.

Dada um vizinhanca z - W com W € V.. Pela GT4). existe U € V, tal que 2= -U - o C W. Assim,
UCaxz -W-z~! Portanto, U -2 Caz-W-z . a =2 -W. O

-1

Note que GT'4) esta sempre satisfeita para grupos Abelianos.

Exemplo 10.19. Seja G um grupo Abeliano e V, uma familia de subgrupos fechada por intersecgoes
finitas (ou seja, a intersecgdo de um nimero finito de elementos da familia pertence & familia). Entao
V. gera uma topologia de grupo para G.



Capitulo 11

Produtos. Imersao.

11.1 Produtos Infinitos. O Axioma da Escolha. Produto caixa.

Quando tratamos do produto de dois conjuntos, seus elementos sao vistos como pares ordenados.
No caso de um produto finito, sdo vistos como uma n-upla, fixando um bijecao entre a familia finita de
conjuntos e um natural n que servird de indice . Para o produto infinito, isto precisa de uma formulacao
melhor.

Dada uma familia {X; : i € I}, iremos considerar os elementos de []
Uier Xi tal que f(i) € X; para todo i € I.

Em geral, a primeira reagdo ao trabalhar com um produto infinito é tomar um elementos. Ao tomar
um elemento, ji estamos aplicando o Axioma da Escolha (j& utilizamos o Axioma da Escolha diversas
vezes aqui sem fazer mengao dele).

ser Xi como fungoes f: I —

Definig¢ao 11.1. O Axioma da Escolha é a afirmagao: Para toda familia {X; : ¢ € I} tal que X; # ()
para cada i € I, o conjunto [[,.; X; é ndo vazio.

O Axioma da Escolha é consistente com os outros axiomas usuais da teoria dos conjuntos (resultado
demonstrado por Godel na década de 1940). Falando toscamente, consistente significa que vocé nao
aumenta o risco de mostrar que os axiomas usuais levam a uma contradicdo se assumir o Axioma da
Escolha. Ou seja, se chegarmos a uma contradigao usando os axioma usuais da teoria dos conjuntos
e 0 Axioma da Escolha, entao existe uma contradigao apenas usando os axiomas usuais da teoria dos
conjuntos sem usar o Axioma da Escolha.

Na década de 1960, Cohen provou que a negagdo do Axioma da Escolha também é consistente com
os outros axiomas usuais da teoria dos conjuntos criando uma técnica chamada de forcing. Neste caso,
dizemos que o Axioma da Escolha é independente dos axiomas usuais da teoria dos conjuntos.

Em geral, iremos continuar a usar o Axioma da Escolha sem fazer mencao do uso dele, com excecao
de quando utilizarmos alguma de suas diversas equivaléncias.

11.1.1 ‘Que topologia para o produto de espacos topoldgicos arbitrarios com-
bina melhor com o produto finito?’

Talvez a mais natural de se pensar seja (como foi o caso historicamente) tomar um aberto de cada
coordenada e tomar o produto destes para formar uma base.

Definigao 11.2. Seja {X; : ¢ € I} uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos, onde X; estd munido
com uma topologia 7; para cada i € I. O produto-caixa (‘box-product’ em ingés) é a topologia gerada
pela base {[[;c; Ui : Us € 73}

Exemplo 11.3. O produto caixa de espagos discretos é um espago discreto. Basta notar que se (z; :
i €1)€[l;c; Xi entdo [[;c;{w:} é um aberto cujo tinico elemento é (z; : i € I).

Este produto torna os abertos ‘muito pequenos’ e acabou caindo em desuso com a prova do teorema
de Tychonoff usando o que é chamado agora de produto de Tychonoff.

Note que se tomarmos uma sub-base §; para X; para cada i € I, ;e {U; x [[;, Xi : U € S;}
¢ uma sub-base para uma topologia em [],.; X; menos fina que a topologia caixa. A relacdo pode

67
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ser estrita, pois as intersecgoes finitas podem nao recuperar os abertos basicos do produto caixa. Esta
sub-base vai ser uma base da topologia de Tychonoff.

11.2 Produto de Tychonoff.

11.2.1 Definicao do produto de Tychonoff.

Antes de definirmos o produto de Tychonoff, iremos definir suporte.

Definigao 11.4. Dado [],.; A;, onde ) # A; C X; para cada i € I, dizemos que o suporte de ]
é o conjunto {i € I : A; # X;}. Se este conjunto é finito, diremos que o suporte é finito.

16[

Note que a base de abertos do produto caixa consiste de um produto de abertos de suporte arbitrario.
O produto de Tychonoff limita o suporte utilizado.

Definicao 11.5. Seja {X; : ¢ € I} uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos, onde X; estd munido
com uma topologia 7; para cada i € I. O produto de Tychonoff é a topologia gerada pela base {]]
U; € 7; tal que [[;c; U; tem suporte finito}.

161

Exemplo 11.6. Seja X; com pelo menos dois pontos para cada X; e I infinito. Entdo [[,.; X; com a
topologia de Tychonoff ndo possui pontos isolados.

De fato, seja (z; : i € I) € [[;c; Xi e seja V' é uma vizinhanca arbitraria de (z; : i € I) € [, X
Entdo existe um aberto da base [[;c; U; tal que (z; : i € I) € [[,.;U; € V. Seja J o suporte de
[1icr Ui. Como J é finito e I ¢ infinito, temos '\ J infinito. Entao o conjunto [ ], ;{z;} x [[;cp ; Xi C
[Lic; Ui € V. Assim, V possui infinitos pontos (na verdade uma quantidade nao enumerdvel) e portanto
nenhum ponto de [],.; X; ¢ isolado.

i€l

Proposigao 11.7. Se A; C X;, para todo 1 <i € I, entdo [],.; Ai = [, Ai-

Demonstragao. Seja x; € X; e V,, um sistema fundamental de vizinhangas de z; para cada ¢ € I. Seja

V o sistema fundamental de vizinhangas de (z; : @ € I) definido a partir dos abertos basicos usando V,
—_ T1... X:

Entéo (z;: i € 1) €[], Al X5 6 ¢ somente se U N [T, Ai # 0 para cada U =[], U; € V se

somente se HieI(Ui N A;) # 0 se e somente se W; N A; # () para cada W; € V., e i € I se e somente se e

—X; . . —Xi
somente se x; € A;" ' parai € I se e somente se (v;: i € ) € [[;c; 4 " O

Proposicao 11.8. Se Y; é um subespaco de X; para cada ¢ € I entao a topologia de subespaco de
[I;c; Yi como subespaco de J[,.; X; coincide com a topologia de produto dos subespagos Y;.
Demonstragao. A topologia de subespaco de Y = []
7; tal que [];c; U; tem suporte finito}.

A topologia do produto de subespagos [ [, Y; é dada pela base {]],.;(U;NY;) : U; € 7; tal que [, (UsN
Y;) tem suporte finito} (neste caso se ndo estiver no suporte U; NY; = Y;).

Basta notar que ([[,c; Ui) NY = [[,c;(U; NY;) para concluirmos que as bases sdo iguais e portanto
temos a mesma topologia. O

ser Yi ¢ dada pela base {([[;c;Us) NY : U; €

Obviamente o caso interessante é tomar outros tipos de subespacos.

Teorema 11.9. Seja B; uma base para X; para cada i € I. Entdo {[[;c; Us
B;jVjeJeU; =X, Yiel\J}éuma base para a topologia de Tychonoff de H
Seja S; uma sub-base para X; para cadai € I. Entao ;e {U; x [, Xi : U;j € S;} é uma sub-base
a topologia de Tychonoff de [],.; X
Seja V., um sistema fundamental de vizinhancas de x; em X; para cada i € I. Entao {[[,.; U
3J C I finito ,U; € V,, Vj € JeU; = X; Vi € I\ J} é um swtema fundamental de v1zmhan(;as de
(x;:1€I)em Hlel X, para a topologia de Tychonoff de de []

: 3J C I finito ,U; €

zeI



11.2. PRODUTO DE TYCHONOFF. 69

11.2.2 Convergéncia em produtos.

Definicao 11.10. Dizemos que uma fungdo f: X — Y é aberta se f[U] é aberto em Y, para todo U
aberto de X.

Lema 11.11. Seja f : X — Y e B é uma base de X. Entao f é uma funcao aberta se e somente se
flU] é aberto para todo U € B.

Demonstragao. (—). Basta usar a hipdtese e o fato que elementos da base sdo abertos.

(). Se W é um aberto de X, entdo seja V = {U € B: U C W}. Como B ¢é base, temos que
U{U : U eV} =W. Assim, f[W] = fIlU{U : U € V}] =U{f[U]: U € V}, pois a unido das imagens é
imagem da uniao. O

Proposicao 11.12. Seja m; : [[,o; Xi — X; a projecdo na coordenada j. A projecdo 7; é continua e
aberta, para cada j € I. A topologia inicial de {m; : i € I'} é a topologia de Tychonoff.

Demonstra¢do. Fixe j € I e U; um aberto de X;. Entéo F;l[Uj] = Uj x [L;en ;3 Xi € um aberto na
topologia produto. Assim, 7; é uma funcgao continua.

Seja [ [;c; Us um aberto bésico na topologia produto. Entao 7;[[[,c; U] = U; é aberto em X;. Como
os abertos basicos do produto formam uma base da topologia, segue que 7; ¢ uma funcao aberta.

Vamos agora verificar que a topologia produto coincide com a topologia das projegoes.

Ja vimos que 7; é continua na topologia produto, para cada j € I. Assim, a topologia produto é
mais fina que a topologia geradas pelas projecoes.

Por outro lado, vimos que os abertos basicos U; x Hiel\{j} X; com Uj; aberto em X; e j € I formam
uma subbase da topologia produto e estas sao abertos na topologia gerada pelas projecoes por serem da
forma 7rj_1[Uj]. O

Corolério 11.13. f: Z — [[,.; X; é continua se e somente se 7; o f é continua para cada j € I.

icl

Demonstracao. Segue do fato da topologia produto ser a topologia gerada pelas projegoes. O

Proposicao 11.14. Seja S = ((w;z) : 4 € I) : A € A) uma rede em [],.; X;. Entao S converge para
(x; : i € 1) se e somente se S; = (z; » : A € A) converge para x; para todo i € I.

Demonstra¢do. (—). Se S converge para (z; : © € I), pela continuidade de 7; segue que (m;((x;x) : @ €
I)): Xe A) = (xj»: XA € A) converge para 7;((z; : i € I)) = x;.

Reciprocamente, seja U = [],.; U; um aberto basico da topologia produto contendo (x; : i € I).
Seja J = {i € I: U; # X;} o suporte de [[,.; U; (J é finito por defini¢do de aberto bésico). Para cada
j € J, fixe A\; tal que z;» € U; para cada A > A;. Como A ¢ dirigido e J ¢ finito, existe A* tal que
A" > \j para cada j € J. Assim x;, € Uj, paracada j € J e A > A",

Portanto ((x;,») : ¢ € I) € U para cada A > A*. Como os abertos basicos formam uma base de
abertos, segue que a rede S converge. O

Proposigao 11.15. Seja F um filtro [],.; X; e seja F; o filtro gerado por {m;[F] : F' € F}. Entao F
converge para (x; : ¢ € I) se e somente se F; converge para z; para todo i € I.

Demonstragdo. (—). Suponha que F converge para (x; : ¢ € I). Entdo as vizinhancas de (z; : i € I)
sao elementos de F. Dado j € I e U; uma vizinhanca aberta de x;, temos que W;l[Uj] é vizinhanga
de (z; : i € I). Logo, m; '[U;] € F. Portanto, m;[x; ' [U;]] = U; € F;. Assim, toda vizinhanga de x;
pertence a F;. Portanto, F; converge para x;.

(+). Se F; converge para x; para cada ¢ € I entdo toda vizinhanca U; de x; em X; estd no filtro F;.
Asslim, existe F € F tal que m;[F] C U;. Portanto F' C ; '[U;]. Como F é filtro e F € F, segue que

7, " [U;] € F. Como F é filtro segue que todas as vizinhangas abertas bésicas que contém (x; : i € I)

pertencem a F. Assim, F converge para (x; : i € I). O
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produto topologia inicial.jpg

Figura 11.1: A topologia de Tychonoff é a topologia inicial das projecoes.

11.2.3 Propriedade produtiva.

Definicao 11.16. Dizemos que uma propriedade é produtiva se dada uma propriedade P, se cada espago
numa familia tem P entao o produto de Tychonoff dessa familia tem propriedade P.

Dizemos que a propriedade é finitamente (enumeravelente) produtiva se cada espago da familia tem P
e a familia de espagos é finita (enumerdvel) entao o produto de Tychonoff dessa familia tem a propriedade

P.

Corolario 11.17. O primeiro axioma de enumerabilidade é enumeravelmente produtiva.
O segundo axioma de enumerabilidade é enumeravelmente produtiva.

Demonstracao. Se I é enumeréavel e X; satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade para cada i € T
entao tomando uma base enumeravel B; para cada X;, a base de abertos usando os B;’s é enumerdvel e
portanto [[,.; X; satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade.

Se I é enumeravel e X; satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade para cada i € I entao tomando
uma base enumeravel V,, para um ponto x; de X;, a base local de abertos usando os V,,’s é enumeravel

e portanto [ [,.; X; satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade. O



11.2. PRODUTO DE TYCHONOFF. 71

Proposigao 11.18. Os axiomas de separacao Ty, 11, Hausdorff e regular sdo propriedades produtivas.

Demonstragdo. Dados dois pontos distintos (z; : ¢ € I) e (y; = © € I). existe j € I tal que z; # y;.
Sejam Uj; e V; as testemunhas para Ty, 71 ou Hausdorff para z; e y; em X;. Entéo U = U; x Hie]\{j} X;
eV ="1V;x Hiel\{j} X, sao as testemunhas, pois

Unv =(U;NV;) x Hiel\{j} X,

(x;:ie€l)eVseesosex; €Vje

(yi:iel)eUseesosey; €U,

Vamos agora verificar que a regularidade é produtiva. Seja (z; : 7 € I) e tome W um aberto contendo
este ponto. Existe entdo um aberto basico U de suporte finito J tal que (x; : i € I) € U = [[,.,; U; S W.
Para cada j € J segue da regularidade de X; que existe V; vizinhanca aberta de x; em X; tal que
@ €V; V7 CU;. TomeV = [Lies Vi % [lieny Xi- Entdo (z; : i € I) € V C pllier X _

[Licr Xi X —Xi .
HjeJ Vi x HieI\J X = HjeJVj X HieI\J Xi < HjeJ Uj x HieI\J X; =UCW. Assim, o
produto [[;c; X é regular. O

O préximo exemplo usa um argumento diagonal.

Exemplo 11.19. Seja X; = {a;,b;} com a topologia discreta para cada i € I com I ndo enumerdvel.
Entdo [[;c; X;i ndo satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade (e por isso, também ndo satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade).

Demonstragdo. Suponha que (a; : i € I) € [],c; X; possua uma base local enumerdvel {V,, : n € N}.
Podemos supor que cada V,, é um aberto basico e tome J,, o suporte de V,,. Como J,, é finito, segue que
J =U,en Jn é enumerdvel. Como I é nao enumerdvel, existe k € I'\ J. Entao U = {ar} X [[;cp\ 5y Xi
¢ uma vizinhanca (a; : i € I).

Como V,, e U sao abertos bésico do produto, temos que V,, C U implica que suporte U é um
subconjunto do suporte de V,,. Mas, k ¢ J,, assim, V,, € U e {V,, : n € N} ndo é uma base local,
contradicgao. O

Corolario 11.20. Seja X; um produto de espagos 77 com pelo menos dois pontos para cada i € I com
I nao enumerdvel. Entdo todos os pontos de [];.; X; ndo possuem base local enumeravel.

Demonstragdo. Seja (a; : i € I) € [],c; Xs um ponto arbitrdrio. Para cada i € I fixe um ponto b; €
Xi\{ai}. Entdo (a; : i € I) ndo possui base enumerdvel em [ ], ;{a;, b;}. Claramente, [[,.;{as,b;} é um
subespago de [[,.; X; e portanto, [[,.; X; também nao satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

O

i€l i€l

Fixe z; € X;. Se D; é denso em X; para todo i € I entdo D = {(y; : i € I) € [[,c;Xs: 3T C
I finitoy; € D; Vje Jey, =a; Vi eI\ J} édensoem [[, ., X;. Para ver isto, mas notar que todo
aberto basico interepta D.

Em particular, temos que o produto enumeravel de espagos satisfazendo o terceiro axioma de enume-
rabilidade satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade. Veremos que este resultado pode ser melhorado.

icl

11.2.4 Produto nao enumeravel de espacgos satisfazendo o terceiro axioma
de enumerabilidade.

A prova utiliza funcoes ‘escada’e usar uma base num conjunto de indices para construir um denso
pequeno.

Teorema 11.21. Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery (caso enumerdvel). Seja {X; : i €
2"} uma familia de espagos que satisfazem o terceiro axioma de enumerabilidade. Entao [Licon Xi
satisfaz o terceiro axioma de enumerabilidade.

Demonstracdo. Para cada i € 2V, fixe D; um subconjunto denso enumeravel de X;.

Seja B uma base enumerével de 2 (tomando 2 = {0, 1} com a topologia discreta e 2V com a topologia
de Tychonoff). Seja F a familia de subconjuntos finitos {Bj, ... B,} de B tal que By,... B, sao dois a
dois disjuntos.
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A familia F é enumerével. Seja D o conjunto das fungdes f tal que f tem dominio B’ € Fe f(B) € N
para cada B € B'. Entao f € D := Jgcr NB'. Como cada B’ é finito, logo cada N5’ é enumerdvel.
Como F é enumeravel, segue que D é enumeravel. A f € uma funcdo escada no conjunto de indices.

Para cada f € D, vamos associar um ponto de HieQN X;. Antes, enumere cada D; como {d; , : n € N}
(pode haver repetigao se for um conjunto finito). Defina zy = (zy; : i € 2V) tal que xy; = d; y(p) se
existe algum Be B =dom f talquei € Bexy,;, =diosei ¢ JB.

Vamos provar que D = {z; : f € D} é denso em [],.; X;. De fato, tome [], o U; um aberto bésico
de [];c; Xi- Como o suporte J desse aberto ¢ finito e 2V ¢ um espaco Hausdorff, existe {B; : j € J}
abertos de B dois a dois disjuntos tais que j € B; para cada j € J. Entdao {B; : j € J} € F.
Como D; ¢é denso em Xj, fixe n; € N tal que dj,, € U; para cada j € J. Seja g € D tal que
domg={Bj: jeJ} € Feg(Bj)=n; paracada j € J.

Entdo x4 ; = dj 4B,y = djn, € Uj para cada j € J. Logo x4 € [[;con Ui € DN [[;con Ui # 0. Assim,
D ¢é denso enumerével. O

Teorema de HMP. jpg

Figura 11.2: O teorema de Hewitt Marczewski Pondiczery.
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11.3 ‘Aquecimento antes de imergir’.

Vimos anteriormente como definir um subespago a partir de um espago. Podemos pensar no processo
inverso: dado um espago topoldgico Y, queremos ver Y como um subespago de algum espaco X com
propriedades interessantes. Por exemplo, construir os reais a partir dos racionais. Como no caso da
construcao dos reais, temos uma cépia usando uma fungdo que preserva a ordem e as propriedades das
operagoes dos racionais.

No caso de espacos topoldgicos, isto significa usar fungoes continuas.

Definicao 11.22. Dizemos que f: Y — X é uma imersao continua se f : Y — f[Y] é um homeomor-
fismo, onde f[Y] estd equipada com a topologia de subespago de X.

Podemos comegar com a situagao que temos uma fungao injetora num produto de espacos e usar a
topologia inicial para gerar uma topologia. Neste caso, vamos ter uma imersao.

Exemplo 11.23. Seja Y um subespaco topoldgico de X. A fungdo i : Y — X tal que y — y é uma
imersao continua. E comum identificarmos f[Y] com Y é pensarmos em imersoes como inclusées.

11.4 ‘Kit imersao’.

Podemos também ja ter uma topologia no espago e querer vé-lo como subespaco de um produto de
espagos. Precisamos que a fungao seja injetora e que seja um homeomorfismo com a imagem. Em cada
um desses casos, precisamos impor alguma propriedade a familia de fungoes.

11.4.1 Funcgao diagonal usando uma familia de fungoes.

Mesmo no dia a dia, alguns dados das pessoas sao tabelados (idade, sexo, altura, peso, etc...) e a
partir delas é possivel diferenciar as pessoas mesmo sem ter todos os seus dados. Cada dado pode ser
pensado como uma coluna na tabela e a pessoa é representada pelos dados de uma linha da tabela. Se
duas linhas tem a mesma informagao, os dados que temos nao diferenciam todas as pessoas da lista. Mas
para tomada de algumas decisoes ignoramos a pessoa e comparamos a outra a partir dos seus dados.

Definicao 11.24. Seja X um conjunto e F = {f; : ¢ € I'} uma familia de fungdes tal que f; : X = Y;
para cada i € [ e definir f = AF = Ajerfi: X = [[;c; Vi tal que para cada x € X, f(x) = (fi(z): i€
I).

Para podermos trabalhar com funcgoes continuas de um espago X, o espago precisa ter funcoes
continuas com uma certa abundancia. No caso, a abundancia serd conseguir separar pontos e sepa-
rar pontos de fechados, que serao definidos a seguir. Sem uma métrica conseguimos apenas dizer que
estao ele esta encostado ou nao, o que nos faz remeter a fecho.

Por exemplo, existem espagos regulares X em que as unicas fungoes continuas de X em R sao
constantes (as constantes sdo sempre continuas). Assim, quando tentarmos usar as fungds no produto
de fungbes continuas reais deste espaco, as fungoes continuas enxergam sé um ponto e a diagonal é um
ponto.

11.4.2 Familias que separam pontos.

Se as pessoas estiverem em fila e estiverem bem alinhados nem sabemos quantas pessoas estao nela
dependendo do angulo de visao.

Definicao 11.25. Dizemos que F = {f; : i € I} separa pontos se para cada z,y € X distintos, existe
i € I tal que fi(z) # fi(y).

Teorema 11.26. Se F separa pontos entdo AF é injetora. (isto nao involve topologias.)

Demonstragdo. Se x # y entdo existe j € I tal que f;(z) # fy). Portanto Ay fi(x) # Aicr fi(y) e a
funcao diagonal é injetora. O
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11.4.3 Familias que separam pontos de fechados

Dependendo do angulo de visao uma pessoa pode ficar escondida atras de uma arvore.

Se a pessoa estiver camuflada, ter algum angulo de visao em que ela nao esteja grudada a arvore
ajudaria reconhecer que ela nao faz parte da arvore. No caso, se nao enxergamos distancis, sé conseguimos
saber se estd encostado ou nao, o que nos remete a fechos.

Definicao 11.27. Seja F = {f; : i € I} uma familia de fungoes tais que tal que f; : X — Y;, onde Y;
é um espaco topolégico para cada i € I. Dizemos que F separa pontos de fechados de X se para cada
x € X e todo F fechado com z ¢ F existe i € I tal que f;(z) ¢ fi[F].

Teorema 11.28. Seja F = {f; : ¢ € I} uma familia de fungoes tais que tal que f; : X — Y;, onde Y;
é um espago topoldgico para cada i € I. Se F separa pontos de fechados entdo AF[F] é fechado em
AF[X] para todo subconjunto fechado F de X.

=l Lies Vi -
Demonstrag¢ao. Suponhamos que F' seja fechado em X. Seja y € AF[X] com y € A}‘[F]Hle] . Entao

existe + € X tal que AF(x) = y = (fi(z) : ¢ € I). Vamos mostrar que z € F. Caso contrario,
como F separa pontos de fechados, existe j € I tal que f;(x) ¢ myj Assim y = (fi(z) : i € I) ¢
WY" X ien gy Yo

Como AF[F] C [le; filF] € myj X [Lien gy Yir € o tltimo conjunto é fechado, segue que

SR | — Y, rmllier Vi
AF[F] " C f;[F] x [Licn g Yi Comoy ¢ f;[F] T x [Licn ) Yir segue que y ¢ AF(F] ey

contradigdo. Assim, AF[F] é fechado em AF[X]. O

Teorema 11.29. (Teorema de Imersao). Se F é uma familia de fungoes continuas que separa pontos e
separa pontos de fechados, entdo AF é uma imersao.

Demonstrag¢io. Temos que AF é uma funcdo injetora e continua. Entdo AF : X — AF[X] é uma
bijegdo continua que leva fechados a fechados. Assim, a sua inversa, (AF)~!: AF[X] — X ¢é continua
e portanto AF é uma imersao continua. O

11.5 ‘Antes de imergir num produto, verifique se os equipa-
mentos funcionam’.

11.5.1 Imersao de espacgos Tj.

H4 como fazer a imersdo de qualquer espacos Ty usando o espago D = {0,1} com a topologia
7 ={0,{0}, D}. O espago D é T logo o produto de cépias de D é Ty.

Proposigao 11.30. Seja X um espago Ty e F o conjunto de todas as funcoes continuas de X em D.
Entdo F separa pontos e separa pontos de fechados. Assim, AF é uma imersio de X em D7 .

Demonstracao. O argumento da imersao ¢é similar, pois estamos usando fungoes continuas. Entao basta
provar que F separa pontos e separa pontos de fechados. Como o espaco X nao precisa ser Ti, separar
fechados nao implica separar pontos.

Dado z # y, devido a X ser Ty podemos assumir que existe U aberto em X tal que x € U ey ¢ U
(invertemos z e y caso contrario). Seja f: X — D tal que f[U] = {0} e f[X \ U] = {1}. Temos que os
abertos de D tem imagem inversa aberta: f~1[{0}] = U e f~}[D] = X. Assim, f é continua e F separa
pontos.

Sex € X,z ¢ F com F fechado entao seja g tal que g[X \ F] = {0} e g[F] = {1}. De modo anélogo,
g ¢ continua. Para finalizar g(z) ¢ g[F] = {1} e {1} ¢ fechado, pois seu complemento, {0}, ¢ aberto em
D. O

11.5.2 Imersoes de 0-dimensionais.

Definicao 11.31. Um espago topolégico X ¢é O-dimensional se possui uma base de aberto-fechados

(clopens), ou seja uma base em que para todo U da base de abertos, U = U = U.
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Proposicao 11.32. Seja X um espaco O-dimensional. Entao as fungoes continuas em {0,1} separam
pontos de fechados.

Demonstragio. Para cada U aberto e fechado, a fungdo f : X — {0,1} C R tal que f[U] = {0} e
FIX\U] = {1} é continua. Como temos uma base de clopens, segue que X é completamente regular. []

Teorema 11.33. Um espago é 0-dimensional e Hausdorff se e somente se pode ser imerso no espago
{0,1}”7, para algum conjunto de ndices .J, onde {0, 1} é discreto.

Demonstragao. Se X é 0-dimensional entao a familia F das fungdes continuas de de X em {0, 1} separam
pontos de fechados. Como X é T; também separa pontos. Assim, X pode ser imerso em {0, 1}7.

Por outro lado, fixe J um conjunto de indices. Note que ser 0-dimensional é uma propriedade
topolégica hereditaria, pois a base de clopens do espaco gera uma base de clopens do subespago. Ser
0-dimensional também ¢é produtiva, por que os abertos béasicos usando bases de clopens formam uma
base de clopens do produto.

Como Ty também é uma propriedade hereditdria e produtiva e {0,1} é Hausdorff e 0-dimensional,
entdo todo subespaco de {0,1}7 é 0-dimensional e T,. Assim, como 0O-dimensional é propriedade to-
poldgica, todo subespago imerso em {0,1}7 é O-dimensional e T5. O

Exemplo 11.34. O V-espaco definido anteriormente usando sequéncias de racionais convergindo para
irracionais, foi definido por uma base de clopens e é Tj, assim é 0-dimensional e T5. Assim pode ser
imerso num produto de {0,1}’s.



Capitulo 12

Separando fechado de fechados.

12.1 Axiomas de separacao para fechados e fechados.

12.1.1 Normalidade. T}.

Definicao 12.1. Um espago X ¢é normal se dados dois subconjuntos fechados disjuntos F' e G de X
existem abertos disjuntos U e V taisque FCU e GCV.

Teorema 12.2. Sido equivalentes para um espago topoldgico X:

1) X é normal.

2) X = OUW com O e W abertos entao existem A e B fechados com A C O e B C W tal que
X =AUB.

3) Se F e G sdo fechados disjuntos entdo existe U aberto de X tal que F CU e UNG = ().

4) Se F é fechado e FF C W com W aberto, entao existe U aberto tal que FF C U C UCw.

Demonstracdo. A verificacao fica a cargo do leitor. O

Teorema 12.3. Normalidade é uma propriedade hereditaria para fechados.

Demonstracdo. Seja Y um subespaco fechado de X, com X normal. Tome F' e G fechados disjuntos de
Y. Entao F e G sao fechados em X. Pela normalidade, existe U e V abertos disjuntos em X tal que
FCUeGCV. EntaoUNY e VNY sao abertos disjuntos de Y taisque FCUNY eGCVNY. O

Exemplo 12.4. (Espaco normal T que nao é T1). Seja X o conjunto dos reais com a topologia gerada
pelos intervalos {|r,+oo[: r € X]|}. O espago é Tp. O fecho de {x} é ] — 0o, z]. Assim o espago nao é
T1 e é normal, pois nao ha um par de fechados disjuntos nao vazios. Se tomarmos um ponto que nao
pertence a um fechado, o ponto esta a direita do fechado, assim, qualquer aberto que contém o fechado
contém o ponto. Com isto, o espago nao é regular.

Proposicao 12.5. Um espago normal T é regular.

Demonstracdo. Basta notar que pontos sao fechados e usar a normalidade entre um ponto e um fechado
para obter regularidade. O

Definicao 12.6. Dizemos que um espacgo é Ty se é normal e T7.

Corolario 12.7. Espacos Ty sao T3.

12.1.2 ‘Colcha de retalhos’ ou ‘amarrar sapatos’?

Vamos provar um lema técnico que é usado na demonstragao de que regular + base enuméravel =
normal e regular + espago enumerdvel = normal. Ela serda usada novamente quando definirmos espagos
Lindelof. Alguns autores chamam o método de “shoe lacing”.

Lema 12.8. Sejam F' e G fechados e {U,, : n € N} e {V,, : n € N} tais que F' C |J,,cny Un, G € U, en Voo

(UnenUn) NG =0 e (Upen Vn) N F = . Entao existem A e B abertos disjuntos tais que F' C A e
G C B.

76
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equiv normalidade. jpg

Figura 12.1: Equivaléncias de normalidade.

Demonstragio. Note que nao precisarfamos fazer nada se (U, ey Un = Uynen Un 00 Upeny Va = Unen Vas
pois nesse caso terfamos | J,cnyUn NG = 0 ou J,,cny Vo N F' = 0 que é testemunha para a normalidade
para F' e G.

A ideia é ‘remover rebarbas’ de U,, e V,, para que as unides do que sobrar dos U, e do V,, fiquem
disjuntas. S6 que é preciso tomar o cuidado de nao ‘cortar demais’, para que a uniao ainda cubra F' e
G.

Para cada n € N, seja U}, = Uy, \Un<mV eVy=Vy, \Un<mU Defina entdo A = |J
B =U,cn V- A e B sio abertos pois sao unides de abertos.

nGN

Note que F'N U<, Vo = F'N Ul<n7 = ) por que estamos tomando o fecho de uma unido finita.

Similarmente, G N Uz<n » = 0. Assim, temos que a parte removida de U, e V,, nao f01 demasiada, pois
FNU,=FnUy; eassim FNU,cnUys = FNU,enUn = F e portanto F' C |,y Uy = A. De modo
andalogo, G C B.

Resta verificar A e B sao disjuntos. Suponhamos por contradicao que (J,,cy Uy € U, e Vi se inter-
sectam e tome = € (U, ey Un) NV(Upen Vi) Em particular, x € (U,,cny Un) N (U,en V). Tome & minimo
tal que x € Uy, ou z € Vj,. Neste caso, temos que x ¢ U; UV, paral < k. Em particular, z ¢ U e x ¢ V}*
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para cada [ < k.

Se z € Uy, entao x € |J,,.,, Un para todo m > k, assim temos que =z ¢ V;,, \ U,,<,,, Un = Vi para
todo m > k. Assim, x ¢ V% para todo n € N, uma contradigao. B

Se z € Vi, por um argumento anélogo, temos que x ¢ U}, para todo m > k. Assim, x ¢ U}, para
todo n € N, uma contradigao.

Assim z ¢ Uy UV}, contradizendo a existéncia de k. Assim, ndo existe x na interesecgao e os abertos
Unen Un € U, en Vi sdo disjuntos. O

shoe lacing.jpg

Figura 12.2: O ‘Shoe-lacing’.

12.1.3 Regular 4+ algo enumeravel = normal.

Teorema 12.9. Se X é regular e enumerdvel entao X é normal. Se X é regular e satisfaz o segundo
axioma de enumerabilidade entao X é normal.

Demonstracao. Seja X um espago regular enumeravel e sejam F e G fechados disjuntos. Enumere
F={a,: neN}eG={b,: ne N} Pelaregularidade, como a,, ¢ G existe U, aberto contendo a,
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tal que U, NG = 0. Como b,, ¢ F, também segue da regularidade que existe V;, aberto contendo b,, tal
que V, N F = (). Esta familia satisfaz as condicos para que existam abertos disjuntos contendo F e G,
Portanto X é normal.

Se X é um espaco regular satisfazendo o segundo axioma de enumerabilidade, fixe B uma base
enumeravel de abertos.

SejaBr ={0€B:3IwecFrc0eONG=0eBg={0€B:JxecGrxc0eONF =0}
Vamos checar que | JBr 2 F. De fato, se x € F entdao x ¢ G e pela regularidade e o fato de B ser
base, existe O € Btalque x € O e ONG = (. Assim, € O € Bp. De modo andlogo, teremos
UB¢ 2 G. Basta entao enumerar By = {U,, : n € N} e Bg = {V,, : n € N}. Como no caso anterior,
isto testemunha a normalidade.

O

12.2 ‘Conte comigo para encontrar um espago que nao €é nor-
mal’.

12.2.1 Cardinalidade de conjuntos.

Defini¢ao 12.10. Dados dois conjuntos A e B dizemos que |A| < |B| se existe uma funcdo injetora
f+A— B.

A defini¢do acima pode ser feita sem se preocupar com o Axioma da Escolha. O préximo teorema
também pode ser demonstrado sem o Axioma da Escolha:

Teorema 12.11. (Cantor-Bernstein) Dados dois conjuntos A e B, se |A| < |B| e |B| < |A]| entdo uma
funcao bijetora f: A — B.

A prova do teorema acima (sem usar o Axioma da Escolha) é feito no curso de Teoria dos Conjuntos.
Para poder apreciar por que o Axioma da Escolha nao é usado precisa ver o Teorema da recursao
(também estudado no curso de Teoria dos Conjuntos).

Definigao 12.12. Dizemos que |A| = | B| se existe uma bijegdo entre A e B.
Dizemos que X é enumergvel se |X| < |N|.
Um conjunto A ¢ finito se e somente se existe um natural n tal que |[A| = |n|.

Com o Axioma da Escolha, temos que um conjunto X ¢é infinito se e somente se |N| < |X].
Sob o Axioma da Escolha, um conjunto é finito se e somente se ndo existe uma funcéo injetora de N
em X, mas isto ndo é equivalente a ser finito sem assumir alguma forma fraca do Axioma da Escolha.

Note que a principio o |A| usado para a desigualdade e na igualdade poderiam nao ter correlagao
direta. Elas tém pelo teorema de Cantor-Bernstein.

N&o podemos pensar em |A| como uma classe de equivaléncia por que |A| ndo é um conjunto. Existe
porém uma forma de encontrar um representante bem definido quando assumimos o Axioma da Escolha.
Entao sob o Axioma da Escolha, teremos um conjunto x que denotaremos |A| = k.

Iremos comentar sobre isso quando falarmos de boa ordem. Por enquanto |A| se refere a comparar a
cardinalidade de um conjunto com o do outro usando funcoes injetora e bijetoras.

Podemos comparar cardinalidade usando fungoes sobrejetoras quando temos o Axioma da Escolha (
se existe uma fungao sobrejetora de B em A entdo existe uma injetora de A em B).

Definicao 12.13. Se A e B sao disjuntos entao |A| 4+ |B| é a cardinalidade de AU B. Se A e B néo sao
disjuntos tome A’ e B’ com as cardinalidade de A e B com A’ e B’ disjuntos e tome |A|+|B| = |A'UB’|.
Se A e B sido conjuntos |A|.|B]| é a cardinalidade de A x B.

Vamos assumir os seguintes resultados:

Proposigao 12.14. A soma e produto de cardinais é bem definida, é comutativa e associativa.
Para todo A e B temos |A| < |B|, |A| = |B| ou |B| < |A|. (Isto é equivalente ao Axioma da Escolha).
Se B ¢ infinito e |A| < |B| entao |B\ A| = |B.
R[] = [P(N)|.
AU B| < |A] + |BI.
Se A e B sao infinitos entao |A|.|B| = |A| + |B| = max{|A|,|B|}. (Levando em consideracao a
‘ordem’).
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Teorema de Cantor Bernstein.jpg

Figura 12.3: O Teorema de Cantor-Bernstein.

Note que dos resultados acima, temos que o conjunto dos irracionais tem a mesma cardinalidade dos
reais.

Teorema 12.15. (Cantor) Seja A um conjunto. Entao nao existe uma funcao injetora de P(A) em A.

Demonstracdo. A prova é feita por um argumento diagonal.

Suponha por absurdo que existe f : P(A) = A. Seja B = {f(x) : f(z) ¢ }. Como B € P(A),
temos que f(B) estd definido.

Se f(B) € B entao pela definicdo de B, temos que f(B) ¢ B, uma contradigdo. Se f(B) ¢ B entao
f(B) satisfaz a propriedade para estar em B, assim f(B) € B, novamente uma contradi¢cdo. Assim,
f(B) néo estd bem definida e portanto f néo existe. O

12.2.2 Usando cardinalidade para mostrar que um espaco nao é normal.

Teorema 12.16. Se X é um espago normal com D C X denso e A é um subconjunto fechado e discreto
de X com A e D infinitos. Entao |P(A)| < |P(D)|.
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Demonstra¢do. A primeira coisa a notar é que todo subconjunto de A é fechado. De fato, A\ B é aberto
em A, assim B = A\ (A\ B) é fechado em A. Como A é fechado em X, segue que B é fechado em X.

Pela normalidade de X, para cada B € P(A), podemos fixar um aberto Up tal que B C Up e
UpN(A\ B)=0.

Seja f: P(A) — P(D) dada por B — Ug N D. Vamos provar que f é injetora. Antes, lembramos
que o fecho de um aberto por um denso é igual ao fecho desse aberto. Se B # C' e ambos sao subconjuntos
de X, podemos assumir que B\ C # () (caso contrario trocamos a ordem de B e C). Seja x € B\ C.
Entdo 2 € B C Ug = U N D. Por outro lado, z € A\C e () = (A\C)NUc = (A\ C)NUc N D, assim
x ¢ UcND. Logo Us N'D # Uz N D, o que implica que Ug N D # Uc N D. Assim, f(B) # f(C), como
querfamos. O

Exemplo 12.17. (Um espago que nao é normal). Tomemos o W-espago visto anteriormente, onde o
conjuntos dos racionais € denso e o conjunto dos irracionais é fechado e discreto. Como os racionais tem
a mesma cardinalidade que N e os irracionais tem a mesma cardinalidade de P(N) e |P(P(N))| £ |P(N)|,
segue que o espago ndo pode ser normal. Como visto anteriormente, é um espago T3.

Exemplo 12.18. O Plano de Niemtyski. Mais um espaco que nao é Tj.

Demonstracdo. A prova da nao normalidade do Plano de Niemtyski segue o argumento de contagem.
Temos um denso enumerdvel (os pares de racionais no semiplano superior aberto sao densos por que
todos os elementos da base contém uma bola do R? contida no semiplano superior aberto). O espaco é
Hausdorff por que a topologia é mais fina do que a topologia de subespaco de R?. Veremos mais tarde
que ela satisfaz axiomas mais fortes que T5. O

12.3 ‘Tem alguém nao-normal ai?’.

12.3.1 Espacgos hereditariamente normais. Espacos T5.

Eventualmente provaremos que normalidade nao é uma propriedade hereditaria. Porém ja podemos
mostrar que normalidade nao é uma propriedade produtiva.

Definicao 12.19. Dizemos que X é um espago hereditariamente normal se todo subespago de X é
normal. Dizemos que um espago é T5 se é hereditariamente normal e T7.

Exemplo 12.20. Todo espago pseudométrico é hereditariamente normal.

Demonstracao. Todo espago métrico é normal ja que os fechados disjuntos podem ser separados por uma
fungéo continua f. De fato, se F e G sdo fechados, vimos que existe f continua tal que f[F] = {0} e
fIG] = {1} entao f~[[0, 1[] e f~' ]3], 1] testemunham a normalidade para F' e G. Como todo subespago
de um métrico é metrico, segue que todo subespaco é normal. O

Teorema 12.21. Um espaco X ¢ hereditariamente normal se e somente se todos os subespacos abertos
de X sao normais.

Demonstrag¢ao. A ida é 6bvia. Vamos provar a volta. Seja Y um subconjunto de X e F' e G dois fechados
disjuntos de Y.

=X =X .. . . p - .
Note que se I e G~ sdo disjuntos segue da normalidade de X (esta linha € desnecessdria, sai do
argumento abaizo, com W = X.)

Temos que F*ng* # () é um fechado. Entéo tome W = X \ (FX N éx). Note que Y C W (e
em particular FU G C W), de fato temos Y N (FX ﬂéx) =(Yn (FX) Ny ﬂéx)) =FNG=0.
E portanto Y C X \ (FX N éx) = W. Temos que F" ¢ G" sio fechado de TW. Vamos mostrar que
estes fechados de W sdo disjuntos. De fato, £ NG = (F nW)N (@G nW)=wn(F nG") =
(X\ (FX N @X)) N (FX N GX) = (). Assim, usando a normalidade de W (pois W ¢ aberto), existem U

e V abertos disjuntos de W tais que FW CUe éw CV. Assim UNY e VNY sao abertos disjuntos
deY taisque FCUNY eGCVNY. Assim, Y é normal. O

Para um outra equivaléncia de hereditariamente normal, precisamos de uma definigao.
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Figura 12.4: O plano de Niemitzky néo é normal.
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Definicao 12.22. Dizemos que um par de subconjuntos A e B de um espago topolégico X sao separados
se ANB=ANB=4.

Claramente estas propriedades sao topoldgicas.

Teorema 12.23. Um espaco ¢é hereditariamente normal se e somente se para todo para par de conjuntos
separados A e B existem abertos disjuntos U e V tais que ACU e BCV.

Demonstra¢ao. Suponhamos que X seja hereditariamente normal. Tome A e B separados em X. Entao
—X =X . .. N . Al —W
W =X\A" NB éum subconjunto aberto. Similarmente & prova da outra equivaléncia, temos que A
—W .. . . . . . —W
e B sao fechados disjuntos de W. Assim, existem abertos disjuntos U e V de W taisque AC A CU

e BC B C V. Como W é aberto em X, temos que U e V sao abertos de X.
Para a reciproca, basta provar que todo subconjunto aberto W de X é normal. Seja F' e G sub-
conjuntos fechados disjuntos de W. Entao W \ F é aberto em W, portanto aberto em X. Portanto

F C X\(W\F) com X\(W\F) fechado e portanto F¥ X\(W\F). Assim FnG c FXQ(W\F) =.
Por um argumento similar, temos G~ N F = ). Portanto F e G sdo separados em X. Por hipétese,
existem abertos disjuntos U e V taisque F CU e G C V. Entao UNW e VN W sao testemunhas da
normaldade de W para F e G. O

12.3.2 ‘Ser normal nao é sempre produtivo’.

Exemplo 12.24. A reta de Sorgenfrey é hereditariamente normal.

Demonstrag¢ao. Seja W um aberto na reta de Sorgenfrey X. Sejam F' e G subconjuntos fechados de W.
Para cada = € F existe um intervalo [z, a,| contido em W tal que x € [z, a;[ e [z, a,[NG = (). Para cada
y € G existe um intervalo aberto [y, b,[ contido em W tal que y € [y, by[ e [y, by[NF = 0.

Tome U = U, cplr,az[ e V = U,cqly, by[- Resta verificar que U e V' sdo disjuntos. Se este nao é o
caso, existe z € W, z € F ey € G tal que z € [z,a,[N[y, b,[. Temos entdo z < z < az[ ey < z < byl
Primeiro note que x # y, poisz € F,y € Ge FNG=0. Sex <yentdoz <y < z < a; e [x,a,[NG # 0,
contradigdo. Se y < z entdo y < x < z < by e [y,by[NF # 0, contradicdo. Logo UNV =0eU eV
testemunham a normalidade de F' e G em W. O

Exemplo 12.25. Normalidade e normalidade hereditaria nao sado propriedades produtivas.

Demonstracdo. Bastara mostrarmos que o quadrado do espago de Sorgenfrey nao é normal. Primeiro,
note que {[z,z + €[X[y,y + €[: =,y € X} é uma base de abertos de X x X. Seja @ o conjunto dos
racionais (nao iremos escrever QQ por que a topologia usada aqui nao é a da reta real). Entao claramente
Q x Q é denso em X x X.

Seja A = {(x,—x) : z € X}. O conjunto A é um fechado na topologia produto de R x R e a topologia
de X x X é mais fina, assim, A é fechada na topologia de X x X. Temos que AN([z, z+1[X[—z, —z+1[) =
{(z,—x)} (pois y > = implica que —y < —z). Assim, A é um subespago fechado e discreto em A. Vimos
que se X X X fosse normal, terfamos |P(A)| < |P(Q@%xQ)|, mas |P(A)| = |[P(P(N))|e |[P(QxQ)| = |P(N)|,
contradizendo o teorema de Cantor. O
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quadrado de Sorgenfrey.jpg

Figura 12.5: O produto cartesiano de retas de Sorgenfrey é nao normal.




Capitulo 13

Basico de Compacidade.

13.1 ‘Nao s6 de fechado e limitado vive o compacto’.

A palavra compacto = ‘fechado e limitado’ vale para subepacos de R™, mas nao é a nogao geral de
compacidade.

13.1.1 Beé-a-ba da compacidade.

Definicao 13.1. Dado X, dizemos que M é uma cobertura ou recobrimento de X se UM = X.
Dizemos que C é uma subcobertura ou subrecobrimento de M se C C M e |JC = |JM = X. Se todos
os elementos de M tem alguma propriedade como aberto, fechado, clopen etc.. dizemos que temos um
cobertura aberta, fechada, clopen etc...

A ideia é que compacto deve tentar preservar um pouco da finitude. Como uma quantidade de
abertos interessantes fossem ‘pontos’.

Definicao 13.2. Dado X um espaco topolégico, dizemos que X é compacto se toda cobertura aberta
de X possui uma subcobertura aberta finita, ou seja se U é uma cobertura aberta de X entao existe
U' C U finita tal que JU' = X.

Note que nao estamos assumindo nenhum axioma de separacao para definir compacidade. Vamos
provar alguns resultados bésicos para espagos compactos arbitrarios.
Primeiro deles é falar sobre a compacidade de um subespaco usando abertos do espago:

Proposigao 13.3. Um subespaco Y C X é compacto se e somente se para toda familia ¢4 de abertos
de X tal que Y C |JU entéo existe U’ C U finito tal que Y C U’ (note que | JU' néo precisa ser igual

a JU).

Demonstragdo. (+). Seja V uma cobertura de Y. Como Y é subespago de X, podemos fixar U = {U €
7x : UNY € V}. Claramente para cada V € V, existe U € U tal que V=UNY. Assim, JU D Y. Por
hipétese existe U’ C U finito tal que Y C JU'. Assim Y = (JU)NY = {UNY : U € U'}. Temos
que {UNY : U elU'} CV e assim encontramos uma subcobertura finita de V.

(=). Seja U uma familia de abertos de X tal que Y C [JU. Temos que V ={UNY : U € U} é uma
cobertura aberta de Y. Por hipétese, existe V' C V tal que |JV' =Y. Paracada V € V', fixe Uy € U tal
que V = Uy NV (note que {U : UNY = V} pode ser um conjunto infinito). Entao U’ = {Uy : V € V'}
¢ um subconjunto finito de U tal que JU' D JV' =Y. O

Corolario 13.4. Subespagos fechados de um compacto X sdo compactos.

Demonstragdo. Seja U uma familia de abertos de X tal que F C |JU. Como F é um fechado, X \ F' é
aberto e portanto {X \ F'} UU é uma cobertura aberta de X. Pela compacidade de X segue que existe
U’ C U finita tal que {X \ F} UU’ é recobrimento finito de {X \ F} UY. Como X \ FNF = {), segue
que F C JU'. Como U era arbitraria, segue que F' é compacta. O

85
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Teorema 13.5. Seja X um espaco. Sao equivalentes:
1) Um espaco é compacto.
2) toda familia de fechados com PIF tem intersec¢ao nao vazia.
3) toda rede possui ponto de acumulagao.
4) toda rede possui uma subrede convergente.
5) todo filtro possui ponto de acumulagao.
6) todo filtro pode ser estendido a um filtro convergente.

Demonstragao. (1) — 2)). Suponha que X possui uma familia F de fechados com PIF cuja intersecgao
é vazia. Entao {X \ F': F' € F} é uma cobertura de X (note que Jpc z(X \ F) = X\ (Nper F) = X)
e sem subcobertura finita. Assim, X nao é compacto.

(2) — 3)). Suponha que (x) : A € A) é uma rede. Seja F o filtro gerado por (z) : A € A). Entao
{F : F € F} é uma familia com PIF. Portanto, (\{F : F € F} # (. Fixex € ({F : F € F}.
Logo o filtro F tem x como ponto de acumulagao e pela dualidade, (z) : A € A) tem 2 como ponto de
acumulagao.

(3) = 4)). J4 visto que toda rede que acumula num ponto possui uma rede que converge para este
ponto.

(4) — 5)). Dado um filtro, tome a rede S associada. Por hipétese, a rede possui uma subrede
que converge para x. Assim, a rede tem z como ponto de acumulacdo. Pela dualidade, z é ponto de
acumulacao do filtro.

(5) — 6)). J4 foi visto que se um filtro acumula para um ponto entdo existe uma extensao do filtro
que converge para o ponto.

(6) — 1)). Seja X um espago que nao é compacto. Entdo existe uma cobertura aberta U sem
cobertura finita. Assim, C = {X \ U : U € U} possui PIF. Tome F um filtro estendendo o filtro gerado
por C. Entdo ({{F : F € F} C NC = 0. Assim, F nao tem ponto de acumulacio e portanto nao
converge. Assim, o filtro gerado por C néo satisfaz a condigao 6).

O

Definigao 13.6. Seja A um subcojunto nao-vazio de um espago topolégico X. Dizemos que z é um
ponto de acumulagao completo de X se |U N A| = | 4|, para cada vizinhanga U de x.

Teorema 13.7. Se X é compacto entdao todo subconjunto infinito de X possui um ponto de acumulacao
completo.

Demonstrag¢ao. Suponha que A é infinito e ndo tem ponto de acumulagao completo. Para cada x € X
tome U, vizinhanca aberta de z tal que |[U, N A| < |A|. Entao {U, : © € X} é uma cobertura aberta de
X. Qualquer subfamilia é da forma {U, : x € X'}, onde X’ C X é finito. Agora, AN|J{U,: z € X'} =
U{ANU, : 2 € X'} Assim, [ANUH{U, : 2 € X'} = |U{ANU, - 2 € X'} <3 o [ANUL| < |A].
Logo AN U{U, : x € X'} # A. Assim esta cobertura aberta testemunha que X nao é compacto. O

A reciproca do resultado acima também vale, mas iremos usar boa ordem, por isso ela serd feita
quando retornamos a equivaléncias do Axioma da Escolha.

Definicao 13.8. Dizemos que Y é uma imagem continua de X se existe uma funcao continua f : X =Y
tal que f[X] =Y.

Proposigao 13.9. A imagem continua de um compacto é um compacto.

Demonstragdo. Seja U uma cobertura aberta de Y. Pela continuidade da f, temos que V = {f~[U] :
U € U} é6 uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existe V' subcobertura finita de V. Fixe
U’ finita tal que V' = {f~![U] : U e U}. Entdo Y = f[X] = Upey fIV] = Uyew U = UU'. Assim,
U’ é uma subcobertura de Y. Como U é arbitrério, segue que Y é compacto. O

Proposicao 13.10. Seja B uma base de abertos de X. Entao X é compacto se e somente se toda
cobertura de abertos por elementos de B possui uma subcobertura finita.

Demonstragao. A ida é verdade, pois os elementos de B sdo abertos.

Para a volta, seja U uma cobertura aberta de X. SejaV ={V € B: 3U € U,V C U}. Primeiro,
note que V é uma cobertura. De fato, dado z € X, existe U € U tal que = € U. Assim, existe V € B tal
que x € V C U e portanto x € V € V. Por hipdtese, existe V* C V finito tal que V* é uma subcobertura
de V. Para cada V € V*, fixe Uy € U tal que V C Uy (existe pela definicdo de V' € V). Assim,
{Uy : V € V*} é uma subcobertura finita de U, pois Uy ¢y V € Uy ey Uv- O
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13.1.2 Compactos com axiomas de separacao.

Vimos que subespagos fechados de compactos sdo compactos. A reciproca nao vale em geral:

Exemplo 13.11. Seja X o conjunto dos naturais com a topologia co-finita. Entdo o tnico fechado
infinito é X. O espago X é compacto e T;.

Tome Y o conjunto dos pares. O conjunto Y na topologia de subespaco tem a topologia co-finita em
Y e é um subconjunto compacto, mas nao é fechado em X.

Teorema 13.12. Se X é Hausdorff e FF C X é compacto entao F' é fechado.

Demonstragdo. Para cada x € X\ F, e y € F, existe Uy e V,, abertos disjuntos tais que z € U, e y € V,,.
Assim F C | J{V, : y € F}. Pela compacidade de F, existe F* C F finita tal que F C |J{V, : y € F*}.
Tome U = (,cp- Uy Entdo UNEF CUN (Uyep- Vy) = Uyep-(UNVy) €U, ep-(UyNVy) = 0. Como
x € X \ F é arbitrario, segue que X \ F' é aberto e portanto F' é fechado. O

Corolario 13.13. Se X é compacto T entao X ¢ regular.

Demonstrag¢ao. Seja x € X e F um fechado que nao contém z. Temos que F' é compacto, e pela prova
do teorema U e V = |J{V, : y € F*} sao abertos disjuntos tais que z € U e F C V. Assim, X é
regular. O

Teorema 13.14. Se X é regular e compacto entao X é normal.

Demonstragao. O argumento é similar ao que ja foi feito acima. Tome F' e G fechados disjuntos. Para
cada z € F, temos que x ¢ G, assim existe U, e V,, abertos disjuntos tais que € U, e G C V,,.. Pela
compacidade de F existe F’ C F finito tal que F C |J{U, : z € F'}. Tome V = ({V, : = € F'}. Entao
U e V sao abertos disjuntos tais que F CU e G C V. O

Corolario 13.15. Se X é compacto T entao X é Ty.

O resultado de que compactos regulares sdo normais segue da demonstraciao de ‘shoe-lacing’, o que
neste caso é um desperdicio de notacao por que estamos usando uma quantidade finita de abertos. Vere-
mos uma demonstragao usando o ‘shoe-lacing’ para espacos Lindelof, quando falarmos sobre propriedades
relacionadas & compacidade.

13.1.3 Trés provas de que produto finito de compactos é compacto.

Vimos que normalidade nao era produtiva. A compacidade é produtiva, mas o caso geral serd feito
mais tarde.

Teorema 13.16. Se X e Y sao compactos entao X X Y é compacto.

Demonstracao. Seja B a base dos abertos basicos de X x Y.

Tome W uma cobertura aberta de X x Y contida em B. Para cada z € X, temos que {z} x Y é um
subespago homeomorfo a Y portanto, compacto. Entao existe W, C W finita tal que |V, 2 {z} x Y.
Seja Uy = (WU : z € U,3V(U x V € W,)}. Por ser uma interse¢do finita de abertos contendo x, U, é
uma vizinhanga aberta de z. Entao {U, : € X} é uma cobertura aberta de X.

Assim, existe Xo C X finito tal que {U, : « € X} é uma subcobertura finita de {U, : = € X}.
Afirmamos que W* = J,c x, Wz ¢ uma subcobertura finita de W. Claramente W* C W e ¢ finita. Para
ver que W* recobre X x Y, fixe (z,y) € X x Y. Por hipétese, existe g € Xo tal que z € U,,. Por
hipétese, |JWz, 2 {z0o} X Y. Assim, existe U x V € W, tal que (zo,y) € U x V. Entdo x € U, CU
ey € V. Assim, (z,y) e U xV e W,, C W*. O

Exercicio 13.17. (Tentativa de usar redes). Seja ((zx,yx) : A € A) uma rede em X x Y. Entao
(xx: A€ A) éumarede em X e (yy: A € A) é uma rede em Y. Pela compacidade de X e Y existem
a€XebeY esubredes (a, : 0 € ¥) e (by : v €T') que convergem para a e b respectivamente. Seja
Op: X — Aeby,: I' = A tais que a; = Tg, () € by = Yo, (+)-

1) qual o problema de tentar usar a rede ((ay,by) : (0,7) € ¥ xI')?

2) qual o problema de tentarmos usar (X,T')* = {(0,v) € ¥xI': 0,(0) = 0,(v)} e arede ((ag,y, boy) :
(0,7) € (£,T)*, onde (a¢ ,bs~) = (as, by) para todo (o,7) € (X,T)*?
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Demonstragdo. (Usando redes). Seja ((zx,yx) : A € A) uma rede em X X Y. Entéo (x): A € A) é uma
rede em X.

Pela compacidade de X existem x € X e uma subrede (a, : 0 € X) de (z) : A € A) que converge
para x. Seja 0 : ¥ — A a testemunha que é subrede, ou seja, tal que a, = ¥4, (;). Podemos definir
(bs : 0 € ¥) uma subrede de (yx : A € A) de modo que b, = ¥p, (). Entdo ((as,bs) : 0 € ¥) é um
subrede de ((zx,yx) : A € A). Agora, (by : 0 € ¥) é uma rede em Y. Pela compacidade de Y existe
uma subrede (v, : v € I') que converge paray € Y e f : I' = ¥ a testemunha que é subrede, ou seja
Uy = bg,(y). Defina (u, : v €T) tal que uy = ag,(4). Entdo (u,: v € I') é uma subrede de (a, : 0 € X)
e portanto (u,) : v € I') converge para z. Logo, ((uy,vy) : v € I') é uma subrede de ((as,bs) : 0 € X).
Como subrede de subrede é subrede, segue que ((uy,vy) : v € I') é uma subrede de ((xx,yr) : A € A).
Como a primeira coordenada da subrede converge para x e a segunda converge para y segue que a rede
((zx,yx) : A € A) possui uma subrede que converge para (z,y). Assim, X x Y é compacto. O

Figura 13.1: O lema do Tubo - produtos de dois compactos é compacto.

Note que num produto infinito, nao poderiamos usar este mesmo argumento para ir achando subredes
de subredes infinitas vezes.
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Demonstragdo. (Usando filtros) Seja F um filtro em X X Y e wx e my as projegoes em X e Y respecti-
vamente. Seja Fx o filtro gerado por {nx[F]: F € F}. Como X é compacto, existe z € X e um filtros
estendendo F, que converge para x. Seja V, o sistema de vizinhangas de z em X. Entao pela definigao
de convergéncia, segue que V, U Fx tem PIF (pois estd contido na extensdo de Fx que converge para

Afirmamos que FU{U xY : U € V,} tem PIF. Como F tem PIF e {U xY : U € V,} tem PIF,
basta mostrar que F N (U XY) # 0 para F € FeU € V,. Mas FN (U xY) # ) se e somente se
nx[F]NU # 0 (de fato, (a,b) €e FN(U XY) <> (a,b) e Feace U< acnx[FleacU <« nx[F|NU).
O dltimo termo da equivaléncia é ndo vazio por que V, U {nx[F]: F € F]} tem PIF.

Seja Fi o filtro gerado por FU{U xY : U € V. } e Fy o filtro gerado por {my[F]: F € F;}. Como
Y ¢é compacto, existe y € Y e um filtro estendendo Fy que converge para y. Seja V, as vizinhancas
de y em Y. Entao temos que Fy UV, tem PIF. Por argumentos similares ao anterior, temos que
FiU{X xV:V eV} tem PIF. Entao FU{U xY : U € V,} U{X x V :€ V,} tem PIF.

Logo, FU{U xV : U € V,,,V € V,} tem PIF. Com isto, este conjunto gera um filtro que estende F
e que contém uma base local de (x,y). Portanto F pode ser estendido para um filtro que converge para
(z,y). Portanto X x Y é compacto. O

Note que aqui também nao podemos fazer extensoes sucessivas do filtro se tivermos um produto
infinito.

Como em redes, nao podemos tomar os dois filtros das projecoes, estender ambos para convergir e
depois tentar usar o produto dessas duas extensoes para estender o filtro original.



Capitulo 14

Compacidade em espaco ordenado.
O Lema de Urysohn.

14.0.1 Ordem e Compacidade. A compacidade de [0, 1].

Vamos relembrar algumas definigoes.

Dado um conjunto nao-vazio A de um conjunto linearmente ordenado X por <.

Dizemos que a € X ¢é limitante superior de A se x < a para todo z € A. Caso a € A, dizemos que a
é maximo.

Dizemos que a € X é supremo de A se

xr < aparatodox € Ae

se be X, x <bparatodoz € A entao a < b.

Dizemos que a € X é limitante inferior de A se © > a para todo z € A. Se a € A dizemos que a é o
minimo de A.

Dizemos que a € X é infimo de A se

x> a paratodox € Ae

se be X, x> bparatodo z € A entao a > b.

Lembramos que um espago é conexo se e somente se nao possuem subconjuntos abertos e fechados
(clopen) distintos de () e o espago todo.

Teorema 14.1. Seja X uma ordem linear que possui minimo e tal que todo subconjunto nao-vazio
possui supremo. Entao X é compacto e conexo na topologia gerada pela ordem.

Demonstracdo. Seja g o minimo de X e seja 1 o supremo de X. Como x; € X segue que x1 é maximo
de X. Note que os intervalos abertos que formam a base de abertos da topologia sdo [xg,al, ]a,b[ e
]b7 1'1] .

Seja U uma cobertura de intervalos abertos. Basta verificarmos para este caso, pois os intervalos
abertos formam uma base de abertos. Seja A = {a € X : [xg,a] possui subcobertura finita }. Como
g € A, o conjunto é ndo vazio. Seja ag = sup A.

Primeiro, iremos verificar que ag € A. Se este nao fosse o caso, entdo ag é supremo de A que nao é
méximo. Seja U € U o intervalo aberto tal que ag € U. Como ag é supremo mas nao é maximo de A
existe z € U N A tal que z < ag, e portanto [xg,z] pode ser coberto por um ntmero finito de intervalos
(pois z € A) e [z, ap] estd contido em U. Assim, [xg, ap] tambem pode ser coberto por um ndmero finito
eag € A.

Vamos agora provar que ag = x1. Se este nao for o caso, existe y; € X com ag < y1 < x1 tal que yp
¢ a extremidade & direita de U. Seja V € U tal que y; € V. Entao [zg, y1] = [0, ao] U [ao, y1[U{y1} onde
[0, ap] pode ser coberta por uma quantidade finita de intervalos de U, [ag,y1[C U e {yo} C V. Assim
[0, y1] pode ser coberta por uma quantidade finita de intervalos, portanto y; € A, contradizendo que
ap é maximo de A. Assim A 3 ap = 21 e X = [zg, 21] pode ser coberto por uma quantidade finita de
intervalos de U. Como U era arbitrario, temos que X é compacto. O

Coroldrio 14.2. [0,1] é compacto.
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compacidade e ordem. jpg

Figura 14.1: Compactos e conexos linearmente ordenados.

Proposigao 14.3. Seja X linearmente ordenado tal que todo subconjunto nao-vazio limitado superi-
ormente de X possui supremo em X. Entdo todo subconjunto nao-vazio limitado inferiormente de X
possui infimo.

Demonstra¢do. Seja A um subconjunto ndo-vazio limitado inferiormente. Entdo tome B = {z € X :
x < aVa € A}. O limitante inferior de A pertence a B, assim B é nado-vazio e podemos tomar b o
supremo de B. Fixado a € A, temos que z < a para todo x € B. Assim, b = sup B < a. Assim, b é um
limitante inferior de A. Dado ¢ outro limitante inferior de A, temos que ¢ < a para todo a € A. Assim,
¢ € B. Logo, ¢ < b. Portanto b é infimo de A. O

Teorema 14.4. Seja X linearmente ordenado tal que todo subconjunto nao-vazio limitado superior-
mente de X possui supremo em X. Entdao A C X é compacto se e somente se A é fechado e limitado.

Demonstragdo. (—). Se A é ilimitado superiormente entdo U = {{y: y <z} : x € A} é uma familia de

abertos de X tal que A C U, mas qualquer subfamilia finita i’ = {{y: y <z} : 2 € A’} (A’ C A finito)

é tal que A > max A’ ¢ [JU'. Assim conjuntos ilimitados superiormente né sdo compactos.
Analogamente, podemos verificar que conjuntos ilimitados inferiormente nao sdo compactos.
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Portanto se A é um subconjunto compacto entdo é limitado (limitado superiormente e limitado
inferiormente).

O espaco X é Haudorff. Assim, se A é compacto, entdo A é fechado.

Com isto temos que subconjuntos compactos de X sao fechados e limitados.

(+). Para a reciproca, suponha que A é fechado e limitado. Entao tome zy um limitante inferior de
A e 7 um limitante superior de A. Temos que [zg,z1] é um subconjunto fechado de z, assim contém
todos os supremos de seus subconjuntos e a topologia da ordem em [zg, 21] coincide com a topologia de
subespago por ser um intervalo. Assim, [zg, z1] é um compacto. Como A é fechado em X e A C [z, x1],
temos que A é fechado em [z, x1]. Como os subconjuntos fechados de compactos sdo compactos, segue
que A é compacto. O

Vamos dizer que A C Hie ; X é limitado se existem intervalos fechados J; com extremidades em X;
tais que A C [[,c; Ji-

Teorema 14.5. Seja X; com uma ordem linear tal que todo subconjunto limitado possui supremo para
cada i € I, I finito. Entdo A C Hiel X; é compacto se e somente se A é fechado e limitado.

Demonstragdo. Seja 7, a projegao de [[;o; Xi; em Xj, para cada k € I.
(—). Se A é compacto entdao temos que m[A] é compacto. Além disso, A C [],.; m[A]. O conjunto
7[A4] é limitado em X}, assim existe um intervalo fechados J; com extremidades em X} tais que
m,[A] C Ji. Portanto A C [[;.; Ji e A é limitado. Como cada X; é Hausdorff e a propriedade Hausdorff
é produtiva, segue que [[;.; X; é Hausdorff. A é um subconjunto compacto de um Hausdorff, portanto
A ¢é fechado em [[,.; X;.
(+). Suponha que A é fechado e limitado em [],.; X;. Entdao A C []

ier Xi ier Ji, onde J; ¢ um compacto.
Entao A é um subbespago fechado do compacto [],.; J;, logo A é compacto. O

el
Corolario 14.6. Um subespago A de R™ é compacto se e somente se A é fechado e limitado (na distancia
Euclidiana).

Demonstracdo. Basta notar que um subconjunto é limitado na distancia Euclidiana do R™ se e somente
se é um subconjunto limitado usando a ordem. O

Vamos ver agora que espagos normais possuem fungoes reais continuas em abundancia para separar
fechados (hé casos em que o espago é normal por ter poucos fechados disjuntos). Entéo se tomarmos um
espago normal e T7 (ou seja Ty), teremos que as fungdes reais continuas servem para imergir um normal
T1 num produto de intervalos. Espagos compactos Hausdorff sao 7.

Assim, qualquer espaco compacto Hausdorff por mais abstrato que possa parecer, serd homeomorfo
a um subespacgo fechado de um produto de intervalos.

14.1 Pré aquecimento ao Lema de Urysohn

14.1.1 Uma equivaléncia de R como conjunto ordenado.

Ja vimos a prova da versao métrica do Lema de Urysohn, que era:

Se X é gerado por uma pseudométrica e F' e G séo fechados disjuntos entdo existe f : X — [0,1]
continua tal que f[F] = {0} e f[G] = {1}.

Vamos fazer um exemplo usando os racionais para melhorar a intuigao sobre a ideia da construcao.
Neste exemplo, associamos pontos a pontos para ir construindo uma ordem entre dois conjuntos infinitos
enumeraveis. Depois usamos a propriedade dos supremos para completar a funcao.

Lema 14.7. Seja X um conjunto linearmente ordenado, denso em si mesmo, enumeravel e sem ponto
de méximo ou de minimo. Entao a ordem de X é isomorfa a ordem de Q (isto é, existe uma bijegao de
X em Q que preserva ordem.)

Demonstragdo. Por ser denso em si mesmo, temos que X é infinito e enumeravel. Seja {z,, : n € N} uma
enumeragao bijetora com os naturais. Também para os racionais, tome uma enumeragio {g, : n € N}
que é uma bijecado com os naturais. O argumento é olhar os dois lados da enumeragao para criar um
isomorfismo parcial de ordem.
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(¥) Para cada n € N vamos definir f,, : A, — B, um isomorfismo de ordem tal que A4,, é um
subconjunto finito X, B,, é um subconjunto finito de Q e {z; : i <n} C A, e {¢g; : i <n} C B, e tal
que f,, € uma extensao de f, para todo m > n.

Vamos primeiro supor que (*) foi construido e provar que existe o isomorfismo. Seja f = |J,,cy fn
(aqui estamos considerando que f é um conjunto de pares ordenados, onde a primeira coordenada é o
elemento do dominio e a segunda coordenada é o valor de f no ponto). Dado z,2’ € X, com = < 2/,
existe n tal que z, 2’ € A,,, assim f(z) = fn(x) < fn(2') = f(z’). Com isto, f tem dominio X, é injetora
e preserva ordem. Para ver que f é sobre, dado ¢ € Q, existe n tal que ¢ € B,,, assim existe © € A,, tal
que f(x) = fn(x) = q. Assim, f é sobre.

Paran =0, seja Ag = {20}, Bo = {qo} e f(20) = qo-

Suponha que f; estd definida para todo i < n satisfazendo (%) e vamos construir f,41.

Vamos adicionar no maximo dois pontos ao dominio e ao contradominio para definir f, ;. Faremos
isso em duas etapas:

1) Se 41 € A, entdo seja A, = A,, B, = Bp e fl = fn.

Se xpt1 & A, entdo seja Al = A, U {x,11}. Vamos considerar os trés casos:

/
n?

- Tpt1 € méximo de Al , tome s € Q\ B, maior que todos os elementos de B,,.

/!

', tome s € Q\ B,, menor que todos os elementos de B,.

- Tpy1 6 minimo de A
- Tp+1 ndo é nem maximo nem minimo de A/, tome a; o méximo de {zx € A,, : z < zp41} e az 0
minimo de {z € A, : © > x,41}. Tome r; o miximo de {f,(z) : z € A, e x < T, 41} e r2 0 minimo
de {fn(z): z € A, e x > xpi1}. Como f,, é um isomorfismo de ordem, temos que r; < r9. Como Q é

denso em si mesmo, existe s € Q \ B, tal que r < s < 7.

Em qualquer um dos trés casos, seja Bl, = B, U {s} e seja f]|a, = fn e fl(Tny1) = s.

2) Vamos agora comegar com f,. A prova é uma repetigao do que foi feito acima usando a funcao
inversa de f/, mas iremos fazer os detalhes.

Se qny1 € By, entdo seja Apy1 = A, Buy1 = Bj e far1 = f.

Se gny1 ¢ B), entao seja B,y1 = B, U{qn+1}. Temos trés casos:

Gn+1 € méximo de B, y1, tome a € X \ A/, maior que todos os elementos de AJ,.

gn+1 € minimo de B,11, tome a € X \ A}, menor que todos os elementos de A/,.

- @n+1 N80 é nem méximo nem minimo de By, 41, tome r; 0 méximo de {q € Bpy1: ¢ < Gny1} € T2
o minimo de {q¢ € Bn11: ¢ > ¢uy1}- Tome a; o maximo de {(f.)"*(q): ¢ € B, e q < gni1} € az o
minimo de {(f,)"*(¢): ¢ € B/, e ¢ > qny1}. Como f/ é um isomorfismo de ordem, temos que a; < as.
Como X ¢ denso em si mesmo, existe a € X \ A/, tal que a1 < a < as.

Seja Apy1 = Ay, U{a}, farilar = fl e far1(a) = guy1. Entdo fr 41 é um isomorfismo entre A, e
Bn+1 com Tpy1 € Xn+1 € Qnt1 € Bn+1. O]

Teorema 14.8. Seja Y um conjunto linearmente ordenado denso em si, sem ponto de maximo e minimo
em que todo todo conjunto limitado nao vazio possui supremo. Se Y tem um conjunto denso enumeravel
entdo Y é isomorfo a R.

Demonstracao. Seja X um conjunto enumeravel e denso de Y. Entao X é denso em si mesmo, nao tem
méximo ou minimo. Entao existe um isomorfismo f : X — Q. Defina g(y) =sup{f(z): z <y,z € X}.
Entao g é um isomorfismo de Y em R.

Dado y; < y2 tome 21,22 € X tal que y; < 1 < z2 < y2. Entdo g(y1) < f(z1) < f(z2) < g(y2).
Assim, g preserva ordem e é injetora. Para provar que g é sobrejetora, fixe r € R . Entdo S = {s € Q:
s<r}étal quer =supS. Seja A= f~1[S]. Temos que A é limitado superiormente, portanto podemos
tomar ¢t = sup A.

Afirmamos que A = {z € X : z < t}. Como S néo tem méximo e f é isomorfismo, segue que A nao
tem méximo. Assim, A C {z € X : z < t}. Por outro lado, se z < t, existe 2’ € A tal que z < 2/ < ¢.
Como f é isomorfismo, temos que f(z) < f(z') < r, pois, ' € A implica que f(z') <r. Logo, z € A e
temos AD {zr e X : z <t}

Assim, g(t) = sup f[A] =supS =1 e g é sobre. O
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homeomorfos a racionais.jpg

Figura 14.2: Isomorfismos com o conjunto dos racionais.

14.2 ‘Uma ponte entre dois fechados’: Lema de Urysohn.

14.2.1 Fazendo rodelas para construir uma funcao continua.

No caso de Lema de Urysohn, vamos associar uma rodela a um intervalo, entao seria jogar cada ponto
da rodela a algum lugar 'préximo’ do valor que a funcéo ird receber ao final da construcdo. Aumentando
o numero de rodelas iremos também dar mais precisao sobre onde estao os pontos em funcao das rodelas
e rodelas mais finas se associam a intervalos cada vez menores, o que garantira a continuidade da fungao.
As rodelas seriam mais ou menos as aproximagoes de um conjunto de curvas de nivel da funcao que
estamos construindo.

Ao invés de [0,1] a conta funciona igual para um intervalo [a,b]. Nesse caso temos dois plateaus, o
F em altura a e o G em altura b. O grafico da extensao seria uma ponte entre eles.

Teorema 14.9. (Lema de Urysohn) Se X é normal e F' e G sdo fechados disjuntos entao existe f :
X — [0, 1] continua tal que f[F] = {0} e f[G] = {1}.

Demonstrag¢ao. Vamos comegar enumerando todos os racionais entre no intervalo fechado [0, 1] com uma
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Figura 14.3: O Lema de Urysohn.

bijegdo {r, : n € N} de forma que ro = 0 e 1 = 1. Usando normalidade, podemos encontrar Uy e U;
abertos de X taisque FC Uy CUy CU, CU; C X \ G. Suponhamos que ja definimos U,, para todo
k < n de modo que se 1y < r; entao Uy, C U,,. Tome rp41. Como 0 = rg < rp41 < 1 = rq, podemos
fixar r; e ry,, com i, m < n tais que r; < r, +1 < 1 € 7y — 1 é 0 menor valor possivel (ou seja r; é
0 mais préximo a esquerda de 41 € 7, 0 mais préximo a direita de z,41). Temos por indugao que
U,, CU,, . Assim, pela normalidade de X existe um aberto U,., o talque Uy, C U, ., CU,. ., CU,....
Como r; e 1y, 530 0s mais proximos a r,41, segue que se ry < r; entao U,, C U,, para todo j,k <n+1.

Agora vamos definir f: X — [0,1]. Seja f(z) = inf({ry : = € U, } U{1}). De fato, f(z) € [0,1].

Para mostrar que f é uma fungao continua, basta mostrar que f~1[[0,7[] e f~![Jr, 1]] sdo conjuntos,
abertos, pois os abertos da forma [0, 7] e ]r, 0] formam uma subbase de [0,1]. Seja = € f~1[[0,r[]. Entdo
f(z) < r. logo seja ¢ racional tal que f(z) < ¢ < r. Pela definicao de f(x), segue que = € U,. Pela
defini¢ao de f temos que f(y) < ¢ para todo y € U,. Assim, x € U, C f~!{[0,r[]. Como = é um ponto
arbitrdrio do conjunto, segue que f~1[[0,7[] é aberto.

Seja x € f~![|r,1]]. Entdao r < f(x). Tome g, ¢’ racionais tais que r < ¢ < ¢’ < f(x). Como ¢’ < f(x)
segue que x ¢ Uy. Assim, x ¢ U,. Para cada y ¢ U,, temos que y ¢ U,, assim r < ¢ < f(y). Portanto
r€X\U,e X\U, C fYr,1]]. Como z era um ponto arbitrério do conjunto, segue que f~1[]r,1]] é
um conjunto aberto. Como a imagem inversa de abertos da subbase sdo abertos, temos que fé continua.

Falta apenas checar que f[F] = {0} e f[G] = {1}. Se z € F entdo x € Uy, logo f(z) =0. Sexz € G
entdo z ¢ X \ G. Como U, C U; C X \ G, segue que x ¢ U,, para todo ¢ racional entre 0 e 1. Assim,
f(z)=1. O




Capitulo 15

Separando ponto e fechado por
funcoes.

15.1 Espacos completamente regulares.

15.1.1 Definicao de Espagos completamente regulares.

Definicao 15.1. Um espago X é completamente regular se para todo x € X e todo fechado F' tal que
x ¢ F existe uma fungao f : X — [0, 1] continua tal que f(x) =0 e f[F] = 1. Note que podem existir
pontos y em X \ ({z} U F) tais que f(y) vale 0 ou 1.

Exemplo 15.2. Todo espago gerado por pseudométricas é completamente regular.
Ja vimos que dado = € X e F fechado com z ¢ F existe g : X — [0,1] tal que g(z) =1 e g[F] C {0}.
Tome f(x) =1— g(x).

Proposigao 15.3. Espagos completamente regulares sao regulares.

Demonstragio. Sejam x € X e F um fechado tal que ¢ F. Como X é completamente regular, existe
f: X —[0,1] continua tal que f(z) =0 e f[F] = {1}. Tome U = f~1[[0,3[] e V = f~![]3,1]]. Entdo
2 €U, FCVeUNV ={. Assim, X é regular. O

Exemplo 15.4. Normal nao implica completamente regular.

Demonstra¢ao. Vimos que existe um espaco X normal Ty que nao é regular. Logo, X é um espago
normal que nao é completament regular. O

Proposigcao 15.5. Um espago regular e normal é completamente regular.

Demonstragao. Dado um ponto z e F' fechado com z ¢ F, pela regularidade, existe U aberto contendo
r tal que U N F' = (). Usando o Lema de Urysohn, existe uma fungao continua f : X — [0,1] tal que
flU] = {0} e f[F] = {1}. Como x € U, segue que f testemunha a regularidade completa para x e F.

15.1.2 Algumas condicoes equivalentes a ser completamente regular.

Lema 15.6. Seja X um espago topoldgico. Seja C uma subbase de fechados, B uma subbase de abertos
e {V,: z € X} um sistema fundamental de vizinhangas de X. S&o equivalentes:

1) X é completamente regular

2) para todo z € X e todo W aberto tal que x € W entao existe f : X — [0,1] continua tal que
flx) =0e fIX\W] = 1.

3) se C é uma subbase de fechados e z ¢ F com F € C entdo existe f : X — [0,1] continua tal que
J(@)=0e fIF] = 1.

4) se B é uma subbase de abertos, e z € U com U € B entao existe f : X — [0,1] continua tal que
flz) =0e fIX\U] =1.

96
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Demonstragio. 1) + 2). E apenas a relacdo de que complementar de aberto é fechado e vice versa.
1) = 3) e 2) — 4) seguem do fato que os elementos da subbase sdo abertos.

3) = 1). Seja z € X e F um fechado tal que x ¢ F. Como C é uma base de fechados, existem
Cy,...CyeCtalquex ¢ C1U...UC, e C1U...UCk D F. Para cada Cj, existe f; : X — [0, 1] continua
tal que f;[C;] = {1} e fi(z) = 0. Tome f tal que f(y) = max{fi(y),..., fe(v)}. Entdo f é continua
(verifique que o maximo de duas fungoés continua é continua) e f(z) =0e f[F] = 1.

4) — 1). Tome os complementares de B para termos um subbase de fechados C*. Como B satisfaz a
condigao em 4), segue que C* satisfaz a propriedade em 3). Aplicando 3) para C* temos que vale 1). [

15.1.3 Completamente regular, pseudométricas e topologias iniciais de com-
pletamente regulares.

Uma forma um pouco tosca para pensar sobre isso é que cada pseudométrica d4 uma medigao
imprecisa entre um ponto e um fechado, mas o espago pode ser tao torto que é preciso de uma quantidade
grande de medigoes para identificar corretamente os pontos e fechados.

Teorema 15.7. Sado equivalentes: Um espago é completamente regular se e somente se sua topologia é
gerada por uma familia de pseudomeétricas.

Demonstrag¢ao. Ja vimos que a familia de pseudométricas gera uma topologia completamente regular.
Suponhamos que X é completamente regular e tome F a familia de todas as func¢oes continuas de
X em [0,1]. Para cada f € F, seja p; a pseudométrica gerada por f. Como vimos anteriormente,
as py sao pseudométicas continuas em X e portanto as pg-bolas abertas sao abertas em X. Assim
a topologia gerada pelas pseudométricas continuas é menos fina que a topologia de X. Seja x € X
e V uma vizinhanga aberta de . Como X é completamente regular, existe h : X — [0,1] tal que
h(z) = 0 e h[X \ V] C {1}. Temos que pp(z,y) = |h(z) — h(y)] = 1 para cada y € X \ V. Assim
By, (z,3) N X\ V = 0. Portanto temos que = € B, (z,3) C V e portanto as p-bolas abertas geradas
pelas pseudométricas continuas formam uma base da topologia de X. O

Teorema 15.8. Sao equivalentes:
1) Um espago X é completamente regular.
2) 2) X possui a topologia inicial de uma familia de fungoes limitadas de X em [0, 1].
3) X possui a topologia inicial de uma familia de fungdes limitadas de X em R.
4) X possui a topologia inicial de uma familia de fung¢oes de X em R.

Demonstragao. (1) — 2)) Se X é completamente regular com a topologia 7 entao seja F a familia de
funcoes continuas de X em [0,1]. Tome a topologia 77 gerada por F. Como 75 é a topologia menos
fina que torna todas as F continuas, segue que 7 C 7. Para ver a reciproca, seja x € X e V um
conjunto 7 aberto, existe f: X — [0, 1] tal que f(xz) =0e f[X\V] C {1}. Como f € F segue que f é
T7-continua. Portanto, f~1[[0, %[] € 77. Mas, z € £ 10, %[g V. Assim, 7 é uma base para 7 e T = 7r.

(2) — 3)) é imediata.

(3) — 4)) é imediata.

(4) — 1)) Suponha que F é uma familia de fungoes de X em R e seja 77 a topologia inicial gerada
por F.

Seja x € X e F um fechado que nao contém z. Entao existe U; um aberto de R e f; € F para
1<i<ntal que z €();c;cp fi_l[Ui} CX\F.

Para cada i seja §; > 0 tal que |fi(z) — d&;, fi(x) + &;[C U;. Seja g; tal que ¢;(¢) = min{1, (%\fl(t) -
fi(x)|}. Para 1 < i < mn, a fungdo g; : X — [0,1] é continua e g;(z) = 0. Se t € g; '[[0,1]] entdo
gi(t) = 51 fi(t) — fi(x)] < 1. Logo, |fi(t) — fi(z)| < &;. Portanto f;(t) €]fi(x) — &, fi(x) + [ Us. Logo
g; '[[0,1] € f7[UA).

Tome g tal que g(t) = max{g;(t) : 1 <i < n}. Entdo g é continua, g(z) = 0e g~*[[0,1]] C g; *[[0, 1[].
Portanto g~ 1[[0,1]] € Nycje,, fi ' [Ui] € X\ F. Assim g[F] C {1}. O

Corolario 15.9. Seja F uma familia de fungoes f; : X — Y;, onde cada Y; é completamente regular
para cada i € I. Entao topologia inicial gerada por F é completamente regular.

Demonstragao. Paracadai € I, seja G; as fungoes continuas de Y; em R. A topologia inicial gerada por F
coincide com a topologia inicial gerada por (J,c;{go fi : g € Gi}. Portanto a topologia é completamente
regular. O



98 CAPITULO 15. SEPARANDO PONTO E FECHADO POR FUNCOES.

Corolario 15.10. Regularidade completa é uma propriedade hereditdria e produtiva.

Demonstracao. Subespaco e produto de Tychonoff sao topologias iniciais. O

15.1.4 Produto enumeravel de espacos metrizaveis é metrizavel.

Teorema 15.11. Se X; é um espago gerado por uma topologia pseudométrica, para cada i € N, entao
[I;cn Xi com a topologia produto é um espago pseudometrizavel

Demonstrag¢ao. Dada a pseudométrica p; € X;, considere a pseudométrica p; = p; o m;. A topologia ge-
rada por {p; : ¢ € N} coincide com a topologia produto e a topologia gerada por uma familia enumerdvel
de pseudométricas é gerada por uma pseudométrica. O

Corolério 15.12. O espaco [0,1]N é um espaco metrizével.

Demonstrag¢ao. A pseudométrica que gera a topologia é uma métrica. O

15.2 O Axioma de Separacgao T3%.

15.2.1 Definindo T3%

Dado um espago topoldgico arbitrario, queremos enxergéd-lo como o subespago de um outro espago.
No caso, 0 espago mais simples seria o produto de Tychonoff de J cdpias do intervalo [0, 1] que serd
denotado por [0,1]7. Como [0,1]” satisfaz Tp e é completamente regular, podemos apenas trabalhar
com a imersoes de espacos 15 que sao completamente regulares.

Definicao 15.13. Um espago completamente regular e T ¢ chamado de espaco T; 1.
Lema 15.14. Um espago T3 ¢ T5.

Demonstra¢ao. J4 vimos que espacos completamente regulares sao regulares. Entao espagos completa-
mente regulares + T4 sao regulares +77 = T5. O

Ainda nao vimos exemplo de regular que nao é completamente regular e isso serd feito depois.

15.2.2 Por que T3%? E outras observagoes sobre a definicao.

H4 lugares (como receitas de bolo e livros de matemética) em que 3% =3+ % A propriedade Ty é
mais forte que Ty 1 pelo Lema de Urysohn. Existem autores que usam T% oulj5.

N&o hd um consenso sobre a notacdo. Alguns autores denotam T3 como espacos regulares e Hausdorff
e espagos Ty 1 COIMO espagos completamente regulares e Hausdorff. Alguns outros autores usam regular
como equivalente a T3 e alguns colocam que T3 nao implica T;. E o mesmo ocorre com completamente
regular e Ty L assim, é preciso verificar qual a definicado que o autor utilizada em seu texto.

Decidimos usar a notacao de completamente regular sem T por que isto facilita a notacdo para falar
de topologias geradas por pseudométricas (num texto antigo, eu usei T3 e regulares como a mesma coisa,
entdo até a mesma pessoa pode mudar sua notagzio).

15.3 Resumindo as relagoes T;, i € {0, 1, 2,3,3%,4}.
Teorema 15.15. T, — T3% — T3 = T — T7 — Ty e nenhuma delas é uma equivaléncia.

Demonstra¢ao. Vimos que Ty implica regular e que regular +normal implica completamente regular.
Assim, T} implica Ty 1 (ou diretamente usar o Lema de Urysohn e que unitdrios sdo fechados num 73 .)
Ja vimos que completamente regular implica regular, que 75 = regular + 7 implica 75 que implica
Ty que implica Tp.
Também ja vimos exemplos de Ty que nao é 11, T1 que nao é 15, 15 que nao é T3. Veremos abaixo
os exemplos de T3 que nao é Ty 1e T, 1 que nao é Ty.
O
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15.3.1 Um T3 que nao é Tj;.

Vamos ver outros exemplos quando vermos quocientes.
Exemplo 15.16. T35 nao implica completamente regular.

Demonstragdo. Seja X o semiplano superior fechado de R? e X = X, U {(0,—1)}.

Para cada (z,y) € X com y > 0 seja Vi, ) = {{(z,%)}}.

Para cada (2,0), Sz0 = {(2,t) : 0 <t <2} U{(x,0) + (t,t) : 0 <t < 2}. Note que S,y sdo dois
segmentos de reta saindo de (x,0), um com angulo de 45 graus com o eixo das abscissas e o outro com
angulo de 90. O sistema de vizinhangas V, ¢ ¢ dado por {{(x,0} U (S(z,0) \ F) : F' C X, ¢ finito }.

Para (0, —1), defina Vo 1y = {{(0,-1)} U{(z,y) € Xo: x> i} : i€ N}

Fica a cargo do leitor se convencer que {V(, ) : (z,y) € X} é um sistema fundamental de vizinhangas
abertas para uma topologia de X e que esta topologia é T.

Note que os abertos em V, ,) com (x,y) € X¢ sdo clopen. Portanto temos a regularidade para todo
(z,y) € Xpo. Falta verificar apenas a regularidade de X para o ponto (0, —1). Note que se i € N entéo
{00, -1)}U{(z,y) € Xo: z>i+3} C{(0,-1)}U{(z,y) € Xo: x> i}. De fato tome (z',3') € X com
' <i+1. Sey >0 entdo {(z/,y')} é aberto e néo intersecta {(0,—1)} U {(z,y) € Xo: > i+ 3}. Se
y' = 0entdo (z”,y") € Sy o) étal que 2 < 2’42 < i+142 < i+3. Portanto S, 0)N{(0, —=1)}U{(z,y) €
Xo:z>i+3}=0. Assim, {(0,-1D)}U{(z,y) € Xo: 2 >i+3} C{(0,-1)}U{(z,y) € Xo: = > i}.
Assim, X é regular em (z,0).

Vamos agora verificar que X nao é completamente regular. Primeiro note que F = {(z,0) : = < 0}
é um fechado.

Afirmagao. Se f(x,0) =1 e f é continua entdo existe £, enumerdvel tal que f[S(; 0y \ Ez] = {1}.

Demonstragdo da Afirmagdo. Para cada n > 0 natural, existe [, finito tal que f[{(z,0)} U (S(,0) \
F,)] €]l — 1,1]). Tomando E, = J,,~q Fn, temos que f[S(,0) \ Ez)] = {1}.

Suponha que existe uma funcao continua f: X — [0, 1] tal que f[F] = {1} e f((0,—1)) =0.

Tome A infinito enumerdvel em [—1,0]. Por hipdtese, f((x,0)) = 1 para cada z € Ay. Para
cada z € A fixe B, tal que f[S0) \ Ex] = {1}. Temos que J,c,, Bz é enumerdvel. Temos que
[0, 1\ {t: (t,5) € Up,ea, £x} é ndo enumerdvel, logo podemos fixar Ay C [0, 1]\ {t: (t,5) € U,ea, Lz}
infinito. Se a € A; entdo (S0) \ Ex) N S0y # 0, para cada z € Ag. Assim para todo F C X
finito, temos que existe x € Ag tal que (S(z,0) \ Ez) N (S(a,0) \ F) # 0 (pois os segmentos de inclinagao
45 graus sdo dois a dois disjuntos). Se (u,v) € (S(z,0) \ Ez) N (S0 \ F) entdo f((u,v)) = 1 assim,
f((a,0) = 1 para todo a € A;. Podemos agora prosseguir por indugao e encontrar A,, C [n — 1,n] tal
que f[A, x {0}] = {1} para cada natural n. Portanto, para toda vizinhanga W de (0, —1), existe n tal
que A, x {0} CW. Entao f((0,—1)) =1, contradicao. O

15.3.2 Um T;1 e nao é Tj.

Exemplo 15.17. O Plano de Niemtyski é T3%.

Demonstrag¢ao. Ja vimos que o exemplo ndo é normal. A topologia de Niemtyski é mais fina do que a
topologia do semiplano superior fechado de R?, logo ela é Haudsdorff.

O eixo das abscissas no topologia de Niemtyski é um fechado e discreto na sua topologia de subespaco.
De fato, o eixo das abscissas é fechado em R? e a topologia de Niemtyski é mais fina do que a topologia
de subespaco de R2. As vizinhancas do sistema fundamental de vizinhancas de um ponto na abscissa
usado na definicao da topologia sé intersectam um ponto da abscissa, assim, os pontos da abscissa sao
isolados no subespago da abscissa.

Para ver que o plano de Niemtyski é completamente regular, tomemos um ponto (z,y) € X e um
aberto do sistema de vizinhangas de V(, ,). Vamos comegar com y > 0. O aberto ¢ uma bola aberta
centrada em (z,y) de raio € onde a bola estd toda contida no semiplano superior aberto. Temos que
a métrica Euclidiana é continua por que a topologia de Niemtyski é mais fina do que a do semiplano
superior com a topologia de subespago. Assim a distancia d de (z,y) a um ponto do semiplano superior
aberto é continua. Para cada (a,b) € X seja

Fla,b) = {d((%y)a (a,b))  se (a,b) € BdEELy)’E;
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Figura 15.1: O espago de Niemitzky é completamente regular (e portanto 75 1 ).
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Para os pontos (a,b) cuja distdncia é menor que 1, podemos usar a continuidade da distancia dentro
da bola. Para os pontos cuja disténcia é maior que 1 basta usar a continuidade da fungao constante no
aberto X \ By[(z,y),€]. Para o ponto (a,b) de distdncia 1 a (z,y), dada uma vizinhanga de V de 1,
encontre uma vizinhanga U de (a, b) tal que d((x,y), (a,b) € V para todo (a,b) € U. Entao f((a,b)) € V
para todo (a,b) € U (pois 1 € V).

Para os pontos (z,0), Fixe § > 0. A bola By((z,9),d), entao Vs = By((z,9),9) U {(z,0)} é uma
vizinhanga no sistema fundamental de (z,0).

Para (a,b) no semiplano superior aberto, podemos tracar a semireta que sai de (z,0) que passa por
(a,b). Entao essa semireta intersecta a circurferéncia Sy((x,0), ) de centro (x,d) e raio § em exatamene
um ponto que denotaremos por (a*,b*). Podemos comparar a distancia de (a,b) e (a*,b*) usando

d((=,0), (a,b))

00 = 300, (a7, ))

para todo(a, b) no semiplano superior aberto.

Afirmagao. Fixe v > 0. Entao g(a,b) = I para todo (a,b) € Sq((z,7),7) se (a,b) # (z,0).

Dem. da Afirmagao: Vamos calcular g(a, b) para (a,b) € Sq((x,7),7) com (a,b) # (0,0). Se tomamos
o ponto (z,27v) € Sq((z,7),7), temos que o ponto (z*,(27)*) é o ponto (r,25). Assim, g(z,27y) = $.

Escolha (a,b) # (x,0) pertencente a Sy((z,7),7y) com a # x. Como ambas as circunferéncias sao
tangentes a abscissa no ponto (0,0), podemos ver que o tridngulo (z,0) (a,0) e (a,b) é semelhante ao

R N % 1% - - (a—z)2+0b2 _ b _ ,

tridngulo (x,0), (a*,0) e (a*,b*). Temos entao que g(a,b) = Toomar b = . Também temos
que (a —z)%+ (b—7)? = 2. Logo, (a —x)? +b% — 2by + 2 = 72 e segue que (a — z)? + b* = 2by. Além
disso, Também temos que (a* — x)2 + (b* — §)? = §2. Logo, (a* — x)? + (b*)? — 2b6 + 72 = 42 e segue

que (a* —x)? + (b*)% = 2b*5. Entdo [? = % = 2215’—]5 = 1.%. Portanto g(a,b) =1 = 1. O

Usando a afirmagdao que acima, note que essa funcdo é continua no plano superior aberto como
subespaco de R?. Para isto, observe que uma bolinha no semiplano superior se encaixa dentro de um
arco de um circulo de raio menor que a distancia de (z,0) & bolinha e um raio maior que a distancia de
qualquer ponto da bolinha a (z,0).

A topologia no subespago coincide com a topologia de subespago aberto do plano de Niemtyski.
Denote Vs = By((x,6),6) U {z,0}. Assim, g é continua na topologia de Niemtyski dentro do semiplano
superior aberto.

Defina

_ Jg(a,b) se (a,b) € Vs
h(a7b)_{1 se (a,b) € X\ Vs

Para checar a continuidade precisamos dividir em 4 tipos de pontos. Primeiro vamos checar sobre o
valor de g nos pontos de V,:

1) no ponto (z,0). Dado um € > 0, fixe v < €.d.

Assim, para todo (a,b) em V, distinto de (x,0), temos que h(a,b) = g(a,b) < g(a’,0") < ¥ < € onde
(a’,b') é o ponto de Sy((x,7),7) correspondente a (a,b) quando tomamos o segmento que passa por
(2,0) e (a,b). A partir disto, temos que h[V,] C [0,¢[ e h é continua em (z,0).

2) no ponto (a, b) com (a,b) ¢ Bg[(x,0),d]. Entao existe uma vizinhanca U de (a, b) que néo intecepta
Bg[(z,9),0], logo ndo intersecta V5. Entao temos h[U] = {1}. Portanto h é continua em (a,b).

3) (a,b) € Vs \ {(z,0)}. Neste caso, (a,b) € By((z,d),d) que é um aberto no semiplano superior
aberto e g e h coincidem em By((z,9d),d). Como g é continua em By((x,d),d), segue que h é continua
em (a,b) € By((x,0),0).

4) (a,b) € Sq((,6),9)\ {(z,0)}. Claramente temos que h(a,b) = 1. Dada uma vizinhanga aberta de
V de 1, como (a,b) estd no semiplano superior aberto existe uma vizinhanga aberta U de (a,b) tal que
glU] C V. Como 1 € V, segue que h[U] CV e h é continua em (a, b).

O

15.3.3 Imersao de espacos 7; 1 em produtos de intervalos.

Teorema 15.18. Seja F a familia de todas as fungdes continuas de X em [0, 1], onde [0, 1] estd com a
topologia usual. Entdo AF ¢é uma imersdo de X em [0,1]7.
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Demonstragdo. A fungdo AF é uma funcio continua, pois [0, 1] tem a topologia inicial das projegoes
{my: feF}enmsoAF = f é continua para cada f € F.

Como o espago é T} basta mostrarmos que F separa pontos de fechados. Dado = € X e F fechado
tal que © ¢ F, existe pela definicdo de completamente regular uma fungido f € F tal que f(z) = 0
e f[F] C {1}. Logo f(z) ¢ f[F] = {1}. Logo, AF satisfaz a propriedade desejada pelo teorema da
imersao. O

15.3.4 Imersoes ‘economicas’. Um teorema de metrizagao.
Vamos agora ver que podemos imergir usando menos fungoes.

Teorema 15.19. Seja B uma base de abertos infinita de um espago T4 1 X. Entao existe uma familia
F de fungoes continuas que separa pontos e que separa ponto de fechados com |F| < |B].

Demonstragdo. Seja C = {(U,V) € Bx B) : U C Veexiste f : X — [0,1] continua com f[U] =
{0} e f[X \ V] = {1}}. Para cada (U,V) €C, fixe fy,v) tal que fyv)[U] = {0} e fu,)[X \ V] ={1}.
Defina entdao F = {f(U,V) : (U,V) € C} Como X ¢é Ty, basta mostrarmos que F separa pontos de
fechados.

Seja z € X e F um fechado tal que x ¢ F. Usando que B é base, existe V € Btalquexz € V C X\ F.
Usando que X é completamente regular, existe g : X — [0, 1] continua tal que g(z) =0e g[X \ V] = 1.
Seja U € Btal que z € U CU C g '[[0, 1[].

Seja f tal que f(y) = 2.max{0,g(y) — 3}. A funcdo f é continua, f(y) € [0,1] para todo y € X.

Se y € U entdo g(y) < 3 e portanto f(y) = 2. max{0,g(y) — 3} =2.0=0.

Se y € X \ 'V entdo g(y) = 1. Portanto f(y) = 2. max{0,g(y) — 3} = 2. max{0, 1} = 1.

Portanto, (U,V) € C e fw,yy) € F. Logo, temos que f,vy(z) € fwv)[U] = {0} e fv)[F] C

fown[X\V]={1}.
Assim, F separa pontos de fechados. O

Teorema 15.20. Se X é T3 e satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade entao X é isomorfo a um
subespaco de [0,1]N. Em particular, X é metrizével.

Demonstra¢do. Vimos que um espago regular e com base enumeravel é normal. Espagos normais e T} sao
T3%. Um espago TB% com base enumeravel possui uma familia enumeravel que separa pontos e separa
pontos de fechados. Assim, X pode ser imerso num produto enumerével de [0,1]’s que é metrizédvel.
Assim, X é homeomorfo a um subespacgo de um metrizavel, portanto X é metrizavel. O



Capitulo 16

Equivaléencias e aplicacoes do
Axioma da Escolha. Teorema de
Tychonoft.

16.1 O Lema de Zorn.

Defini¢gdo 16.1. Uma ordem parcial é uma ordem reflexiva e transitiva (dois elementos nao precisam
ser comparaveis).

Um subconjunto nao vazio de uma ordem parcial é uma cadeia se é um subconjunto linearmente
ordenado na subordem.

Um elemento na ordem parcial é maximal se nenhum elemento da ordem é estritamente maior que
ele. (Note que elemento maximal nao precisa ser maximo, e que podem existir maximais incomparaveis).

Lema de Zorn: Dada uma ordem parcial tal que toda cadeia tem majorante entao a ordem parcial
possui elementos maximais.

Teorema 16.2. O Axioma da Escolha é equivalente ao Lema de Zorn.

A prova desse resultado é feito no curso de teoria dos conjuntos.

16.2 ‘Vai um ultracafezinho ai? Acabou de passar no ...".

16.2.1 Ultrafiltro.

Definicao 16.3. Dizemos que um filtro F de X é um ultrafiltro se é filtro maximal na relacao C, ou
seja, se G é um filtro tal que F C G entao F = G.

Teorema 16.4. Todo filtro pode ser estendido para um ultrafiltro.

Demonstracdo. Seja G um filtro sobre X. Seja § a familia de todos os filtros F tal que G C F. Como
G € §, segue que F é uma ordem parcial ndo-vazia, pois C é transitiva e reflexiva. Seja § uma cadeia
em §. Vamos verificar que |J§F é um majorante para a familia §’. Claramente F C [J§’ para cada
F € §'. Assim, basta mostrarmos que | J§ € §. Como G C |JF, resta verificarmos que |JF' é um filtro.

Como () ¢ F para todo F € §', segue que 0 ¢ JF'.

Seja A € |JF e B tal que A C B C X. Entéo existe F € § tal que A € F. Como F é filtro, A € F
e AC BC X, segue que Be€ F C|JF'. Assim, Be |JF.

Dados, A, B € |J§ existe F4 e Fp elementos de § tais que A € F4 e B € Fp. Como § é uma
cadeia, segue que F4 C Fp ou Fg C Fy4. No primeiro caso, temos que A, B € Fp e no segundo temos
que A, B € F4. Assim, pelo fato de serem filtros, temos que ANB € Fp CUF ou ANB e Fyu CUTF.
Assim, ANB e |J¥'.

Com isto, | J§ é um filtro em F.

Como toda cadeia de § possui majorante, segue do Lema de Zorn que § possui um elemento maximal
F. Como § € §, segue que G C F.
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Se F' é um filtro contendo F, entao em particular, temos que G C F’'. Assim, F' € §. Pela
maximalidade de F em §, segue que F = F'.
Logo, F é um ultrafiltro estendendo G.

Proposicao 16.5. Seja F um filtro sobre X.

Sao equivalentes:

1) F é ultrafiltro.

2)Se Ae P(X) e ANF # () para cada F € F entdo A € F.

3) F é um filtro primo, ou seja, para todos A, B subconjuntos de X tais que AUB € F entao A € F
ou B e F.

4) paratodo A€ P(X)ouAe FouX\AcF.

Demonstragio. (1) — 2)). Seja F um ultrafiltro e suponhamos que AN F # () para cada F € F. Entao
{ANF: F € F} possui PIF. Assim essa familia gera um filtro G que estende F. Pela maximalidade de
F,segue que A € G =F. Assim, A € F.

(2) = 3)). Suponhamos que vale 2) e tome A, B C X tais que AUB € F. Se A € F entao a hip6tese
estd satisfeita. Se A ¢ F entao existe Fy € F tal que ANF4 = 0. Como AU B e F, pertencem a F
segue que (AUB)NF4 € F. Agora, (AUB)NFy = (ANF4)U(BNF4) COUB = B. Assim, B
contém um elemento de F e portanto B € F.

(3) = 4)). Para cada A C X, temos que AU (X \ 4A) = X € F. Assim, como F é primo, segue que
ouAde FouX\AeF.

(4) — 1)). Iremos fazer pela contrapositiva. Suponhamos que F nao é um ultrafiltro. Entao existe
um filtro G tal que G 2 F e G\ F # (. Fixe A € G\ F. Como G é filtro e A € G, segue que X \ A ¢ G.
Como F é subconjunto de G, segue que X \ A ¢ F. Assim, temos que nem A e nem X \ A pertencem a
F. Assim 4) nao estd satisfeita. O

Lema 16.6. Se f: X — Y é um funcao (ndo é necessdrio topologias e continuidade aqui) e Fx é um
ultrafiltro em X entdo o filtro Fy gerado por {f[F]: F € Fx} é um ultrafiltro em Y.

Demonstragdo. J4 vimos anteriormente que F é um filtro. Suponha B C Y. Entao f~![BJUf~1[X\B] =
X € Fx. Como Fx é primo, segue que f~[B] € Fx ou f~}X \ B] € Fx. Assim ou f[f~*[B]] ou
fIf~'[X \ B]] pertencem Fy.

Como f[f~Y[B]]C Be f[f [X\B]] € X\ B, segue que B € Fy ou X \ B € Fy. Assim, Fy é um
ultrafiltro. O

16.2.2 Teorema de Tychonoff usando ultrafiltros.

Teorema 16.7. (Teorema de Tychonoff) O produto de espagos compactos é compacto (usando ultra-
filtros).

Demonstragao. Seja {X; : i € I} uma familia de espagos compactos ndo-vazios. E seja G um filtro
em [[,.; X;. Seja F um ultrafiltro que estende G. Para cada i € I, seja F; o filtro gerado pela base
{mi[F]: F € F} paracada i € I.

Fixe j € I. J& vimos que, como F ¢ ultrafiltro entdo o filtro F; gerado pela imagem de uma funcao,
¢ ultrafiltro. Pela compacidade de X, temos que existe alguma extensao de F; que converge para algum
ponto z;. Como F; é ultrafiltro, segue que esta extensdo convergente é o préprio F;.

J& vimos anteriormente que um filtro no produto converge para (z; : 7 € I) se e somente se os filtros
F; gerados pela projegoes de F por m; convergem para x; para cada ¢ € 1.

Portanto F converge.

Caso alguém queira ver a prova direta deste ultimo fato na direcao que mecessitamos: Similarmente
como na prova do caso finito, podemos verificar que

(U; % [Lien gy Xi) N F # 0 para cada ' € F e cada U; vizinhanga aberta de zj. Como F é um
ultrafiltro, seque que Uj X Hie]\{j} X; € F. Como isto vale para todo j € J, todos os abertos subbdsicos
contendo (xz; : i € I) pertencem a F. Como F é um filtro, seque que todos os abertos bdsicos que contém
(z; : 1 € I) sao elementos de F. Logo, F converge para (x; : i € I).

Assim, todo filtro em [, ; X; possui uma extensao convergente. Portanto, temos que [, X; é

compacto.
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Note a importincia de F e JF; serem suas unicas extensoes para que o argumento funcione. O

Corolario 16.8. [0,1]/ é um espaco compacto Hausdorff, para todo conjunto de indices I.

16.3 ‘Caiu na ultrarrede é —wltrapeixe- limite’.

16.3.1 Ultrarredes.

Definicao 16.9. Uma rede (z) : A € A) é uma ultrarrede se para todo A C X existe A\g € A tal que
{zx: A> X} CAou{zy: A> X} C X\ A

Teorema 16.10. Toda rede possui uma subrede que é uma ultrarrede.

Demonstragdo. Dada uma rede (zx : A € A), j4 vimos que {{xzx : A > Xo}) : Ao € A} gera um filtro.
Assim podemos estender este conjunto para um ultrafiltro F.

Considere ' = {(\,F) e Ax F: zyx € F} onde (N, F') > (\,F)se N > e F' CF.

Seja ¢ : I' — A tal que ¢(\, F') = \. Claramente a projecao na primeira coordenada preserva ordem,
assim, ¢ preserva ordem, pois é a projecao restrita a I'. Para ver que ¢ é cofinal, para cada A € A, temos
que (A, X) €T com ¢(\, X) > A

Seja yoa,F) = To((r,F)) = Ta- Entdo (yon )y : (A, F) €T') é uma subrede de (zx : A € A).

Resta verificarmos que (yo\,r) : (A, F) € ') é uma ultrarrede. Para isto, tome A € X. Como F é
ultrafiltro, segue que existe FF € F tal que F C Aou FF C X \ A. Temos que FN{z): A € A} # 0.
Assim, fixe A\g tal que ), € F. Assim, (Ao, F) €T e

Entao {yov,pry @ (N, F') > (Xo, F)} € F (pois, pela definicao de I' e da rede, temos y(\/,p)y = za €
F' CF).

Portanto, {yo pry : (Vs F') > (o, F)} € A on {yom © (V,F) > (o, F)} € X\ A Logo,
(Yo, ry + (A F) €T) é ultrarrede. O

Teorema 16.11. Se = é ponto de acumulacao de uma ultrarrede S entao x é limite de S.

Demonstragao. Seja S = (xy : A € A) uma ultrarrede que tem x como ponto de acumulagdo. Tome U
uma vizinhanca de X. Entéo existe A\g € A tal que {zx: A > X} CU ou {xr: A >N} C X \U. Note
que a segunda opgao é equivalente & {xy : A > A} NU = 0.

Como x é ponto de acumulacdo de S, segue que existe A > Ao tal que z) € U. Assim {z) : A >
Ao} NU #D. Logo, {zx: A > X} CU. Como U é uma vizinhanga arbitrdria de = segue que S converge
para x. O

16.3.2 Teorema de Tychonoff usando ultrarredes.

Teorema 16.12. (Teorema de Tychonoff) O produto de espagos compactos é compacto (usando ultrar-
redes.).

Demonstragao. Seja {X; : ¢ € I'} uma familia de espagos compactos ndo-vazios. E seja S uma rede em
[I;c; Xi. Podemos tomar entao uma ultrarrede ((zx;: 7 € I): A € A) que é uma subrede de S.

Para cada j € I, temos pela compacidade de X; que existe z; € X; tal que x; é ponto de acumulacao
de (zx,; : A € A). Entdo temos que (zy; : A € A) converge para x; para todo i € I. Neste caso, ji
vimos que ((zx;: ¢ € I): A € A) converge para (z; : i € I). O

16.4 De volta a normalidade: a normalidade nao é hereditaria.

16.4.1 ‘Just a spoon full of compactness to help the hereditarily normality
go down.’

Teorema 16.13. Um espaco é T, 1 se e somente se é um subespaco denso de um compacto Hausdorff.
Um espaco é compacto Hausdorff se e somente se X é homeomorfo a um subespago fechado de um
produto de [0, 1]’s.
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Demonstracdo. Ja vimos que as fungbes continuas de um espago X Ty 1 em [0,1] separam pontos e
separam pontos de fechados. Assim, é homeomorfo a um supespaco de produtos de [0, 1]’s. Como vimos,
o produto de [0, 1]’s é compacto. Tomando o fecho da imagem continua, temos um compacto em que a
imagem é densa (o fecho de um compacto é compacto). Assim podemos usar a imagem continua pela
imersao para ver X como um subespago denso de um compacto.

Se o espago é compacto Hausdorff, ele é T3% e pode ser imerso num produto de [0,1]’s. Assim,
sua imagem continua é compacta num produtos de [0,1)’s. Este produto é Hausdorff, logo a imagem
compacta é fechada neste produto. O

Corolario 16.14. A normalidade nao é uma propriedade hereditéria.

Demonstracao. Ja vimos alguns exemplos de espacos 15 1 que nao sao 7y. Como visto anteriormente,
qualquer T, 1 é subespaco de um compacto Hausdorff e espagos compactos Hausdorff sdo 7. Assim,
existem espacos Ty que contém um subespago que nao é normal. O

16.5 ‘Se esta bem ordenado entao a ordem ta de boa’.

16.5.1 Boa ordem. Ordinais. Cardinais.

Definicao 16.15. Uma ordem linear < sobre X é uma boa ordem se todo subconjunto nao-vazio possui
minimo. Dizemos neste caso que X é bem ordenado.

Exemplo 16.16. O conjunto dos naturais com a ordem usual é bem ordenado.
Os resultados a seguir sao provados no curso de teoria dos conjuntos.

Definicao 16.17. Dado um conjunto bem-ordenado (X, <) dizemos que A é um segmento inicial de X
seexistea € X talque A={ze€ X: z<a}.

Todos os conjuntos bem ordenados podem ser comparados entre si:

Teorema 16.18. Sejam X e Y dois conjuntos bem ordenados. Entao uma e apenas uma das seguintes
acontece:

1) X e Y sao isomorfos.

2) X é isomorfo a um segmento inicial de Y.

3) Y é isomorfo a um segmento inicial de X.

Existem conjuntos bem ordenados pelo €. A vantagem deles é que eles estao em qualquer modelo da
teoria dos conjuntos.

Definigao 16.19. Um conjunto « é um ordinal se
os elementos de o sao bem ordenados por pertence e
todo elemento de o é um subconjunto «, ou seja, 8 € v € « entdo 5 € a.

O menor dos ordinais é o conjunto ) que é representado por 0. O 1 é o conjunto cujo tinico elemento
¢ 0. Ou seja, 1 = {0} = {#}. O 2 é o conjunto cujos elementos sdao 0 e 1: 2 = {0,1} = {0, {0}}. Esta é
uma forma de representar os naturais utilizndo apenas a operagao €.

Note que aqui nao faria sentido falar ainda em 1045 por que podemos definir de 0 a 9 como foi feito
acima, mas a partir dai estaremos falando na base decimal, que s6 pode ser definida depois de provarmos
que as operagoes de soma, multiplicagao e exponenciagao estao bem definidas e satisfazem as propriedades
usuais. Para chegar a soma formal, precisamos fazer uma recursao e provar as propriedades por indugao.
Para a multiplicagao usamos que a soma estd bem definida e a usamos para definir a multiplicagao por
recursao etc...

Lema 16.20. Dado um ordinal o, aU{a} é um ordinal. Nao existe nenhum ordinal entre o e U {a}.

Antes de podermos trabalhar com os naturais e usar recursdo ou inducgao, precisamos que exista o
conjunto dos naturais!

A existéncia do conjuntos dos naturais, denotado por w é feita pelo Axioma do Infinito.

Axioma do Infinito: existe um conjunto indutivo, onde X ¢ indutivo se ) € X e se z € X entao
zU{z} e X.
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Assim, dado um indutivo X, w é a intersec¢ao de todos os indutivos contidos em X. Esse conjunto
dé exatamente os naturais definidos na forma acima e é chamado de w. Note que nao podemos falar
diretamente que w = {0,1,2,3...} sem que isso seja uma informalidade.

Assim, w e N sdo 0 mesmo conjunto, mas geralmente w é visto como um conjunto ordenado com
operagao de soma e multiplicacao de ordinais e N como um semigrupo algébrico com uma ordem.

A operagdo de soma n + m é definida recursivamente por n+0=nen+ (m+1) = (n +m) + 1.
Note que (m + 1) + n néo é imediatamente igual a (m +n) + 1 e nem m + n = n + m imediatamente
usando apenas o sucessor para defini-los.

Definicao 16.21. Dado um ordinal « denotamos o + 1 = o U {a} que é chamado de sucessor de a.
Dizemos que [ é sucessor se existe « tal que f = a+ 1. Se 8 nao é sucessor entdo dizemos que [ é
ordinal limite.

Os ordinais sao importantes para formalizar a recursao transfinita e a indugao transfinita. Iremos
mais tarde usar construgoes indutivas de forma intuitiva. Quando fazemos uma construcao indutiva,
geralmente temos trés casos: o = 0, o sucessor e « limite.

Note que dado um conjunto bem ordenado e um ordinal, podemos comparar a ambos, no teorema
abaixo, vemos que sempre ha ordinais que ‘medem’ o mesmo que um conjunto bem ordenado.

Teorema 16.22. Todo conjunto bem ordenado é isomorfo a um ordinal.
A principio, pode parecer que nao existem muitos ordinais.
Teorema 16.23. Para todo ordinal « existe um ordinal 3 tal que |a| < |3].

Definicao 16.24. Um ordinal é inicial se 8 < « implica que |8| < |a|. Os ordinais iniciais sdo utilizados
para representar a cardinalidade de um conjunto bem ordenado.

Teorema 16.25. Se A é um conjunto nao vazio de ordinais entdo A tem minimo. Se A é um conjunto
de ordinais entéo | J A é o supremo de A.

Com os resultados acima, podemos ver que ‘todos os ordinais juntos’ nao é um conjunto, pois se fosse
a sua reuniao seria um ordinal e teriamos um ordinal maior que este.

Teorema 16.26. O Axioma da Escolha é equivalente a todo conjunto pode ser bem ordenado.

Sob o Axioma da Escolha, a cardinalidade de um conjunto pode ser representado por um ordinal
inicial. Neste sentido os ordinais iniciais sao chamados de cardinais.

A grande vantagem de usar uma enumeragao usando um ordinal inicial (cardinal) é que os ‘segmentos
iniciais’ tem cardinalidade menor, possibilitando alguns argumentos de cardinalidade. Veremos um
exemplo a seguir.

Iremos depois enunciar mais propriedades de cardinais quando precisarmos nas construgoes. Vimos
anteriormente que num espago compacto todo conjunto infinito possui ponto de acumulacao completo.
Veremos agora a reciproca que usa boa ordem.

16.5.2 Compacidade usando escolha explicitamente.

Teorema 16.27. Se todo subconjunto infinito de X possui um ponto de acumulacao completo entao X
é compacto.

Demonstra¢do. Suponha que X nao é compacto. Entao seja U uma cobertura aberta de X que nao
possui subcobertura finita. Seja V C U uma subcobertura aberta de cardinalidade minima (tome o
conjunto de todos os cardinais tais que existe uma subcobertura dessa cardinalidade. O conjunto de
cardinais € um conjunto de ordinais iniciais e por isso tem minimo) e seja k a cardinalidade de V (aqui
k € um ordinal inicial). Enumere V como {U, : a < k}. Como U ndo tem subcobertura finita, segue
que k é infinito. Seja z ¢ X e para cada a < k, escolha z, € Uy, \ U5<a Ug se este conjunto é nao-vazio
e tome x, = 2z caso contrario.

Tome I = {a: 24 # 2z}. Afirmamos que X = J,; Us. De fato, se v € X, tome v minimo tal que
z € Uy. Entdo z € Uy \ Ug, Us. Assim, o conjunto U, \ Us_, Us # 0. Portanto, z, € U, \ Uz, Us
ey €I Logo, x € Uy € U,c;Ua- Como V é uma cobertura de cardinalidade minima x, segue que
[I| = k. Seja A = {z : o € I'}. Vamos verificar que A nio tem ponto de acumulacdo completo.

De fato, para cada z € X tome v € I tal que x € U,. Entao z, ¢ U, para cada a € I com o > 7.
Assim, U, é um vizinhanca de x tal que Uy NA C{zg: <~} e {zp: <A} <k =|I|=|A| O
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Pseudométricas completas (+
Totalmente limitado = Compacto).

17.1 Espacos completamente metrizaveis.

17.1.1 Sequéncias de Cauchy. Pseudométricas completas.

Definicao 17.1. Seja p uma pseudométrica sobre X. Dizemos que (z, : n € N) é uma sequéncia de
Cauchy se para todo € > 0 existe N € N tal que p(z,, Z,,) < € para todo n,m > N.

Teorema 17.2. Seja p uma pseudométrica sobre X. Se (x, : n € N) é uma sequéncia convergente
entao é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo. Seja x um limite da sequéncia (z,, : n € N). Entao para § temos que existe N € N tal
que p(x, z,) < § paratodon > N. Logo, pela desigualdade triangular, p(zy, ) < p(2n, )+p(2, Tm) <
5 + 5 = € para todo m,n > N. O

Definicao 17.3. Uma pseudométrica é completa se toda sequéncia de Cauchy converge.
Dizemos que X é completamente metrizével se existe uma métrica completa que gera a topologia.

Proposicao 17.4. 1) Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
2) Se uma subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy converge entdo a sequéncia de Cauchy converge.
3) Se uma sequéncia de Cauchy tem ponto de acumulac¢do entao a sequéncia converge.

Demonstragdo. 1) Existe N € N tal que p(2y,.2m) < 1 paracadan,m > N. Seja M > max({p(xn+1, Tm) :
m < N}U{1}). Entéo temos que {z,, : n € N} C B(xn+1,M)-

2) Se (zn, : k € N) converge para z. Tome K tal que p(x,,,z) < § para cada [ > K. Seja N tal
que p(Tn,Zm) < 5 para cada m,n > N. Entao para cada n > N fixe [ > K tal que n; > N. Entao
(X, ) < p(Xn, Tny) + p(Tn,, ) < § + § = €. Assim, a sequéncia de Cauchy converge para .

3) Se uma sequéncia tem ponto de acumulagio entao ela tem uma subsequéncia convergente. Segue
entdo de 2). O

Exemplo 17.5. O R com a métrica usual é completa. Toda seguéncia de Cauchy é limitada. Assim, a
sequéncia esta contida num intervalo fechado e limitado que é um compacto. Assim, a sequéncia possui
um ponto de acumulacao. Como é uma sequéncia de Cauchy com ponto de acumulagao, segue que é
uma sequéncia convergente.

Exemplo 17.6. O intervalo aberto ]0, 1[ ndo é completo na métrica usual, pois a sequéncia {(% :n>0)}
¢é de Cauchy, mas nao converge.

O R com a métrica usual é completa. Como ]0, 1] é homeomorfa a R, temos que ]0, 1] é completamente
metrizavel.
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17.2 Produtos e subespacos de completamente metrizaveis.

Proposigao 17.7. Se X é um espago pseudométrico completo e F' é um subespago fechado, entao F' é
subespago completo com a pseudométrica restrita a F' x F.

Demonstragdo. Seja p a pseudométrica que gera a topologia de X. Seja (z,, : n € N) uma sequéncia de
Cauchy p. Entao existe x € X que é limite da sequéncia de Cauchy. Como F é fechado e a sequéncia
estd contida em F' segue que o limite x pertence a F'. Assim, toda sequéncia de Cauchy em F' tem ponto
de acumulacao em F'. Portanto, F' é completamente metrizavel. O

Proposigao 17.8. Se X é um espago pseudométrico completo e U é um subespacgo aberto, entao U é
subespago completamente metrizdvel (ndo é a pseudométrica restrita ao subespago).

Demonstragao. Seja f(x) = p(x, X \ U) > 0 a distancia de = ao fechado X \ U pela pseudométrica p.

Temos que f(z) > 0 para todo x € U, pois f(z) = 0seesésex € X\U. Assim, f é uma funcao

continua em U que ndo se anula em U. Seja g(z) = % para todo z € U. Entéo g : U —]0, +oo] é

continua. J& vimos que p, = |g(x) — g(y)| é uma pseudométrica continua em U x U. Assim, o = p+ pg
é uma pseudométrica que gera a topologia de U.

Resta mostrarmos que o é uma pseudométrica completa.

Tome (x, : n € N) uma sequéncia de Cauchy em o. Como p < o, entdo em (z, : n € N) é uma
sequéncia de Cauchy em p no aberto U. Portanto é uma sequéncia de Cauchy em p em X. Como p é
completa em X, existe x € X tal que (x, : n € N) converge para . Como f é continua em X, segue
que f(zy) converge para f(z). Como p, < p, temos que (z, : n € N) é de Cauchy em p,. Assim,
(zn, : n € N) é limitada em p,. Isto implica que existe N € N tal que py(zo, Zm) < N para todo m € N.
Portanto |g(xzo) — g(zm)| < N para todo m € N. Portanto existe M € N tal que (g(z,,) : n € N) é
limitado superiormente por M. Assim f(x,) é limitado inferiormente por ﬁ Assim, f(x) > % > 0.
Portanto ¢ X \ U e x € U. Como g é continua em U, segue que (g(z,) : n € N) converge para g(z).
Logo (x,, : n € N) converge para x em p,. Assim, a (x,, : n € N) converge para x em o (pois converge
para T em p e em pg). O

Lema 17.9. Dado um espago Y chamamos de A(Y"N) = {(z; : i € N) € YN : 2; = z; para todo i, €
N}. Entdo Y é homeomorfo a A(Y™).

Demonstragao. A fungdo f(y) = (y; : i € N) tal que y; = y para cada i € N é uma funcdo continua,
pois 7; o f(y) = y é continua. Por outro lado my : A(YY) — Y é a inversa de f e é continua. Assim Y e
A(YN) sao homeomorfos.

O

Teorema 17.10. Se X; é um espago gerado por uma pseudométrica completa para cada i € I = N
entdo a topologia de [[;.; X; é gerada por uma pseudométrica completa.

Demonstra¢do. Primeiro note que se p é completa entdo p* = min{p, 1} é uma métrica completa (basta
usar € < 1 para ver isto). J& vimos que a topogia gerada por p é a mesma gerada por p*. Assim,
podemos assumir que a métrica completa p; que gera a topologia de X; sao limitadas por 1.

J& vimos que a topologia produto coincide com a topologia gerada por p onde p(z,y) = >, o; %
paracadaz = (z,:n€l)ey = (y,: n€l), comz,y € [[;c; Xi.

Resta entédo mostrarmos que p é completa. Suponha que ((z; : i € I) : k € N) é uma sequéncia de
Cauchy em p. Como p;(x,y) < 2T !p(x,y), segue que (z; ) : k € N) é uma sequéncia de Cauchy em p;
para cada ¢ € I. Como p; é completa, existe a; € X tal que (x; : k € N) converge para a; em p;.

Portanto (z; 1 : k € N) converge para a; na topologia X; paracadai € I. Logo ((x;r: i € I): k € N)
converge para (a; : 7 € I) na topologia produto de [],.; X;. O

Teorema 17.11. Seja X um Hausdorff. Se X; é um subespago de X gerado por uma métrica completa
para cada i € N entdo [,y X; é completamente metrizavel.

Demonstrag¢ao. Podemos fixar uma métrica completa que gera a topologia de X; para cada i € N. Temos
que J];cn Xi é um subespago de X N gerado por uma métrica completa.

Temos que X é Hausdorff entdo X = {(z; : i € N) € [[,cy Xi : @5 = 21} é um conjunto fechado
de XM, Entao A(XY) =, yen Xk ¢ um fechado de X™.
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Logo, A(X™) N (IT;ey Xi) € um fechado de [],o Xi, e portanto completamente metrizdvel. Note
que A((N;en X)Y) = AX™N) N ([Ten Xi). Como ;o Xi é homeomorfo a A(((;cn Xi)™), segue que a
intersecgao ();cy Xi é completamente metrizavel. O

Corolario 17.12. A interseccdo enumerdvel de abertos de um espaco completamente metrizdvel é
completamente metrizavel.

Demonstracdo. Se X é métrico entao X é Hausdorff. Todo aberto de um completamente metrizavel é
completamente metrizéavel, assim a intersecgao dos abertos é completamente metrizavel. O

17.2.1 Totalmente limitado. Teorema de Heine-Borel.

Definigao 17.13. Seja X um espago pseudométrico.
Dizemos o espaco é totalmente limitado se para todo € > 0 existe uma quantidade finita de pontos

Xo de X tal que X =J,cx, B(z,€).

Definicao 17.14. Seja X um espago pseudométrico. Dizemos que um conjunto D é e-denso se toda
bola aberta de X de raio € contém um ponto de D.

Proposigcao 17.15. Um espago pseudométrico é totalmente limitado se e somente se para todo € > 0
existe um conjunto finito e-denso.

Demonstragao. Seja e > 0. Entao existe Xy finito tal que X = (J, .y, B(#,¢). Dado uma bola B(y,€),
temos que existe x € X tal que y € B(x,€). Assim, x € B(y,€). Portanto X é e-denso.

Para a recfproca, seja D um subconjunto e-denso. Basta notar que (J,.p B(w,¢) = X. Sey € X
entdo existe x € D tal que x € B(y,¢€). Portanto y € B(z,€). O

Teorema 17.16. (Teorema de Heine-Borel) Seja X um espago pseudometrizdvel. Entdo X é compacto
se e somente se X possui uma pseudométrica completa e totalmente limitada.

Note que a mesma métrica tem que ser completa e totalmente limitada. Como vimos anteriormente,
R possui uma métrica completa. Se tomarmos a métrica usual de |0, 1[ é totalmente limitada (dado € > 0,
tome n natural positivo tal que % < €, entao {% : 1<k <n-—1} é edenso). Usando o homomorfismo,
podemos definir em R uma métrica totalmente limitada. Entao R possui uma métrica completa e outra
totalmente limitada, mas R nao é compacto.

Demonstrag¢ao. Vamos assumir que p uma pseudométrica que gera a topologia de X. Seja (z, : n € N)
é uma sequéncia de Cauchy em p. Como X é compacto, a sequéncia (qualquer sequéncia) tem ponto de
acumulagao, assim tem uma subsequéncia que converge para x. Por ser uma sequéncia de Cauchy, segue
que (z, : n € N) converge para x. Assim, p é uma pseudométrica completa. Para ver que p é totalmente
limitada, note que {B,(z,¢) : © € X} é uma cobertura aberta de X, portanto pela compacidade, possui
uma subcobertura finita. Entao existe Xo C X finita tal que {B,(xz,€) : * € Xy} é subcobertura aberta.
Assim, X =, cx, Bo(,€) e p é totalmente limitada.

Vamos agora assumir que p é uma pseudométrica totalmente limita e completa. Para cada n natural
positivo, seja D,, um conjunto finito %—denso em X. Entao D = J,,., Dn ¢ denso em X. Assim, temos
que o espago pseudométrico X possui uma base enumeravel 5 de bolas abertas .

Vamos mostrar que X é compacto. Basta mostrar que toda cobertura aberta por elementos de B
possui subcobertura finita. Como U é um subconjunto de B, segue que U é enumerdvel. Podemos entao
enumerar U = {U, : n € N}. Se U possuir uma subcobertura finita, terminamos. Vamos supor por
absurdo que nao existe uma subcobertura finita.

Vamos definir agora uma sequéncia (zy : £ € N) em X e (ny : k € N) estritamente crescente tal que

Dx ¢ Uicp, Uisel>k>1e

2) Tk € Uignk U;.

Tome zo € X arbitrario e seja ng tal que z¢ € |J
ng foi definida para satisfazer 2).

Vamos supor que j& definimos (zx : £k < m) em X e (ng : k < m). Por hipdtese, temos que
X\ Ui<p,, Ui é nao vazio. Assim podemos tomar 2,41 € X \ U;<,,, Us;. Assim, 1) estd satisfeita.

Tome N tal que z,,4+1 € Un (necessariamente teremos que N > n,,) e defina n,,+1 = N. Entdo a
condigao 2) estd satisfeita.

i<no Ui~ A condigao 1) estd trivialmente satisfeita e
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Agora, temos uma sequéncia {zj : k € N}. Vamos produzir uma subsequéncia dessa sequéncia que
é de Cauchy.

Isto é feito por indugao sobre N. Temos que X pode ser coberto por um numero finito de bolas
abertas de raio % Assim, uma dessas bolas deve conter uma quantidade infinita de elementos da
sequéncia {zy : k € N}. Todos os elementos da sequéncia dentro dessa bola distam menos que 1. Entao
podemos fixar Iy C N infinito tal que p(zn, z,,) < 1 para cada n,m € Ij.

Temos que X pode ser coberto por um numero finito de bolas abertas de raio 2% Assim, uma dessas
bolas deve conter uma quantidade infinita de elementos da sequéncia {zy, : k € Iy}. Todos os elementos
da sequéncia dentro dessa bola distam menos que % Entao podemos fixar I; C I infinito tal que
P(Tn, Tin) < % para cada n,m € I.

Assim podemos proceder indutivamente e obter uma sequéncia decrescente Iy 2 I; O I... tal que
para cada j € N temos p(zy, ) < 57 para cada n,m € I;.

Agora, escolha indutivamente uma sequéncia (zy, : | € N) tal que kj41 > ke k) € I; paracadal € N
(isto é possivel, pois cada Il é infinito). Agora veremos que (zg, : | € N) é de Cauchy. De fato, dado
€ > 0 tome [y € N tal que 210 < e. Entao para todo j > lp temos que wy; € I; C I;,. Assim, temos que
para todo j,1 > lp temos p(zx;, Tx,) < 2 ~ < €. Portanto (xy, : | € N) é de Cauchy. Por hipétese, devido
a p ser completa, existe x € X tal que (zy, : | € N) converge para z. Seja mg tal que x € |J Ui;.

Tome l; € N tal que ng,, > mo. Entao z € U Uy =:W.

U; = W para cada k > k;,. Assim, x nao é ponto de acumulacao da

i<mg
iSTLkl

Entao, temos que zy ¢ |J

iSnkl
sequéncia (zy : | € N). Assim,  nao é limite de (zy, : | € N), uma contradi¢do. Portanto segue que U
tem uma subcobertura finita e com isso, X é compacto. O

17.2.2 Continuidade e oscilagao em espagos completos.

Definigao 17.17. Dado um ponto y € M e um denso D de M e f: D — N. A oscilagdo de f em z é
o nimero inf{sup{dn(f(t), f(v)) : t,y € B(z,0) N D} : 6 > 0}.

Lema 17.18. Uma funcgao entre espacos métricos f : M — N é continua em x se e somente se a
oscilagao de f em x é 0.

Demonstrag¢do. Se f é continua em z entdo para cada € > 0 existe § > 0 tal que f[Bp(z,0)] C
By (f(z),€). Assim, pela desigualdade triangular temos sup{dn(f(t), f(y)) : t,y € B(z,0) N M} < 2e.
Como para cada € existe um § como acima, segue que

inf{sup{dn(f(t), f(y)) : t,y € B(z,d)N M} : 6 >0} <inf{2¢: ¢ >0} =0.

Reciprocamente, se a oscilagdo é 0. Dado € > 0 existe § > 0 tal que sup{dn(f(t), f(y)) : t,y €
B(z,0) N M} < e. Em particular, sup{dy(f(¢), f(z)) : t € B(z,6) N M} < e. Assim, temos que
f[Bm(z,0)] € By (f(z),€). Logo f é continua em z. O

Teorema 17.19. Seja D C M denso, onde f: D — N ¢ continua e seja N um espago métrico completo.
Seja M o conjunto dos pontos de M onde a oscilagao de f ¢ 0. Entao existe g : M — N tal que que g
estende f e g é continua em M.

Demonstracio. Para cada x € M, seja se (zn, : m € N) uma sequéncia em D que converge para x. Como
x € M, segue que (f(zn) : m € N) é uma sequéncia de Cauchy. Como N é um espac¢o métrico completo,
existe um tnico ponto para o qual a sequéncia (f(z,) : n € N) converge. Vamos chamar este ponto de
g(x).

Dado uma outra sequéncia (x], : n € N) C D que converge para x, temos que a sequéncia (y, : n € N)
tal que Yo, = Ty, € Yopt+1 = 2, é também uma sequéncia convergente para x. Assim, como x € M, temos
que (f(yn) : n € N) é uma sequéncia de Cauchy e portanto converge, pois N é completo. Como a
subsequéncia (f(yan) : n € N) = (f(z,) : n € N) converge para g(z). Como (f(y,) : n € N) é de
Cauchy e possui uma subsequéncia que converge para g(z) entdo (f(y,) : n € N) converge para g(z).
Assim, a subsequéncia (f(z],) : n € N) = (f(y2n+1) : n € N) converge para g(z). Assim, temos que
g(x) é tal que se a sequéncia de (z,, : n € N) C D converge para x entdo a sequéncia (f(z,) : n € N)
converge para g(z). Além disso, se x € D entdo g(x) = f(x), pois neste caso temos uma sequéncia de D
que converge para = e f é continua em D.

Assim g : M — N estd definida.

Vamos calcular a oscilagdo de g. Dado e > 0 existe 6* > 0 tal que sup{dn(f(¢), f(y)) : ¢
B(x,6*) N D} < e. Para cada z € B(z,6*) N M, temos que existe (z,, : n € N) C B(z,6*)

9

y €
NnD
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converge para z. Assim, (f(z.,): n € N) converge para g(z). Logo, dados y,t € B(z,8) N M, temos
An{9(t), (1)) < A (9t), F(wen)) + Ay (F(@1n), F(ym)) + A (F(@ym) 90))-

O termo do meio, como x4, € Ty m pertencem a B(z,d*) N D, por hipétese é menor que e. Como
(f(zyn) : n € N) converge para g(t) e (f(zyn) : n € N) converge para g(y), podemos fixar n,m € N
tal que dn(g(t), f(ze,n)) < € e dn(f(zym),9(y)) < e. Entdo temos que dn(g(t),g(y)) < 3e para todo
t,y € B(z,6*)NM. Assim sup{dn(g(t),9(y)) : t,y € B(z,0)NM} < 3e. Como para cada e > 0 arbitrario
existe 6*, segue que inf{sup{dn(g(t),g(y)) : t,y € B(z,8) "M} : § > 0} = inf{3e: € > 0} = 0.

Como a oscilagao de g em = é 0 para todo = € M, segue que g é continua em M. O



Capitulo 18

Completamento de espacos métricos.

18.1 ‘O Q vamos completar hoje?’.

18.1.1 R como completamento de Q.

O préprio completamento de Q pode ser feito usando sequéncias de Cauchy. Iremos comecar fazendo
isto. Neste caso temos que redefinir algumas coisas usando Q, pois ‘ainda’ nao podemos usar R. Vamos
fazer algumas defini¢oes especificas para Q. Assim, a leitura adequada desta seccdo é imaginar que R
nao existe ainda.

Definigdo 18.1. Uma sequéncia de Cauchy em (r,, : n € N) € QY é uma sequéncia de Cauchy se para
todo K natural positivo, existe N € N tal que |r, — | < % para todo n,m > N.

Duas sequéncias de Cauchy de Cauchy sao equivalentes se para todo K inteiro positivo, existe N
inteiro positivo tal que |r, — s,| < % para todo n > N. Vamos denotar a relagao por (r, : n € N) ~
($n: n€N).

Lema 18.2. Duas sequéncias de Cauchy (r, : n € N) e (s, : n € N) sdo equivalentes se e somente se
para todo N, K inteiros positivos existe n > N tal que |r, — s,,| < %

Demonstrag¢ao. A ida é imediata. Para a volta, tome M tal que |rp — rp| < 3%( e |sg —rm| < 3%(

para k,m > M. Tome N > M tal que |ry — sy| < 3%( Entao, para todo n > N temos |r, — s,| <
rn = 7|+ |rn = sn|+ sy =70l < -

Teorema 18.3. A relagao ~ é uma relagao de equivaléncia.

Demonstra¢do. Claramente (r, : n € N) ~ (r, : n€N)e(rp,: neN)~ (s, : neN) = (s, : n €
N) ~ (r, : n € N). Para ver a transitiva, (r, : n € N) ~ (r, : n € N) e (s, : n € N) ~ (¢, : n € N), fixe
NeK.

Existe N tal que [s,, — 8| < ?%K para todo m,n > Nj.

Entéo existe ny > max{N, N1} tal que |rp, —sn, | < 55 e existe ny > max{N, N1} tal que [s,, —tn,| <
1

Entao |rn, — tny| < [Py = Sny| + [Sny = Snal + [Sny — tna| < 55 + 3% + 552 = - O termo do meio
vem do fato de ni,no > Njy. O

Defini¢ao 18.4. Para cada (r, : n € N) sequéncia de Cauchy, denote por [(r,, : n € N)] a classe de
equivaléncia de (r,, : n € N).

Seja R = {[(rn: n €N)]: (r, : n € N) é sequéncia de Cauchy }.

Denote por (g) a sequéncia constantemente g. Esta é uma sequencia de Cauchy.

Seja i : Q — R tal que i[q] = [(¢)].

Vamos definir as operacoes de soma, oposto, multiplicacao e inverso e veremos que sao extensoes das
operagoes em i[Q].

Proposicdo 18.5. As operagdes abaixo estdo bem definidas e estendem as relagoes de i[Q], onde i
preserva as operacoes:
Dirn:neN)]+[(sp:neN)]:=[rn: neN)+(sp: neN)=[(r,+s,: neN).

113
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2) —[(rp: ne€N)] :=[(—rp: neN).
3) [(rn: neN)[(sp: n €N)]:=[(rps,: n€N)].
4) Se [(r,, : n € N)] #i(0) entdo [(r, : n € N)] "L =[((r,))"' : ne€N)],onde (1, : n€N) ~ (1], : n €

N) com 7/, # 0 para cada n € N. Note que s6 pode haver uma quantidade finita de 0’s em (r,, : n € N),
caso contrario, haveria uma subsequéncia convergindo para 0 é sequéncia seria equivalente a i(0).

Demonstragdo. 1) Note que a soma de duas sequéncias de Cauchy é Cauchy, pois (r, + s, : n € N)
¢ uma sequéncia de Cauchy usando o fato que |(rp + sp) — (Fm + Sm)| = [(Th — Tm) + (Sn — Sm)| <
|7 — Tm| + |80 — Sml-

Sejam (1), : n€N) ~ (r, : n€N) e (s),: ne€N) ~ (s, : n€N).

Entao para que (r, + S, : n € N) ~ (r, + s, : n € N) precisamos fixar K inteiro positivo.

Seja N tal que |r, — s,| < 5% e |}, — )| < 5k para todo n > N pela equivaléncia. Entao temos

|(rn + sn) = (rly 4+ s0)| < |ro — 7l + |80 — s, < 2.5% = &. Portanto N testemunha a equivaléncia
no caso de K.

Também é claro que i(q) + i(p) = i(p + ¢) para todo p,q € Q.

2) Se (1], : m € N) ~ (r, : n € N) entao para cada K, N inteiros positivos existe n > N tal que
Irn — 1| < %. Logo |(—ry) — (—7)| < &. Assim (=7}, : n € N) ~ (—r, : n € N) e a operago estd
bem definida. Claramente —i(q) = z( q).

3) Note que a soma de duas sequéncias de Cauchy é Cauchy, pois (r, s, : n € N) é uma sequéncia de
Cauchy usando o fato que sequéncias de Cauchy sdo limitadas e |[(1nsn) — (Tmsm)| = |(Tnsn) — (TnSm) +
(rnsm) — ('rmsm)l S Iru(sn = sm)l + [(rn = rm)sm| < |rallsn = sm| + [rn = riml[sml.

Sejam (), : n €N) ~ (r,: n€N) e (s),: n€N) ~ (s, : neN).

Entéo para que (r,s, : n € N) ~ (rl s, : n € N) precisamos fixar K inteiro positivo. Seja L > 0 tal
que |rpl, |75, [sn] € |s),| sejam menores que L para todo n € N.

Seja N tal que |r, — rl| < 547 € |8, — s,| < 55 para todo n > N que segue da equivaléncia. Fixe
n > N. Entao temos

(rnsn) — (rusi)l = |(rasn) — (rasy,) + (msy,) — (mpsp)| < \(7“ sn) = (i)l + [(ras) — (s )| =
[7nllsn — sL| + |rn — rhl|sh| < L|s, — si| + |rn — 7|l < 20524+ = -. Portanto N testemunha a
equivaléncia para K.

Também é claro que i(q)i(p) = i(pq) para todo p,q € Q.

4) Sejam (r, : n € N) ~ (r], : n € N) dois representantes de uma classe # i(0) com r, # 0 # r},
para todo n € w. Temos que existe K inteiro positivo tal que |r,| > K%) (caso contrario existiria para
cada k > 0 infinitos termos r,, tais que |r,| < k, assim podemos tomar indutivamente ny > ni_1 com
[rn,| < £. Assim (r,, : n € N) teria a subsequéncia (r,,, : k € N) convergindo para 0. Logo (r,, : n € N)
converge para 0 e [(r, : n € N)] =4(0), uma contradi¢do. De modo similar, existe K}, tal que |r] | > K%,)
Entao para todo m € N temos

o — | = lr;"m_,f”\ < = rm) Ko Kol = [rm — 7, [ Ko Kol

Fixado K existe N tal que |r], —r,| < ﬁ para todo n > NN. Assim, temos

|L——|<|rn—r |KoK{}| < 7 para cadan > N.

Tn

Comlsto(rn:nEN)N(r—,:nEN).

Claramente i(q) ™! =i(q~!) para q # 0. O
Coroldrio 18.6. (do item 4)) Se [(rp : n € N)] 74 0 entzio existe (r, : n e N) ~ (r, : n € N)e K
inteiro positivo tal que r;, > & para cada n € N ou r;, < —4: para cada n € N.

Corolério 18.7. O R possui a propriedade arquimediana: para todo € > 0, existe NV € N tal que - L ¢
A partir desse coroldrio podemos definir os reais positivos e negativos:

Defini¢ao 18.8. Dizemos que a € R é positivo se existe (r, : n € N) e K positivo tal que a = [(r}, :
n€N)] er, > + para todo n € N.

Em geral podemos comparar dos reais escolhendo um representante:

Definicao 18.9. Dado a,b € R, dizemos que a < b se existem (r, : n € N), (s, : n € N) e K inteiro
positivo tais que a = [(r, : n € N)], b= (s, : n € N)] e rp, + % < s, para todo n € N.

Teorema 18.10. A ordem estd bem definida, é linear e a < b se e somente se b — a é positivo.
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Usando as propriedades da soma e adi¢cao coordenada a coordenada, pode-se mostrar que as operacoes
em R satisfazem as propriedades bésicas. Iremos apenas dar um exemplo. Para verificar a distributiva,
temos ([(rn: n €N)]+ [(sn: n €N))[(tn: n€N) =[(rn+5n: nEN)[(tn: n€N) =[((rn+ sn)tn :
n € N)] = [((rptn + sntn) : n € N)] = (1ot : n € N)] 4+ [(sptn : n € N)] = [(rp, : n € N)][(tp : n €
N)] + [(sn : n € N)][(tn : n € N)].

De modo similar, pode-se verificar que a operagao oposto e o inverso sao de fato, o oposto aditivo e o
inverso multiplicativo, onde ¢(0) é o elemento neutro da adigéo e i(1) o elemento neutro da multiplicac¢ao
e as relagoes com a ordem linear.

Fica a cargo do leitor analisar se ja discutimos o suficiente para concluir que

Teorema 18.11. O R é um corpo ordenado arquimediano.

Como R tem a propriedade arquimediana, definir sequéncia de Cauchy com e real positivo ou % para
K inteiro positivo é equivalente.

Proposigao 18.12. Se (r, : n € N) e (s, : n € N) sdo sequéncias de Cauchy tais que |r,, — s,| < &
para todo n € N entdo |[(r, : n € N)] = [(s, : n € N)]| < £.
Se (zn, : n € N) € [(r,, : n € N)] entao (i(z,) : n € N) converge para [(r,, : n € N)].

Vamos agora mostrar que toda sequéncia de Cauchy em R converge.

Teorema 18.13. Seja (a, : n € N) uma sequéncia de Cauchy em R entdo existe a € R tal que
(an : m € N) converge para a.

Demonstrag¢ao. Dada uma subsequéncia de Cauchy podemos fixar uma subsequéncia (a,, : k € N) tal
que |an,, — an,| < 55 para todo m,l > k para todo k € N. (Este tipo de conta foi feita anteriormente).

Para cada k, comegando com um representante arbitrario, podemos tomar uma subsequéncia de
Cauchy e esta é também um representante da classe. Assim, para cada k podemos tomar uma sequéncia
de Cauchy (zg,m : m € N) tal que |zgm — Tr] < 2% para todo I,m € N e [(zg,m : m € N)] = ay,.
Tome yr = xk . Vamos verificar primeiro que (y; : k € N) é uma sequéncia de Cauchy. Vamos supor
sem perda de generalidade que k < k’. Entéao

[y — Y| = [Zrk — Trr pr | < Tkl — Thoyn| + | Thym — Gy | Oy, — O, | F [ On,, — Trr | + 20 ¢ — Tp 1| <
2% + 2% + zik + 2% + 2% = 5.2%. Assim, temos que |y, — yi| < 5.2% para todo m,l > k. Logo a sequéncia
(yr : k € N) é de Cauchy.

Seja a = [(yx : k € N)]. Vamos provar que a é o limite de (a,, : k¥ € N). Tomando k > m temos

la —an,, | < la—yr|+|yr — 2ol + [Tt — ang |+ |an, —an,, | = la —yr| + |20k — Tre| + [Tt — an, | +
|an, — an,,| < |a—yk|+ 2% + | Xpt — an, |+ % <l|a—yr|+ Tkt — an,| + 2% Podemos entao escolher
k > m tal que |a — yi| < % et >m tal que |xg — an,| < %
Assim, temos que |a — an,,| < 4.5. Portanto, para todo | > m teremos |a — an,| < 4.5%. Logo,
a sequéncia (an,, : k € N) converge para a. Como (a, : n € N) é de Cauchy, segue que (a,, : n € N)
converge para a.

Observagdo: Ao invés de tomar subsequéncias poderiamos ter comegado com uma sequéncia e fazer
toda a conta de encontrar a subsequéncia no meio da construcao que poluiria ainda mais o visual do
representante do limite. O

Teorema 18.14. (Intervalos encaixantes) Seja ag,by reais e uma sequéncia ag < aj...ar < b, <
bpm—1 < ...b1 < by tal que (Jb, — ap| : n € N) converge a 0 entdo existe um tinico z € R tal que

ﬂneN[an’ bn] = {.Z‘}

Demonstragdo. Basta notar que (a, : n € N) e (b, : n € N) sdo sequéncia de Cauchy. Para isto,
basta notar que se n < m entao |a, — am| < lan — byl € |by — b| < |bp — ay|. Pela propriedade de
R, a sequéncias de Cauchy convergem para um ponto dentro do intervalo [a,,b,] para todo n. Como
(|bn, — an| : n € N) converge a 0, segue (a, : n € N) e (b, : n € N) que a intersecgdo contém no maximo
um ponto. Como ambas as sequéncias convergem para um ponto da intersecgio segue que a intersec¢ao
nao é vazia e este ponto tnico é o limite de (a, : n € N) e (b, : n € N). O

Corolario 18.15. Todo subconjunto nao vazio de R limitado superiormente possui supremo.

Demonstracao. A equivaléncia deste fato com o teorema dos intervalos encaixantes pode ser visto num
livro de Célculo 1. O

Ja vimos a unicidade de R como espago ordenado.
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18.2 Vamos completar o assunto sobre métricos.

18.2.1 Completamento de espagos métricos.

Agora iremos voltar a falar normalmente de R entdo podemos falar de métricas como antes.

Defini¢ao 18.16. Dado um espaco métrico X com a métrica dx, um completamento M de X é um
espago métrico M com métrica completa dy; e uma imersao isométrica ¢ de X em M, isto é dx(x,y) =
dp(i(x),i(y)) para cada x,y € X tal que i[X] é denso em M.

Teorema 18.17. Sei: X — M e j: X — N sdo completamentos de um espago métrico (X, dx)
com as métricas dy; e dy respectivamente, entao existe uma isometria entre M e N que fixa os pontos
de X (ou seja a isometria f : M — N é uma bijegdo tal que f(i(z)) = j(x) para cada x € X e
dn(f(a), f(b))) = da(a,b) para cada a,b € M.

Demonstragio. Primeiro vamos definir uma extenséo de j : X — N para uma funcio j : M — N.

Para cada a € M, pela densidade de i[X] existe uma sequéncia (z,, : n € N) tal que (i(x,,) : n € N)
converge para ¢ em M. Queremos definir }(a) como o limite de (j(z,) : n € N). Para isto, precisamos
verificar duas coisas: que (j(z,) : n € N) possui limite e que o limite é o mesmo, indepedente da
sequéncia escolhida.

Primeiro, como dn (j(zn),j(2m)) = dx (Tn, Tm) = dar(i(zn), i(Tm)), segue que (j(z,) : n € N) é uma
sequéncia de Cauchy. Assim, ela converge para algum ponto r € N. Agora, dada uma outra sequéncia
(yn : n € N) que tal que (i(y,) : n € N) converge para a. Seja (z, : n € N) definida por z2, = x,, €
ZoN+1 = Yn Para cada n € N. A sequéncia (i(z,) : n € N) também converge para a e é uma sequéncia
de Cauchy, assim, (j(z,) : n € N) é uma sequéncia de Cauchy em N, portanto converge. Como uma
subsequéncia de (j(z,) : n € N) converge para r. Assim, todas as subsequéncias de (j(z,) : n € N)
convergem para r e portanto (j(y,) : n € N) converge para r. Assim j(a) estd bem definida.

Temos que verificar que j é uma isometria. Sejam a,b € M. Vamos tomar uma sequéncia (z : k€N)
tal que das(a,i(zx)) < 5% para todo k € N. Como (j(xy) : k € N) converge para j(a) podemos tomar
uma subsequéncia (zy, : | € N) tal que dy (j(zx,,7(a)) < g7 Assim, temos que dar(a,i(xy,)) < 5 < 5.

Entao podemos assumir que (z; : k € N) ¢ tal que da(a,i(zi)) < 3¢ € dn(j(zk), j(a)) < 55 para
todo k € N.

Similarmente podemos fixar (y; : k € N) é tal que dar(b,i(yx)) < o € dn(j(ys), (b)) < o para
todo k € N.

Entao da(a,b) < dar(a,i(zi)) + dar(i(@r), i(ye)) + dar(i(yr), b) < 5% + dar(i(zr),i(yr)) + 5%
Fe +dar (i), i(yr) = 3 +dn(i(@r), 3 (k) < 3 +dn (i (), () +dn (G(a), j() +dn (G (b), 5 (k) <
o +dy (j(a), j(b)). Como isto vale para todo k, segue que das(a,b) < dn(j(a), j(b)).

Fazendo uma conta similar comecando com dy(j(a), (b)), podemos concluir que dy(j(a),j(b)) <
dy (av b)

Assim j é uma isometria. Em particular, isto implica que j é uma funcao injetora.

Para verificar que j é sobrejetora, tome r € N. Como j[X] é denso em N, existe uma sequéncia
(j(xg) : k € N) que converge para r. Assim, pela imersao isométrica (z : k € N) é uma sequéncia de
Cauchy em X e pela imerséo isométrica em M, temos que (i(zx) : k € N) é sequéncias de Cauchy em
M. Como M é completo, existe a € M tal que (i(zx) : k € N) converge para a. Assim, (j(zg): k € N)
converge para j(a). Pela unicidade do limite da sequéncia (j(zx) : k € N), segue que j(a) = r. Logo j é
sobre.

Podemos de forma similar, definir i : N — M.

Entéo temos que joi: N — N é uma funcio continua tal que j o i(j(z)) = j(x) para todo z € X.

Assim idy(r) = j o i(r) para todo r € j[X]. Como j[X] é denso em N e N é Hausdorff, segue que
idN = 5 o %

Usando argumentos similares também iremos concluir que idy; =i o J.

Assim M e N sao isométricos. O

Teorema 18.18. Existe um completamento para todo espago métrico (X, dx).

Demonstragdo. Para cada (z,, : n € N) sequéncia de Cauchy em dx, denote por [(x, : n € N)] a classe
de equivaléncia de (x,, : n € N), onde (z,, : n € N) ~ (2], : n € N) se para todo N, K existe n > N tal
que dx (z,, 7)) < +.
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Passo 1. Definir o conjunto e o candidato a métrica. Seja M = {[(z, : n € N)]: (z,: n €
N) é sequéncia de Cauchy em (X, dx)}.

Defina dp; : M x M — [0, 400, por dps([(xn, : m € N)], [(yn : n € N)]) = limpen dx (@n, Yn)-

Denote por (x) a sequéncia constantemente x. Esta é uma sequencia de Cauchy.

Sejai: X — M tal que i[z] = [(x)].

Passo 2. Verificar que o candidato a distancia é um nimero real. A primeira verificagao é
que lim,en dx (2, yn) existe. De fato,

dX(‘Tna yn) < dX (xna xm) + dX(xma ym) + dX (ym; yn) implica que

dX(l"m yn) - dX(Z‘m, ym) S dX (x'ru xm) + dX (ym; yn) €

Adx (T, Ym) < dx(Tm, Tn) + dx (Tn, Yn) + dx (Yn, Ym) implica que

dx (Tms Ym) — dx (Tn, Yn)+ < dx (T, Tn) + dx (Yns Ym) = dx (Tn, Tm) + dx (Y, Yn)-

Assim, |dx (T, Yn) — dx (Tm, Ym)| < dx (Tn, Tm) + dx (Ym, yYn). Como (2, : n € N) e (y, : n € N)
sao de Cauchy, segue que (dx(xn,yn) : n € N) é uma sequéncia de Cauchy no espago completo R e
portanto a sequéncia (dx (zn,yn) : n € N) converge.

Passo 3. O candidato a distancia esta bem definido. serd mostrar que a distancia in-
depende do representante escolhido. Fixe K inteiro positivo. Entdo existe Ny tal que dx(zg,xt),
dx (x}, x}), dx (Yk,yt) e dx(y;,,y;) sdo todos menores que % para cada k,t > N;. Fixe m,l > Nj tal
que dx (T, 2),) < % e dx(y,,y]) < . Entdo para cada n > N; temos que
) Xm(ZEna lyn) < dx (Tn, Tm) Hdx (Tm, Ty, ) Hdx (@7, 27)Hdx (27, Yn) Hdx (Y5, y1) Hdx (Y1, Y1) +dx (Y, yn) <
?+f+?+dx(x;,y;)+%+%+%.

X dxl(ﬂfil’%/%) < dx (27, @0, dx (20, Tn) Fdix (T Tn) Fdx (T, Y ) Fdx (Yns yo) +dx (Y1, Y1) +dx (Y1, ) <
?+?+?+dx(xn,yn)+%+%+%.

Assim, |dx (T, yn)—dx (2}, y,)| < £ paratodon > Ny. Assim, (dx (@n,yn) : n € N) ~ (dx (2, y},) :
n € N). Logo essas sequéncias tem o mesmo limite em R.

Passo 4. A distancia é de fato uma métrica. dj; é uma métrica.

Claramente dps(a,b) > 0 para todo a,b € M pela definicio de dyy.

Também é claro que dy(a,a) = 0. Se dps(a,b) = 0 entdo dado um representante (x, : n € N)
para a e um representante (y, : n € N) de b tal que (dx(xn,yn) : n € N) converge para 0. Assim,
(xn:neN)~(y,: neN)ea=b.

Pela definicao de dps e o fato de dx(x,y) = dx(y,z) para cada z,y € X, segue que dys(a,b) =
dps (b, a) para cada a,b € M.

Dado a,b,c € M, tomemos representantes (z, : n € N), (y, : n € N) e (2, : n € N) paraa, bec
respectivamente.

Entao dx(zn,2n) < dx(@n,yn) + dx (Yn, 2n) para cada n € N. Assim, tomando os limites temos
limy,en dx (xn, Zn) < limpenydx (xn, yn) + lim,en dx (yn, Zn) Logo dys (a, C) <dm (CL, b) + dy (b, C).

Assim d); é uma métrica.

Passo 5. i é uma imersao isométrica. Para ver que dps(i(x),i(y)) = dx(x,y), note que (z) e
(y) sao sequéncias de Cauchy, assim dps(i(x),i(y)) é o limite da sequéncia (dx (z,y)) que converge para
dx(z,y).

Passo 6. A métrica é completa. d); é uma métrica completa.

Dada uma subsequéncia de Cauchy podemos fixar uma subsequéncia (a,, : k € N) tal que das(an,,, an,) <
% para todo m,l > k para todo k € N. (Este tipo de conta foi feita anteriormente).

Para cada k, comegando com um representante arbitrario, podemos tomar uma subsequéncia de
Cauchy e esta é também um representante da classe. Assim, para cada k podemos tomar uma sequéncia
de Cauchy (zgm : m € N) tal que dx (Tk,m, Tk,1) < 2% para todo I,m € N e [(zg,m : m € N)] = ay,.
Tome yj, = xp). Vamos verificar primeiro que (yx : k € N) é uma sequéncia de Cauchy. Vamos
supor sem perda de generalidade que k < k’. Entao (vamos escrever os elementos de X como se fossem
elementos de M)

dar(Yr, ynr) = dar (Tr e, T ) < dx (Thoky Thoym) + g (Thyms Gy ) + dag(Qny s Gy, ) + dar(any, e ) +
(T 4, ) < 2% + 2% + 2% + 2% + 2% = 2% Assim, temos que |y, — yi| < 5.2% para todo m,l > k.
Logo a sequéncia (yi : k € N) é de Cauchy.

Seja a = [(yx : k € N)]. Vamos provar que a é o limite de (a,,, : k¥ € N). Tomando k > m temos

dy(a, an,,) < dy(a,yp)+dr(Ye, Trt) +dar (@ ey any ) +dar(Any s an,, ) = da(a, yi) +dar (Te ks i) +
dag (Thts any,) + dag (@ny,, an,,) < dar(a,ye) + 5 + dar (e, ang ) + 500 < dar(a, ye) + dag (T, an,) + 250
Podemos entdo escolher k > m tal que das(a,yr) < 5 e t > m tal que |2k — an, | < 75
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Assim, temos que dp(a, an,,) < 4.5. Portanto, para todo [ > m teremos das(a, an,) < 4.5 . Logo,

a sequéncia (an,, : k € N) converge para a. Como (a, : n € N) é de Cauchy, segue que (a,, : n € N)
converge para a. 0



Capitulo 19

Compactos métricos. Teorema de
Baire. Teorema de Tietze.

19.1 ‘As miiltiplas personalidades de um compacto métrico’.

19.1.1 Propriedades relacionadas a compacidade que se equivalem para espacos
métricos.

Vamos provar algumas equivaléncias de compacidade para espagos métricos. Mais tarde iremos
trabalhar com estas propriedades num contexto mais geral.

Teorema 19.1. Se X um espago metrizavel. Sao equivalentes:
1) X é compacto.
2) Todo subconjunto infinito enumeravel possui um ponto de acumulacao completo.
3) Toda conjunto infinito de X possui um ponto de acumulagao.

o

5) Toda sequéncia possui ponto de acumulacao.
6) Toda sequéncia de X possui uma subsequéncia convergente.

)
)
) Todo conjunto infinito enumerdvel possui ponto de acumulacio.
)
)
7) Toda funcdo continua f: X — R tem imagem limitada.

Demonstragao. 1) — 2). J4 vimos que compacto implica que todo conjunto infinito possui ponto de
acumumulacao completo.

2) — 3). Dado um conjunto infinito A, tome um subconjunto infinito enumerdvel B C A. Por
hipétese, B possui um ponto de acumulagao completo x. Entao z é um ponto de acumulacao de B e
portanto um ponto de acumulagao de A.

3) — 4). Imediato.

4) — 5). Seja (zn : n € N) uma sequéncia em X. Entdo existe uma subsequéncia constante
(xn : n € I) ou uma subsequéncia injetora de (x, : n € N). A subsequéncia constante tem ponto de
acumulagdo. Se a subsequéncia é injetora, entdo o conjunto {z,, : n € I'} tem um ponto de acumulagéo z.
Como a enumeracao restrita a I é injetora, podemos remover um ponto de I se necessario e assumir que
x ¢ {x, : n € I}. Como o espago é Ty, segue que para toda vizinhan¢a U de x, U\{z, : n€ T en < N}
é vizinhanca aberta de z.

Assim, U\{z, : n € Ten < N} # 0. Assim, como {z, : n € I} é injetora, segue que {z, :
nel}N(U\{z,: ne€lTen < N}) #0. Portanto existe m € I, m > N tal que z,, € U. Logo,
{nel: x, €U} éinfinito e z é ponto de acumulagdo de (z, : n € N).

5) — 6). Seja x o ponto de acumulagdo de uma sequéncia. Como X é métrico, x tem base local
enumeravel. Assim, a sequéncia possui uma subsequéncia convergente para x.

6) — 7). Vamos provar pela contrapositiva. Seja f uma fungao continua de X em R. Suponhamos
que a imagem de f seja ilimitada. Entdo podemos indutivamente escolher z,, € X tal que |f(z,)| > n
para todo n € N. Entéo, para toda subsequéncia (x, : n € I) temos que |f(n)| > n para todo n € I.
Assim, (z, : n € I) ndo converge (se convergisse teriamos que (f(x,) : n € I) converge e a imagem da
subsequécia é limitada).

119
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7) = 1). Seja d uma métrica que gera a topologia de X. Primeiro, vamos verificar que d é totalmente
limitada. Suponhamos que nao seja. Entao existe € > 0 tal que nenhum subconjunto finito de X é e-
denso. Escolha xp € X e indutivamente escolha x,11 € X tal que z,41 ¢ | By(m,€). Note que
d(XTp, Tm) > €.

Seja fn : X — [0, 1] uma funcao tal que f,,(z,) =1 e f[X \ By(zn, §)] = {0} para cada n > 0.

Seja f(x) =Y.~ nfa(x). Vamos verificar que esta funcdo estd bem definida e é continua.

Para cada € X, existe no méximo um n tal que By(z, §) N By(zn, §) # 0. De fato, se m ¢ tal que
By(z,§) N Bi(zm, §) # 0 entao usando um ponto da interseccao temos d(z,z,,) < § e d(z,z,) < {.
Assim, d(xy,, rpm) < d(@y,x) +d(z,2,) < § + § = €, uma contradigao.

Assim, fixe n, tal que By(z, ) € X \ By(zn, §) para todo n # n,.

Assim, para todo y € B(z, §) temos f(y) = ng fn, (y)—i—zzo#m nfn(y) = fn.(y). Como f, écontinua
em B(z,§), segue que f é continua em B(z, {). Como B(z, ) é aberto, segue que f é continua em
2 no espago X. Como f(x,) = n, para cada n inteiro positivo, segue que f é continua e ilimitada,
contradizendo 7). Assim, d é totalmente limitada.

m<n

Vamos agora provar que d é completa. Caso contario, podemos supor que X é um subespago completo
M com a métrica dp;. Vamos provar que djps é totalmente limitada. De fato, fixado € > 0, seja D C X
finito tal que D é §-denso em X. Vamos verificar D é e-denso em M. De fato, se 2 € M, pela
densidade de X, existe y € X tal que dp/(y,2) < §. Como D é §-denso em X, existe € D tal que
dy(z,y) = dx (z,y) < §. Assim, dys (2, 2) < dy (v, y)+dup(y, 2) < e. Assim dps é completo e totalmente
limitado. Logo, M é compacto. Se X # M, tome z € M \ X. Entéo a funcao f(x) = m é uma
fungao continua em X. Existe (z, : n € N) em X que converge para z, assim (f(x,) : n € N) converge
para co e f é ilimitada, contradizendo 7). Assim, d é uma métrica completa.

Como d é completa e totalmente limitada, segue que X é compacto. O

Corolario 19.2. (Da 7) implica 1). Um espago métrizavel X pode ser imerso num compacto métrico
se e somente se X possui uma métrica totalmente limitada que gera a sua topologia.

Demonstracdo. Se d é uma métrica totalmente limitada e completa entdao X é compacto. Se d e total-
mente limitada e ndo é completo entao seu completamento é compacto métrico, como visto anteriormente.
Assim, X é imerso num compacto métrico.

Se X é imerso num compacto métrico M, entao qualquer métrica dy; em M é totalmente limitada.
Assim, a métrica dps restrita a X x X é uma métrica totalmente limitada que gera a topologia de X (o
totalmente limitado segue de um argumento similar ao usado anteriormente). O

Para usar a propriedade em 7) para normais ao invés de num métrico, iremos provar o Teorema de
Tietze.
Vamos apenas dar os nomes das propriedades que apareceram nas equivaléncias acima:

Teorema 19.3. Sdo equivalentes para um espaco métrico X (as defini¢oes serdo dadas mais tarde):
1) X é compacto.
2) X é sequencialmente compacto.
3) X é enumeravelmente compacto.
4) X é pseudocompacto.

19.2 Teorema de Baire para espagos métricos completos.

Pode-se pensar em abertos densos como um objeto grande, ja que a interseccao finita de abertos
densos é um aberto denso. Espagos métricos completos garantem que a intersecgao enumeravel de
abertos densos é densa (j4 nao vai ser aberta).

Primeiro vamos ver uma equivaléncia sobre sequéncias de Cauchy que sera util na demonstracao do
Teorema de Baire. Dado uma métrica d e um conjunto nao vazio A vamos denotar d4(A) = sup{d(z,y) :
x,y € A} o didmetro de A na métrica d. Na métrica Euclidiana, o didmetro da bola é o didmetro da
bola. Para qualquer espaco métrico, pela desigualdade triangular, o diametro da bola vai ser menor ou
igual o dobro do raio, mas pode ser estritamente menor. Usando a desigualdade triangular, podemos

notar que 64(A) = 54(A).
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Teorema 19.4. Seja d uma métrica que gera a topologia de X. Sao equivalentes:

1) Toda sequéncia de Cauchy converge.

2) Para todo {F, : n € N} familia decrescente de fechados com (64(Fy) : n € N) convergindo a 0
temos ({Fy : n € N} #£ 0 (Como o didgmetro vai a 0, isto implica que a intersec¢do € um ponto).

Demonstragao. Seja {F, : n € N} uma familia decrescente de fechados com didmetro indo a 0. Para
cada n € N, fixe z,, € F,. Entao dado um e > 0, existe ng tal que §4(F,,) < e. Assim, para todo
m,n > ng temos T, Ty € Fp, (a sequéncia de fechados é decrescente). Logo d(xy, zm) < dq4(Fp,) < €.
Assim, (z, : n € N) é uma sequéncia de Cauchy e portanto converge para algum ponto z € X. Como
z € {xym : m>n} C F, = F, para cada n € N, segue que z € (\{F, : n € N}.

Reciprocamente, se (z,, : n € N) é uma sequéncia de Cauchy entdo para cada K existe Ni (podemos
escolhar (Nk : K € N) de forma indutiva para que seja crescente ) tal que d(z,, zm) < % para todo
n,m > Ng. Defina F, = {x,, : n > Np}. Como (N : K € N) é crescente, temos que ({x,, : n > N} :
k € N)é decrescente e portanto (Fj, : k € N) é decrescente. Temos 0q(Fr) = da({zn : n > Ni}) < +.
Assim, por hip6tese, existe x € ({F, : n € N}. Para cada € > 0, existe K tal que % < €. Como x € Fg,
segue que d(z, x,) < 0q(F;) < 7 < € para todo n > Nk. Assim a sequéncia (z,, : n € N) converge para
T. O

Teorema 19.5. (Teorema de Baire para espagos completamente metrizéveis). Seja {U, : n € N} uma
familia de abertos densos de X. Entao (J{U, : n € N} é densa em X.

Demonstracdo. Primeiro note que a intersecgao de dois abertos densos sao abertos. De fato, se U e V
sao abertos densos e W é um aberto nao vazio de X entdo W NU € um aberto nao vazio, pela densidade
de U. Como WNU #0 eV € denso, seque que D # (W NU)NV =W N ({UNV). Assim, UNV €
denso. A intersec¢ao de dois abertos € um aberto. Assim, UNV € aberto denso.

Assim, a interseccao finita de abertos densos é aberta. Seja W um aberto nao vazio.

Fixe uma métrica completa d que gera a topologia de x. Vamos contruir indutivamente uma familia
de abertos (V,,: n € N) tal que W 2 Vo DV D ... Vi 2 Viyq tal que Vi C ;1 Ui € 64(Vi) < 2% para
todon € N

Temos que Uy N W é um aberto ndo vazio. Assim, podemos fixar um ponto xg tal que g € Uy N W.
Usando a regularidade do espaco métrico existe uma bola aberta V{ contendo xq tal que Vo C Uy N W
e 6a(Vp) < 2% Assumindo definidos até k, temos que Vi€ um aberto nao vazio. Como Uy41 é denso,
temos que Vi, N Ui41 € aberto nao vazio.

Assim, podemos fixar um ponto xx11 tal que 41 € Uk41 NV, Usando a regularidade do espago
métrico existe uma bola aberta Vj11 contendo xgy; tal que Viy1 C Ups1 N Vi € 6q(Vier1) < 2’6%

Entao temos Vi1 € Vi € Nicp Ui € Vi1 C Ugt1. Segue entdo que Vi1 C ;<1 Ui e a proprie-
dade indutiva estéd satisfeita.

Como d é completo e a familia de fechados decresce e os didmetros convergem para 0, temos que
0#M{Vi: keN} CWnNen Un. Como W é aberto arbitrario, segue que (), oy Uy ¢ denso em X. [

Exemplo 19.6. O conjunto Q nao é a intersecgdo enumeravel de abertos de R.

Demonstragigo. Como Q é denso, Q seria uma intersecgdo de abertos densos {U, : n € N}. Logo,
0 =N{U,: ne N}JU{R\ {q} : ¢ € Q}), contradizendo o Teorema de Baire no espago completamente
metrizdvel R. O

19.3 ‘A escada esta quebrada ou consertada?’

19.3.1 Teorema de Tietze.

Poderiamos ter feito esta demonstracao logo apds a prova do Lema de Urysohn, mas adiamos até
termos uma aplicagao deste teorema que ocorrerd em breve quando falarmos de pseudocompactos nor-
mais.

Geralmente o Teorema de Tietze é enunciado para fungdes com dominio [—1, 1], mas iremos fazer a
demonstracao para [0,1], o que na prética d4 na mesma:

Proposicao 19.7. Se toda funcao continua f : F — [0, 1], com F fechado por ser estendida para uma
fungao continua de X em [0, 1], entao para todo a < b nimeros reais e toda funcao continua g : F — [a, b]
pode ser estendida para um fungao continua de X em [a, b].
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Demonstragdo. Seja ¢ um homeomorfismo entre [0,1] e [a,b] (neste caso hd lineares). Dada g : F —
[a,b], seja f = ¢ Log: F — [0,1]. Entdo tome fix— [0,1] a extensdo continua de f. Entdo temos
que pof: X — [a,b] é uma funcao continua. Além disso, para cada x € F temos ¢ o f(a;) =¢o f(x) =
po(p7tog)(z)=(poopt)og(x) = g(x). Assim, g possui uma extensdo continua para X. O

Iremos aplicar o Lema de Urysohn para provar o Teorema de Tietze. Podemos pensar no Teorema
de Tietze como uma generalizagao do Lema de Urysohn. De fato, dados dois fechados disjuntos A e B,
o conjunto AU B é um fechado e a funcao f tal que f[A] = {0} e f[B] = {1} é uma funcéo continua em
AU B. Entao o Lema de Urysohn garante a extensao desse tipo de fungbes continuas.

Teorema 19.8. (Teorema de Tietze - intervalo limitado). Seja X um espago normal. Entao se f F—
[0,1] é uma funcdo continua com F C X fechado, entdo existe f: X — [0,1] continua tal que f|p = f
(isto é f(z) = f(x) para todo z € F).

Spoiler da Demonstragao. A idéia principal da construcao é aproximar a fun¢ao por baixo, usando
uma funcao escada em uma parte de F' para aproximar da funcao f e o resto ser continua. Uma parte
em F nao tem muito espacgo para subir e uma parte tem que subir bastante para chegar préximo do
valor de f. Como é preciso uma brecha para ligar continuamente os dois degraus, o dominio da f (ou
seja F') é dividido em trés partes. A funcdo vai ser obtida por uma série que vai corrigindo o que falta
para termos f no final. Isto é feito como nas séries usando fungoes escada em Teoria da Medida.

Demonstragao. Para facilitar a visualiza(;éo do processo de indugao vamos chamar fy := f e ag = 1.
Entdo seja Ag = f5 '[[0, 2] e By = f5 '[[222, ao]]. Como Ay e By sio fechados no fechado F, segue que
Ap e By sao fechados em X. Assim podemos aplicar o Lema de Urysohn para encontrar uma funcao
go: X — [0, %] tal que go[Ao] = {0} e go[Bo] = {%}. Temos entdo que

se x € Ag entdo go(x) = 0 < fo(z) < . Assim, 0 < fo(z) — go(z) = fo(r) < F < ”%

se x € By entdo go(z) = % < fo(x). Assim, 0 < fo(z) — go(z) < ag — % = 2%,

sex € F'\ (AgUBy) entdo 0 < go(x) 2 < fo(z) < 280, Assim, 0 < fo(z) — go(w) < 230 — 0 = 280,

Vamos chamar f; = fo — go|r e a1 = . Entao temos que f1: F — [0,a;]. continua em F.

Trocando o indice 0 por 1 na demonstragao acima teremos

Entdo seja Ay = f; '[[0, %] e By = f; '[[2%, a1]]. Como A e By sio fechados no fechado F, segue
que A; e By sao fechados em X. Assim podemos aplicar o Lema de Urysohn para encontrar uma fungao
g1: X — [0, %] tal que g1[A;] = {0} e g1[B1] = {%}. Temos entao que

se x € Ay entdo g1(x) =0 < fi(z) < % Assim, 0 < fi(2) — g1(z) = fi(w) < ?1724;)”

se v € By entdo g1(z) = 4 < fi(x). Assim, 0 < fi(z) — g1 (2 ) <a - % = 27

sex € F\(A1UBy) entao 0 < gi(z) < F < fi(w) < 2‘“ . Assim, 0 < fi(z) —g1(z) < Lé“ -0= %

Podemos entao tomar as = % efao=fi—qilp: F— [O,ag] e prosseguir o processo indutivamente.

Temos que ZZOZO % ¢ uma série geométrica com primeiro termo % e razao %

Assim, teremos g, : X — [0, “3] sao fungoes continuas cujos valores sdo restritos por uma série

convergente. Portanto, temos que f:= Y g, é uma funcdo continua de X em [0, 1] (a soma da série
geométrica € 1).

Além disso, f(2) = 5o 9e(2) = fo(#) = Tso 9x(#) = filw) = oy on(w) = filw) — gr(e) =
fr+1(z) € [0, ag4+1] para cada x € F.

Como (a : k € N) converge para 0, segue que f(z) = > " gn(z) = f(x) para cada z € F.

Assim, f é a extensao desejada. O

Teorema 19.9. (Teorema de Tietze). Seja X um espago normal. Entéo se f : F — R é uma funcao
continua com F' C X fechado, entdo existe f : X — R continua tal que f|p = f (isto é f(z) = f(z)
para todo x € F).

Demonstragdo. Seja b : R =] — 1,1 um homeomorfismo. Dada a func¢éo f : F — R, considere a fungéo
Yof: F—]—11C[-1,1].

Pelo que vimos acima, existe g : X — [—1,1] tal que g(z) = 9 o f(z) para todo z € F. Seja
A = g7'{-1,1}]. Note que A é um fechado disjunto de F, pois g[F] C] — 1,1[. Entao pelo Lema de
Urysohn, existe h : X — [0, 1] tal que h[A] = {0} e h[F] = {1}.
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Figura 19.1: As escadas no Teorema de Tietze.
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Figura 19.2: A convergéncia da série no fechado.
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Figura 19.3: Extensao de Tietze quando a fungao nao ¢ limitada.

Entdo h.g definida por (h.g)(z) = h(z).g(z) é uma funcdo continua tal que (h.g)[X] C] —1,1] e
(h.g)(x) = g(x) para todo z € F.
Entao~'o(h.g) : X — Récontinua ey~ o(h.g)(x) = v~ ((h.g)(x)) = ¢~ (g(x)) = v~ (Y (f(x)) =
f(x) para todo x € F. Assim ¢! o (h.g) é a extensao desejada.
O



Capitulo 20

Propriedades relacionadas a
compacidade.

20.1 Uma sequéncia de propriedades relacionadas a compaci-
dade.

20.1.1 Sequencialmente compacto.

Definicao 20.1. Um espago é sequencialmente compacto se toda sequéncia de X possui uma sub-
sequéncia convergente.

Proposigao 20.2. Compacidade sequencial é hereditaria para fechados.

Demonstracdo. Basta notar que se a sequéncia estd num fechado entao seus limites também estao no
fechado. 0

Proposigao 20.3. A imagem continua de sequencialmente compactos é sequencialmente compacta.

Demonstracdo. Seja f : X — Y uma fungao continua, onde X é sequencialmente compacta. Tome
(yn : n € N) uma sequéncia em f[X]. Entéo existe uma sequéncia (x,, : n € N) tal que f(z,) = y, para
cada n € N. Como X é sequencialmente compacto, existe x € X e I C N infinito tal que (x, : n € I)
converge para x. Segue da continuidade de f que (f(z,): n € I) = (y, : n € I) converge para f(x).
Assim f[X] é sequencialmente compacto. O

Teorema 20.4. O produto enumeravel de espagos sequencialmente compactos é sequencialmente com-
pacto.

Demonstra¢do. Seja (z;, : n € N) uma sequéncia em um espago sequencialmente compacto X; para
cada ¢ € N. Temos que existe Iy infinito e ap € X tal que (z¢,, : n € Iy converge para ag. Suponhamos
definidos Iy D I; D ... I subconjuntos infinitos de N e a; € X; para 0 < j < k tal que (z;, : n € I;)
converge para a;. Como X4, é sequencialmente compacto, existe ;41 C I infinito e ag41 € X4 tal
que (Tpt1,pn : N € Ipy1) converge para ap41.

Tome I tal que I'\I; é finito para todo j € N (pseudo-intersecgdo). Enta o (z;, : n € INI;) converge
para a; por ser subsequéncia de (z;,, : n € I;). Como I difere de I N I; apenas numa quantidade finita
de pontos, segue que (z;, : n € I) converge para aj, para todo j € N.

Assim, ((zjn : j € N) : n € N) converge para (a, : j € N) (pois todas as projegdes convergem). [

Jd fizemos o argumento anteriormente para encontrar uma pseudo-intersec¢do (sem chamar de
pseudo-intersec¢do). No caso, basta tomar indutivamente (i; : j € N) crescente tal que i; € I; e
tomar I = {i; : j € N}. Temos que I\ I, C {ig, ..., %m—1}

Coroldrio 20.5. O produto enumeravel de [0, 1]’s é sequencialmente compacto.

Exemplo 20.6. {0,1}”®™ nio é sequencialmente compacto com {0, 1} com a topologia discreta.

126
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Demonstracio. Para cada A € P(N) seja 4, = 0sen ¢ Aexa, = 1sen € A Para cada
I C N infinito, tome A C N tal que ANTI eI\ A ¢ infinito. Entdo {n € I : 4, =0} DI\ Ae
{nel:xza,=1}2INA, Assim, (x4, : n € I) ndo é uma sequéncia convergente. Portanto, para
qualquer I C N infinito, temos que ((za, : A € P(N)) : n € I) ndo converge. Portanto {0,1}7™ nio
é sequencialmente compacto. O

Coroldrio 20.7. Todo produto de |P(N)| (ou mais) espagos 77 com pelo menos dois pontos nio é
sequencialmente compacto.

Demonstragao. Tal espago contém uma cépia fechada de {0, I}P(N). Como sequencialmente compacto é
preservado por fechados, essa copia nao sequencialmente compacta mostra que o espago produto nao é
sequencialmente compacto. O

Corolario 20.8. Compacidade nao implica sequencialmente compacto.

Exemplo 20.9. Um espaco sequencialmente compacto que nao é compacto.

Seja I ndo enumeravel e {0,1} com a topologia discreta. Seja Y = {(z; : i € I) € {0,1}} : {i € I :
x; # 0} ¢ enumerével }. Entao Y denso em {0, 1}/, pois para cada aberto basico de []..; U; x {0, 1M\
podemos escolher z; € U; para cada j € J e x; = 0 para cada i € I\ Y. Assim, (x; : ¢ € I) é um
ponto em Y N [];.;U; x {0, 1}V, Como {0,1}! é Hausdorff, um conjunto compacto de {0,1}’ deve
ser fechado. Como Y é denso em {0,1}! e ndo é {0,1}!, segue que Y nio é compacto.

Vamos agora mostrar que Y é sequencialmente compacto. Seja ((y;, : ¢ € I) : n € N) uma sequéncia
em Y. Entdo para cada n, existe J,, enumeravel tal que {i € I : y; , # 0} = J,, (pois (y;n : 1 €I) €Y).
Entao J = U, ey Jn ¢ enumerédvel. Entdo ((yin : i € J): n € N) € {0,1} e {0,1}7 ¢ sequencialmente
compacto. Assim, existe B tal que ((y,,, : i € J): n € B) converge para (a; : i € J) em {0,1}’. Como
(yin : n € B) é constante para cada i € I\ J, segue que tomando a; = 0 para cada ¢ € I'\ J. Entao
teremos que (y;, : n € B) converge para a; para cada ¢ € I. Assim, ((y;n : @ € I) : n € B) converge
para (a; : ¢ € I).

20.1.2 Enumeravelmente compacto.

Definicao 20.10. Um espago é enumeravelmente compacto se toda cobertura enumeravel possui sub-
cobertura finita.

Contra-indicagoes. Pela definicao, todo espaco compacto é enumeravelmente compacto. Lem-
bramos que no caso de espagos compactos, podemos usar cobertura abertas de uma base. No caso de
enumeravelmente compacto, isto nao pode ser feito, pois ao trocar os abertos de uma cobertura arbitraria
por uma por abertos da base, podemos deixar de ter uma cobertura enumeravel.

Proposigao 20.11. Um subespago F' de X é enumeravelmente compacto se e somente se toda familia
enumeravel de abertos de X cuja uniao contém F' possui uma subfamilia finita cuja uniao contém F.

Demonstracdo. A prova é a mesma de compacidade, pois basta associar a cada aberto do subespago
um unico aberto do espaco. Assim, para cada cobertura enumeravel, temos uma familia enumerével de
abertos de X. O

Proposigao 20.12. Se X é enumeravelmente compacto e F' C X é fechado entdo F' é enumeravelmente
compacto.

Demonstra¢ao. Dada uma familia enumerdvel U de abertos de X cuja unido contém F, temos que
UU{X \ F} é cobertura aberta enumeravel de X. Assim, a mesma prova para compacidade funciona. O

Teorema 20.13. A imagem continua de um enumeravelmente compacto é enumeravelmente compacto.

Demonstragdo. A imagem inversa de uma familia enumeravel de abertos é uma familia enumerédvel de
abertos, Assim, a mesma prova para compacidade funciona. O

Pela contra-indicacao dada acima, a prova utilizada para o produto de dois compactos nao funciona
para o produto de dois enumeravelmente compactos. Ainda ndo temos as ferramentas para mostrar que
compacidade enumerdvel nao é uma propriedade produtiva.



128 CAPITULO 20. PROPRIEDADES RELACIONADAS A COMPACIDADE.

O produto de um espago compacto e um enumeravelmente compacto é enumeravelmente compacto.
A prova serd feita daqui a alguns capitulos. Para provar que o produto de um compacto e um enu-
meravelmente compacto, precisamos também introduzir p-limites (a rigor, podemos disfarcar e usar
mazimalidade para fazer, mas isto fica menos intuitivo).

Teorema 20.14. Seja X um espago topoldgico. Sao equivalentes:
1) X é enumeravelmente compacto.
2) Toda familia enumerdvel de fechados com PIF tem intersec¢do nao-vazia.
3) Toda sequéncia possui um ponto de acumulagéo.
4) Todo subconjunto infinito enumerével possui um ponto de acumulac¢do completo.
Caso X seja T entao também equivalente a
3’) Todo subconjunto infinito possui um ponto de acumulagéo.

Demonstragao. (1) — 2)). Faremos pela contrapositiva. Suponha que exista F uma familia enumerével
de fechados com PIF cuja intersecgao é vazia. Entdo U = {X \ F': F' € F} é uma cobertura enumeravel
de abertos de X. Como F tem PIF, segue que U nao tem subcobertura finita.

(2) — 3)). Suponhamos que (z, : n € N) é uma sequéncia em X. Seja F,,, = {x,, : n > m,n € N}.
Entao temos que (F, : n € N) é uma sequéncia decrescente de fechados. Portanto, por 2), temos que
MNnen Frm € um conjunto nao vazio. Seja x € [,,c; Fm- Vamos mostrar que (z,, : n € N) acumula em z.
De fato, dado uma vizinhanca U de z e N € N, temos que x € F},, e portanto UN{z,, : n > N,n € N} # (.
Assim, existe k > N tal que x € U. Logo {n € N: z, € U} é infinito e x é ponto de acumulagao.

(3) = 4)). Seja A um conjunto infinito enumeravel. Podemos entdo enumerar A como (x,, : n € N) de
forma biunivoca. Assim, por hipdtese a sequéncia possui um ponto de acumulagao z. Ou seja, para todo
U vizinhanga de x temos que I = {n € N: z,, € U} é infinito. Entao temos que ANU = {z,: n€ I} é
infinito e portanto A possui um ponto de acumulagao completo.

(4) — 1)). Faremos pela contrapositiva. Seja I uma cobertura enumerével aberta sem subcobertura
finita. Seja (U, : n € N) uma enumeracao de U.

Vamos indutivamente encontrar {z : k € N} e (ny : k € N) tais que

a) zi € Uj<p, Ui

b) Ty1 ¢ Uignk Ui.

) ng<my <...<ng.

Comece com x( arbitrario e ng tal que zqg € Uigno Ui;.

Suponhamos definidos x; e n; para ¢ < k. Vamos definir x51 € ngy1.

Por hipétese, temos que U ndo tem subcobertura finita, assim X \ U,.,, Ui # 0. Fixe zp41 €
X\ Ui<p, Ui # 0. Tome agora o menor m € N tal que xj41 € Uy, (tal m existe por que U é cobertura).
Como zx11 ¢ Uignk U; # 0, segue que m > ny. Defina ngyq := m.

Seja A = {x, : k € N}. Devido as escolhas feitas em (z, : n € N) a sequéncia é injetora e A é
infinito. Vamos verificar que X nao possui ponto de acumulagao completo. De fato, se x € X entao
existe i € N tal que z € U;. Tome k € N tal que i < ni. Entao x € Uignk U;. Para todo m > ny, temos
que T, ¢ Uignk U;. Assim, AN U; C{x;: i <ng}. Logo z ndo é ponto de acumulagao completo
de A.

J4 vimos anteriormente que se X é T; entéo 3) e 3’) séo equivalentes. O

LSTLk

20.1.3 Teorema de Baire para enumeravelmente compactos regulares.

Teorema 20.15. (Teorema de Baire para espagos regulares enumeravelmente compactos). Seja {U,, :
n € N} uma familia de abertos densos de X. Entéo ({U,, : n € N} é densa em X.

Demonstracao. Como visto anteriormente, a interseccao finita de abertos densos é um aberto denso.

Seja W um aberto nao vazio.

Vamos contruir indutivamente uma familia de abertos (V,, : n € N) tal que W D Vo2 VoD...V;, D
Viet1 tal que Vi, C ﬂigk U;.

Temos que Uy N W é um aberto nao vazio. Assim, podemos fixar um ponto xg tal que o € Uy N W.
Usando a regularidade do espaco X existe uma vizinhanca aberta Vj de zo tal que Vo C Uy N W.
Assumindo definidos até k, temos que Vié um aberto nao vazio. Como Ui é denso, temos que
Vi N Ug41 é aberto nao vazio.

Assim, podemos fixar um ponto z41 tal que g1 € Ugy1 NV, Usando a regularidade do espago X
existe uma vizinhanca aberta Vi1 de xx41 tal que Vi1 C Ugyq NV,
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Entao, pela compacidade enumeravel, uma familia enumeravel com PIF tem intersec cai nao vazia.
Assim, temos Vi1 € Vi € ;< Ui € Vig1 € Up41. Assim, segue que Viqq C ﬂKkH U; e a propriedade
indutiva esta satisfeita.

Entao 0 # ({Vi : k € N} € WN[en Un. Como W é aberto arbitrario, segue que (), oy Un ¢ denso
em X. O

Corolario 20.16. Se X é compacto Hausdorff, compacto e regular ou sequencialmente compacto e
regular entao a intersecgao enumeravel de abertos densos de X é densa em X.

20.1.4 Pseudocompacto.

Definigao 20.17. Um espago X é pseudocompacto se toda funcao continua de X em R é limitada.

Por falar de funcgoes continuas a efetividade da propriedade depende da regularidade completa e
alguns autores ja incluem esse axioma da separagao na definigao da propriedade.

Proposigao 20.18. Todo espago enumeravelmente compacto é pseudocompacto.

Demonstragdo. Se X é enumeravelmente compacto e f : X — R é continua, entdo f[X] é enumeravel-
mente compacto. Como R é um espago métrico, segue que f[X] é um subespago compacto de R, assim
f[X] é um subconjunto limitado. O

A imagem ser compacta, na verdade ocorre apenas por X ser pseudocompacta:

Proposicao 20.19. Suponha que X é pseudocompacto. Entao f[X] é um subconjunto compacto de R
para toda funcao continua f: X — R.

Demonstra¢ao. Basta mostrarmos que f[X]| é fechado. Suponha que y € f[X] e y ¢ f[X]. Seja
g(z) = m Como y ¢ f[X], segue que |y — f(z)| # 0 para todo z € X. Assim, g é continua em X.

Como y € f[X], temos que g é ilimitada. Assim, ¢ testemunha que X néo é pseudocompacto. O

Teorema 20.20. Suponha que X é T, e pseudocompacto. Entdo X é enumeravelmente compacto.

Demonstracdo. Suponha que X é Ty e que X nao é enumeravelmente compacto. Por ser T7, X possui um
conjunto enumeravel A sem pontos de acumulagdo. Como A nédo tem pontos de acumulagdo segue que
seu complementar é aberto. Portanto A é fechado. Como os pontos de A ndo sdo pontos de acumulacao
de A, temos que todos os pontos de A sao isolados em A. Agora, enumeremos A de forma biunivoca
como A = {z, : nN} e defina f tal que f(x,) = n para todo n € N. Entéo f é uma fungdo continua de
A em R. Pelo Teorema de Tietze, esta fungao pode ser estendida para g : X — R. Portanto, g é uma
funcao continua e ilimitada, e assim, X nao é pseudocompacto. O

Proposigcao 20.21. A imagem continua de um pseudocompacto é um pseudocompacto.

Demonstragao. Seja h: X — Y uma funcio continua e f: h[X] — R.
Entdo foh: X — R é continua e pela pseudocompacidade de X, segue que f o h[X] é um conjunto
limitado. Mas, f o h[X] = f[h[X]]. Assim, f é limitada. O

Existem exemplos de um espago enumeravelmente compacto cujo quadrado nao é pseudocompacto.
Ainda nédo desenvolvemos as ferramentas para exibir este exemplo.

Teorema 20.22. Se X é compacto e Y é pseudocompacto entdo X x Y é pseudocompacto.

Demonstrag¢igo. Como f continua implica que |f| é continua e f é limitada se e somente se |f| é superi-
ormente limitada, basta provarmos que toda funcao nao negativa é superiormente limitada.

Seja f : X xY — R continua e ndo-negativa. Para cada y € Y, temos que X x {y} é compacto e
f ¢é continua. Assim f[X x {y}] é um compacto de R. Seja g(y) o valor méximo de f[X x {y}]. Entéo
g:Y — R estda bem definida.

Vamos verificar que g é uma funcao continua. Seja ¢ > 0 e y € Y. Para cada x € X, pela
continuidade de f, existe U, vizinhanga de = e V, vizinhanga de y tal que se (2',y’) € U, x V, entao

[f(@,y) = f(@",y)] < ¢
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Como {U, : © € X} é uma cobertura aberta de X, segue que existe Xy C X finito tal que {U, : = €
Xo} cobre X. Seja V= {V,: € Xo}. O aberto V é uma vizinhanca de y. Temos entdo que para
cada y’ € V, g(y') = max{sup f[U, x {¢'}] : = € Xo}.

Agora, f(x,y) — § < f(2',y') < f(z,y) + § para todo (2,y") € Uy x V.

Assim, f(x,y) — § <sup f[U. x {¢'}] < f(z,y) + § para cada € X.

Logo, max{f(z,y) : © € Xo} — § < max{sup f[U, x {¢'}] : = € Xo} <max{f(z,y): = € Xo} + .
Portanto max{f(z,y) : x € Xo} — § < g(v') < max{f(z,y) : © € Xo} + § para todo y' € V. Assim,
lg(y) — g(y')| < § < e. Logo, g é continua.

Como Y é pseudocompacto, segue que g é limitada. Logo, existe N inteiro positivo que limita g[X].
Para cada (z,y) € X xY temos f(z,y) < g(y) < N. Assim f é limitada superiormente e X x Y é
pseudocompacta. O

Teorema 20.23. Seja X um espaco completamente regular.
Sao equivalentes:
1) O espago X é pseudocompacto.
2) Para toda familia decrescente de abertos nao vazios Uy 2 Uy 2 U, ... a interseccao ﬂneNﬁn £ 0.
3) Para toda familia enumeravel de abertos V com PIF temos (\{V : V € V} # 0.

Demonstragao. (1) — 2)). Faremos pela contrapositiva. Suponha que existe uma familia decrescente de
abertos nao-vazios Uy D U; D Us,... tal que ﬂneNUi,L = (. Tome x, € U, e seja f: X — [0,2"] tal
que f(z,) = 2" tal que f[X \ U,] = {0}. Para cada z € X, existe m, € N tal que z ¢ U,,,,. Entao
W, = X \U,,, é uma vizinhanca de z. Para todo n > m,, temos que W, = X\U,,, € X\U,,, € X\U,.
Assim, f,[W,] C fo[X \ Un] = {0}. Portanto >°° o fulw, = >onty falw,, assim > 7 o f, estd bem
definida para cada ponto de W,. Como x drbitrdrio, segue que f = > """, f,, estd bem definida. Vamos
checar que f é continua.

Como ZZZO fn é uma soma finita de fungoes continuas é uma funcao continua e em particular é uma
fungédo continua em W,. Logo ZZOZO fnlw, € continua no aberto W,. Como W, é aberto contendo z, a
fungao é continua no ponto x em X. Como z é arbitrario, temos que f é continua em z. Claramente
f(zy) > 2" para cada n € N, assim f é ilimitada.

(2) — 1)). Seja f: X — R uma funcdo continua ilimitada. Seja U, = f~1[] — 0o, —n[U]n, +o0o]] e
U, C f71]] = 00,—n] U [n, +00o[]. Entdo (U, : n € N) é uma famfilia decrescente de abertos niao vazios
tais que (), ey Un = 0. Portanto 2) nao estd satisfeita.

(3) = 2)). E imediata, pois a familia em 2) tem PIF.
2) — 3)). Enumere V como (V, : n € N). Seja U, = [),.,, V;. Como V tem PIF, segue que
( ) i<n g

(U, : n € N) é uma sequéncia decrescente de abertos. Por 2, segue que nnENﬁn # (). Como U, C V,,

temos que (,,cn Un € Npen Voo Assim, condigio 3) estd satisfeita.
O

Corolario 20.24. Se X é completamente regular e pseudocompacto entao X satisfaz o teorema de
Baire.

Demonstracdo. A prova usada para espacos enumeravelemente compactos, utiliza fechos de abertos,
assim a prova serve também para pseudocompactos completamente regulares. O

Iremos retornar a pseudocompacidade mais tarde, quando definiremos outras propriedades equiva-
lentes a pseucompacidade para espacos Ty 1



Capitulo 21

Compactificacoes de espacos 7. NE

Compacidade local.

21.1 Compactificacgoes.

Definicao 21.1. Dado um espago X Tj 1 dizemos que ¢X é uma compactificagao de X se ¢X é um
compacto-Ts e existe uma imersao ¢: X — ¢X tal que ¢[X] é denso em cX.

Exemplo 21.2. Todo espago métrico que admite uma métrica totalmente limitada possui uma com-
pactificagao métrica.
Todo espago T5 1 admite uma compactificagao.

Definicao 21.3. Dada duas compactificagoes ¢; e ¢o de X, dizemos que ¢1 X < co X se existe ¢; : co X —
c1X continua tal que ¢ o ca(z) = ¢1(x) para cada x € X.

Proposigao 21.4. Se c < d e d < c entao cX e dX sdo homeomorfos.

Demonstragio. Seja ¢ : dX — ¢X tal que é(d(z)) = c(z) e d : ¢X — dX tal que d(c(z)) = d(x). Temos
que ¢ é sobrejetora pois ¢[dX] é um compacto (logo fechado de ¢X, pois ¢X é Hausdorfl) que contém
¢[X], onde ¢[X] é denso em ¢X. Analogamente, temos que d 6 sobrejetora.

Entao temos que ¢od : ¢X — ¢X é uma fungao continua tal que éo d(c(z)) = é o d(x) = c(z).

Assim, ¢od(y) = y no subconjunto denso c[X]. Como c¢X é Hausdorff, segue que ¢ o dA( )=y
para todo y € ¢X. Portanto ¢ o déa funcao identidade em cX. Analogamente, temos que doé¢éa
identidade em dX. Assim ¢ é injetora (como dé sobrejetora, se ¢ nao é injetora entao ¢od nao é injetora).
Portanto ¢ é uma funcao bijetora continua e sua inversa é a fungao continua d. Assim, ¢X e dX sao
homeomorfos. O

Proposicao 21.5. Sejam C = {c: X — cX} uma familia de compactificagbes de X. Entao existe uma
compactificagao bX tal que b > ¢ para todo ¢ € C e é a menor entre os majorantes de C, isto é se d > ¢
para todo ¢ € C entdao d > b.

Demonstragdo. Considere AC : X — [].cocX. Entdo AC ¢ uma imersao continua no compacto

[[.cccX. Seja bX := AC[X}H“EC X e defina b : X — bX tal que b(z) = AC(z) para cada v € X
(a mesma fungéo sé que com contra dominio diferente). Note que b continua sendo imerséo continua
em um compacto Hausdorff, e que b[X] é denso em bX por definicio. Para cada ¢ € C, considere
¢ = me|px. Vejamos que essa funcdo atesta que b > ¢. De fato, é continua em bX. Dados z € X,
é(b(x)) = ¢(AC(x)) = melpx ((c(z) : c € C)) = me((c(x) : c € C)) = c(x). Assim, b > c.

Se d > ¢ para cada ¢ € C, seja ¢. : dX — cX continua tal que ¢.(d(z)) = ¢(z) para cada = € X.
Entao A{¢.: c€C}: dX — [[.cc cX é continua. Denote por ¢[C] o conjunto {¢. : ¢ € C}.
Vejamos que A¢[C] o d(x) = b(x) para todo z € X. De fato, A¢[C] o d(z) = A@[C](d(x)) = (¢c(d(z)) :
ceC)=(c(z) :ceC)=AC(x) = b(x).

Assim, A@[C][d[X]] = b[X] e portanto AP[C][dX] = A[C[d[X]] C A¢[C]/[d[X]] = b[X] = bX
Desta forma, b : dX — bX dada por b = A@[C] é bem-definida, continua e tal que b(d(z)) = b(z) para
todo x € X, atestando que d > b. O

131
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Teorema 21.6. Seja X um espago 15 1 Temos que cX é uma compactificacao de X se e somente se

- F
¢X é homeomorfo a AF[X] 0.1 , onde F é uma familia de fungoes continuas de X em [0, 1] que separa

pontos de fechados de X (X é Ty, entdao F também separa pontos) e AF : X — [0,1]7 é definida por
z— (f(z): feF)paracadaz € X.

Demonstragdo. A reciproca segue do fato que AF é uma imersdo num compacto e AF[X] é um cdpia
—— 0,117
homeomorfa de X que é densa em AF[X ][ "

Se ¢X é uma compactificacao de X entao seja G o conjunto das fungoes de ¢X em [0,1]. Como ¢X
é Ty, segue que AG : cX — [0, 1]9 ¢ uma imersao.
Como AG[cX] é compacto e [0,1]9 é Ty, segue que AG[cX] é fechado em [0, 1]9.

g
Como ¢[X] é denso em cX, temos que AG[c[X]] é denso em AG[cX]. Assim AQ[C[X]][OJ] = AG[eX],
g
Assim ¢X é homeomorfo a AQ[C[X]][O’H .
g
Seja F = {goc: g € G}. Entdo temos que F separa pontos de fechados de X e AF[X] o7 _
AG[eX]. O

Deste modo, toda compactificagao de X pode ser associada a uma familia de fungoes continuas de
X em [0, 1] que separam pontos de fechados.

Teorema 21.7. Se X ¢ T3% entao existe uma compactificagao X tal que 8 > ¢ para toda compacti-
ficacao c¢X de X.

Demonstragdo. Seja F todas as fungoes continuas de X em [0,1]. Se ¢X é uma compactificagdo de X,

) — 0,1
podemos assumir que ¢X é um subespago de [0, 1]F ,onde cX = AF’ [X][ 2 . Assim, tome o conjunto

das compactificagoes cX tal que existe F' C F tal que F’ separa pontos de fechados de X.

Entao este conjunto possui um elemento maior ou igual a todos eles que chamaremos de 5X. Por
termos listado homeomorfos a todas as compactificagoes de X, podemos ver que X é homeomorfo a
compactificacao associada a F, pois dada um compactificacao associada a F’, a restrigdo da projecao de
[0,1)7 a [0, 1}}-1 sera a sobrejecdo do compacto associada a F ao compacto associado a F'. O

Definigcao 21.8. Dado um espaco T3%, BX é chamado de Compactificacio de Stone-Cech de X.

Teorema 21.9. Seja cX uma compactificacao de X. Entao sao equivalentes:

1) ¢X é BX, a compactificacdo de Stone-Cech.

2) para todo toda f : X — [0, 1] continua, existe freX — [0,1] tal que fo c(xz) = f(z) para todo
e X.

3) para todo toda f : X — R continua e limitada, existe f : ¢X — R tal que foc(z) = f(z) para
todo z € X.

4) para todo compacto Hausdorff K e toda f : X — K continua, existe f : ¢X — K tal que
foc(x) = f(z) para todo x € X.

Demonstragao. J& vimos que 1) e 2) sdo equivalentes.

De 3) para 2) basta notar que a extensao encontrada em 3) é tal que f[cX] = f[¢[X]] C [0,1].

De 2) para 3), dada um funcio continua e limitada, tome a,b € R tal que f[c[X]] C [a,b]. Tome
¢ : [a,b] = [0,1] e aplique 2) na fungéo ¢ o f para encontrar uma extensio g : ¢X — [0,1]. A extensao
procurada é ¢t og: cX — [a,b] (o argumento é similar ao que j4 foi feito anteriormente).

Assim, 1), 2) e 3) s@o equivalentes. Claramente, 4) implica 2). Entao basta provarmos que 2) implica
4). O argumento é similar ao que usamos para provar que toda compactificagdo de X é homeomorfa a
um subespago fechado de um produto de intervalos.

Seja Z = f[X] C K. Entao 7" 6 um compacto que pode que pode ser imerso em [0, 1]9 usando AG,
onde G sao todas as fungoes contiuas de Z" em [0,1] (O compacto VA T31).

Temos por hipétese que go f : X — [0,1] pode ser estendido para ¢, : c¢X — [0,1] tal que
¢g(c(x)) = go f(x) para todo x € X.

Defina @ : ¢X — [0, 1]9 tal que ®(y) = (¢,(y) : g € G). Temos que ® é uma funcio continua. Vamos

verificar que ®[cX] = Ag[iK]. De fato ®(c(x)) = (¢4(c(z)) : g€ G) = (go f(x): g € G) = AG(f(z)).
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Portanto ®[c[X]] = AG[f[X]]. Pela compacidade de ¢X e 7" e do fato que ¢[X] é denso em cX e
FIX] = Z é denso em Z ' segue que ®[cX] = AG[Z"].

Assim, podemos definir f := (AG)~! °o®: X — 7" C 7. Vamos verificar que f o c(z) = f(z
para todo z € X. Dado z € X temos que f(c(x)) = (AG)™! o ®(c(x)) = (AG) " ((¢4(c(z)) : g € G))
(AG) Y(go flzx): g €)= (AG) " HAG(f(x))) = f(x). Assim, f é a extensdo procurada em 4).

~—

0o

Tremos depois usar Sw (o compactificado de Stone-Cech do conjunto discreto infinito enumerdvel)
para produzir contra-exemplos.

21.2 Localmente compacto.

21.2.1 Definicao. Subespacos e produtos de localmente compactos.

Definicao 21.10. Dizemos que um espacgo X é localmente compacto se todo ponto possui um sistema
fundamental de vizinhangas compactas. Ou seja, para todo x e toda vizinhanga U de x existe V
vizinhanca compacta tal que x € V C U.

Note que, como nao estamos assumindo axiomas de separagao, uma vizinhancga compacta nao precisar
ser um fechado.

Exemplo 21.11. Seja X um conjunto infinito com a topologia co-finita. Entao dado um ponto z, todas
as vizinhancgas sao compactas, mas as vizinhangas de x distintas de X nao sao conjuntos fechados.

Teorema 21.12. Se X é compacto regular e U é um aberto de X entao U é subespaco localmente
compacto.

Demonstracao. Seja x € U. Tome W uma vizinhanca de x em U. Como U é aberto em X, segue que
W é aberto em X. Assim, pela regularidade, existe V aberto em X tal que x € V C VX C W. Como
v C W C U segue que v =7

O conjunto VX é fechado em X portanto é um compacto. Logo = possui uma vizinhanga compacta
contida em W. O

Corolario 21.13. Se X é compacto Hausdorff e U é um aberto de X entao U é subespaco localmente
compacto.

Demonstracao. Compactos Haudorff sao regulares. O

Corolario 21.14. Se X é um compacto regular, F' é um fechado de X e U um aberto de X com
UNF # () entao UN F é localmente compacto.

Demonstra¢ao. Como F' é fechado em X, temos que F' é um espaco compacto. A regularidade é here-
ditaria, portanto F' e regular. Temos que F NU é um subespago aberto do compacto regular F', assim
FNU é um espaco localmente compacto. O

Proposicao 21.15. Seja X Hausdorff. Entao X é localmente compacto se e somente se para todo
x € X, x possui uma vizinhanga compacta.

Demonstragdo. A ida ¢ imediata. Para a reciproca, tome z € X e U uma vizinhanga de X. Seja V uma
vizinhanga compacta de x em X. Como X é 15 e V é compacta, segue que V é T3 e V =V.

Temos que UNIntx (V) é aberto em X. Como UNIntx (V) = UNIntx(V)NV, segue que UNIntx (V)
é uma vizinhanca de  em V. Assim, existe O aberto em V tal que z € O C O C UNIntx (V). Como
O é aberto em V, existe W aberto em X tal que O = WNV. Como O C Intx(V), segue que
O=WnV=wWnVnintx(V) =WnNIntx(V) e o tltimo termo é interseccdo de dois abertos de
X. Assim, O é aberto em X. Finalmente, como O C V', segue que 6}( C VX = V. Assim, 6‘/ = 6X
é um compacto. Portanto 5V ¢ uma vizinhanca compacta de = contida em U. Logo, X é localmente
compacto. O

Corolario 21.16. Se X é Hausdorff e localmente compacta entao X é T5.
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Teorema 21.17. Um produto de espagos [ [,.; X; é localmente compacto se e somente se X; é localmente
compacto para todo i € I e {i € I : X; ndo é compacto} é um subconjunto finito de I.

Demonstragdo. (Ida). Dado um ponto x = (z; : i € I) € [[;c; Xi e uma vizinhanca compacta V de z.
Tome um aberto basico U := Hie] U; CV contendo x. Seja J ={i € I: U; # X;}. Entao J é finito.
Entéo para todo ¢ € I'\ J temos que X; = m;[U] C m;[V] é compacto.

Fixe j € I. Vamos verificar que X; é localmente compacta. Seja x; € X; e tome U; uma vizinhanca
aberta de z; em X;. Para cada ¢ # j fixe um ponto x; € X; arbitrario. Assim, (z; : i € I) €
Uj x [];z; Xi. Como [[;.; X; é localmente compacto, existe uma vizinhanca compacta V' de (z; : i € I)
tal que V C U; x H#j X;. Como m; é uma funcéo aberta, segue que 7;[V] é uma vizinhanca de z;.
Como V é compacta, segue entdo que 7;[V] é uma vizinhanga compacta de z;. Além disso, 7;[V] C
mj[Uj x [[;; Xi] = U;. Assim, X; é localmente compacta.

(Volta). Seja (x; : i € I) € [[;c; Xs e V uma vizinhanga de (z; : i € I) em [[,.; X;. Entdao V
contém uma vizinhanga bésica U = [];c; Uj x [[;cp ;s Xi tal que (z;: i€ I) e U CV, em que J C I ¢
finito e tal que {i € I : X; néo é compacto} C J. Como X, é localmente compacto, existe W; vizinhanca
compacta de z; tal que W; C U;. Entao W :=[];c; W; x [[;cp ; Xi € uma vizinhanca de (z; : i € I)
contida em U (pois W; C U; para cada i € I). Além disso, W é um produto de compactos, portanto
é um conjunto compacto. Assim, W é uma vizinhanca compacta de (x; : ¢ € I) contida em V. Assim
Hi€ ; Xi € um espaco localmente compacto. O]

21.2.2 Compactificagao por um ponto.

Teorema 21.18. Seja X um subespago denso de um compacto Hausdorff Y. Entdo X é localmente
compacto se e somente se X é aberto.

Demonstracao. A volta ja foi vista e nao é necessario ser denso.
Seja x € X. Por hipdtese, existe uma vizinhanca compacta V' de x em X. Seja W uma vizinhanca

_ —Y Y _—Y )
aberta de x em Y tal que WNX CV. Entao temosque W CW =WnNnX CV =V CX,poisV
é fechado em Y por ser um subespago compacto de um espago Hausdorff. Assim, X é aberto em Y.

O

Exemplo 21.19. (A compactificagdo de um ponto de Alexandroff). Seja X um espago Hausdorff
localmente compacto que ndo é compacto. Seja Y = X U {oc}, onde co ¢ X. Para cada x € X seja
V, uma base local de z em X (em particular X é aberto em Y). Para o ponto co, Vs é a familia dos
conjuntos da forma Y \ F, onde F é compacto em X.

Vamos verificar que {V, : y € Y} é um sistema fundamental de vizinhangas para uma topologia em
Y.

De fato, se BL1) e BL2) para todo € X por serem as vizinhangas de  em X. A condigdo BL1)
estd satisfeita para oo pela definigdo e BL2) segue do fato que a uniao de dois compactos é um compacto.

Para BL3),se x € X e U € V, entéo para y € X segue das vizinhanca de V, ser uma base local de
y em X. Temos que y # oo por que oo ¢ U.

Se x = oo, entdo U = Y \ F, onde F é compacto em X. Assim, X é fechado em X, pois X é T5.
Assim, X \ F' é aberto em X, logo existe V € V, talque VC X \ F CU.

Como X com a topologia original é um subespago aberto de Y.

Vamos agora verificar que Y é T5.

Se z,y € X, entao existem vizinhangas disjuntas de X pois X é T; e aberto em Y. Se xz € X e
y = oo, como X é localmente compacto, existe V' vizinhanga compacta de x em X tal que V C X. Como
V é um compacto de X, segue que Y \ V é uma vizinhanca de co. Como V e Y \ V sdo disjuntos, temos
as testemunham para T5 também neste caso. Assim Y é T5.

Teorema 21.20. Um espaco localmente compacto Hausdorft é T} 1.

Demonstracdo. X é um subespaco de um compacto-T5 e compacto-T5 sao TS%. Como T. 31 é uma
propriedade hereditaria, segue em particular que X é T3%. O

Teorema 21.21. Para espagos localmente Hausdorff que nao é compacto, o compactificado de Alexan-
droff é a menor compactificacao de X.
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Demonstrag¢do. Dado ¢X um compactificacao de X considere f : ¢X — X U{oo} dada por f(c(x)) ==
para todo z € X e f(y) = oo para todo y € ¢X \ ¢[X].

Claramente ¢X é uma fungao sobrejetora que fixa X. Falta verificarmos que f é continua.

Basta mostrarmos que f~![U] é aberto para todo aberto que esteja nas vizinhancas fundamentais
utilizadas para definir a topologia do compactificado de Alexandroff. Se U é um aberto em V), para
r € X entdo U C X e f7HU] = ¢[U] que é aberto em ¢[X]. Como c[X] é aberto em cX, segue
que c[U] é aberto em ¢X. Se U é um elemento de V., entdo X \ U é um compacto de X. Assim
FHX\ U] = ¢[X \ U] que é compacto em cX e portanto um fechado de cX pela propriedade Ty em cX.
Logo ¢X \ f~[X \ U] é um aberto de cX. Basta agora notar que f~1[U] = f~[{oc}JU fHUN X] =
(eX\ [ XDU(e[X]NfHUNX]) = (eX \ e[X]) U (e[X]\ fTHXN\U]) = eX \ £7HX \ U] (as tdltimas
igualdades seguem de f~1[X \ UJU f71[X N U] = ¢[X]). O

Teorema 21.22. Um espaco localmente compacto e Ty satisfaz o teorema de Baire.

Demonstrag¢ao. Se o espago é compacto segue da compacidade. Se o espago é localmente compacto e
nao compacto, pode-se fazer a mesma prova de compactos, ou simplesmente aplicar o teorema de Baire
na compactificacdo por um ponto, usando que o subespago localmente compacto é aberto denso na
compactificagao por um ponto. O



Capitulo 22

Familias localmente finitas.
Paracompacidade.

22.1 ‘Sem aglomeracao’.

22.1.1 Familias localmente finitas.

Ja vimos que é possui criar uma série de fungoes cuja soma é uma funcao continua e ilimitada
quando para cada ponto, existe um aberto em que a soma se torna uma soma finita (a maioria das
fungoes restritas ao aberto dao 0). Assim, em torno dos pontos, ndo se percebe que estamos somando
infinitas funcoes.

Definigao 22.1. Denotamos por suporte de f, spte f, conjunto {x € dom f : f(x) # 0}.

Assim no exemplo que vimos anteriormente, o suportes da fungdes nao se aglomeram, ja que cada
ponto apenas ‘enxerga’, dentro de alguma vizinhanga, um ntmero finito de suportes.

Definigao 22.2. Seja C uma familia de conjuntos nao vazios. Dizemos que C é localmente finita se para
todo x € X existe uma vizinhanga V de z tal que {C' € C: V N C # (0} é um conjunto finito.

A idéia é ter a finitude localmente. Podemos também pensar em ter uma condigao de finitude no
ponto.

Definigao 22.3. Seja C uma familia de conjuntos nao vazios. Dizemos que C é ponto finita se para todo
x € X o conjunto {C € C: x € C} é finito.

Note que se a familia de suportes é ponto finita, entao a soma em cada ponto vai estar definida,
porém isso nao seria suficiente para garantir continuidade.

Teorema 22.4. Seja C uma familia localmente finita. Entao J{C : C € C} = J{C: C € C}.

Demonstragdo. Claramente C C | J{C : C € C}, assim D estd satisfeita.

Para ver C, tome z € [J{C : C € C}. Seja W uma vizinhanga de z tal que ' = {C € C: WNC # 0}
¢ finita. Entao para toda vizinhanga U de x, temos que ) # WNUN(J{C: CeC}H) =UnU{CNnW :
CecCh=Un(U{CnW:Cel'})cUNU{C: Cel}).

Portanto, z € J{C: C €'} =J{C: CeC'} CUY{C: C e} O

Teorema 22.5. Seja F uma familia de fungdes continuas de X em R. Se {spte f : f € F} é localmente
finita entao Zfe]-‘ f, minger f e maxser f estao bem definidas e sdo continuas.

Demonstrag¢io. Como {spte f : f € F} é localmente finita, ela é também ponto finita. Assim as fungoes
estao bem definidas. Para verificar a continuidade, para cada x € X tome W vizinhanga aberta tal que
F' ={f € F:sptefNW # (0} é finito.

Entdao dentro de W, Zfe}-f\w = Zfe}-,ﬂw, minger flw = minger flw e maxser flw =
maxyser flw. As funcbes a direita na igualdade (sem restringir a W)sao continuas em X pois F' é
finito e portanto sao continuas em W. As fungoes a esquerda sao continuas em x em W e como W é
aberto em X segue que as fungoes & esquerda (sem restringir a W) sio continuas em z em X. Como
x € X é arbitrario, as fungoes Zfef f,mingcr f e maxyer f sdo continuas em X. O

136
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22.1.2 Pseudocompacidade e familias localmente finitas.

Teorema 22.6. Seja X um espago Tsé. Sao equivalentes:
1) X é pseudocompacto.
2) Toda familia localmente finita de de abertos ndo vazios de X é finita.
3) Toda cobertura aberta localmente finita de X consistindo de abertos ndo vazios ¢ finita.
4) Toda cobertura aberta localmente finita de X possui uma subcobertura finita.

Demonstragao. (1) — 2)). Vamos fazer pela contrapositiva. Suponha que exista uma familia localmente
finita de X consistindo de abertos nao vazios que é infinita. Enumere um subconjunto enumeréavel
infinito dessa familia como {U,, : n € N}. Usando que X é TS%, tome x, € U, e fixe uma fungao
fn: X = [0,2"] continua tal que f(x,) =2" e f[X \ U,] = {0}. Assim, spte f C U,, para cada n € N.

Temos entdo que {spte f, : n € N} é localmente finita. Assim )y fn é uma fungao continua e
ilimitada. Assim, X nao é pseudocompacto.

(2) — 3)). Uma cobertura localmente finita é em particular uma familia localmente finita, portanto
é finita.

(3) = 4)). Uma cobertura localmente finita por 3) é finita, portanto é uma subcobertura finita dela
mesma.

(4) — 1)). Faremos pela contrapositiva. Suponhamos que f é uma funcdo continua e ilimitada.
Seja U = {f'n,n+ 3] #0: n € Z}). Como {In,n+ 3[: n € Z} cobre R, temos que U é uma
cobertura aberta de X. Para ver que U é localmente finita, fixe x € X. Entao tome n € Z tal que
z € fn,n+ 2. Entdao fn,n+ 2N f 1 m,m+ 2[] = 0 se |n,n + 3[N]m,m + 3[= 0. Assim
[ n,n+ 3]0 f7m,m + 2[] # 0 para no maximo m € {n — 1,n,n + 1}. Assim, U é localmente
finita. A imagem de um ndmero finito de elementos de U é limitada. Assim, U nao possui subcobertura
finita. O

22.2 Paracompacidade.

Defini¢ao 22.7. Dada uma cobertura C (de qualquer tipo de conjuntos) dizemos que D é um refinamento
de C se D é uma cobertura e para cada D € D, existe C € C tal que D C C. Assim, os elementos de D
sdo menores que algum elemento de C.

Claramente subcoberturas sdo refinamentos.

Definigao 22.8. Um espago é paracompacto se toda cobertura aberta possui um refinamento aberto
localmente finito.

Claramente todo espago compacto é paracompacto.
Teorema 22.9. Um espago fechado de um paracompacto é paracompacto.

Demonstracao. Seja F' um subconjunto fechado de um espago paracompacto X. Seja U uma cobertura
aberta de F. Para cada U € U, fixe Wy aberto em tal que Wy N F =U. Entdo W = {X \ F} U{Wy :
U € U} é uma cobertura aberta de X. Seja V um refinamento aberto localmente finito de YW. Considere
Ve={VNF: VeV, VNF#0}.

Afirmamos que Vg é um refinamento aberto de U. Claramente todos os elementos Vg sao abertos
em F. Sex € Fexiste VeVtalquex € V. Comox € VNF, segue que VNF #( logo VNE € Vp.
Assim, Vg recobre F.

Se VNF € VpcomV €V entao existe W € W tal que V.C W e VN FE # . Assim, temos que
V € X \ F. Portanto, temos que V' C Wy para algum U € Y. Assim, VN F C Wy NF =U. Logo Vg
refina U.

Falta verificar que Vp é localmente finita. Para isto, seja x € F. Como V é localmente finita em
X, existe O uma vizinhanca aberta de  em X tal que V' = {V € V: ONV # (0} é finito. Assim,
{VNF eVr: (ONF)N(VNF) # 0} C{VNF:V e€V'}. Portanto {VNF € Vg : (ONF)N(VNF) # 0}
é finito. Assim, O N F' testemunha a finitude local em . O

Teorema 22.10. Um espago paracompacto Hausdorff é normal (logo Ty).
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Demonstra¢do. Primeiro vamos verificar que X é regular. Seja z € X e F um fechado tal que x ¢ F.
Usando a propriedade de Hausdorff, para cada y € F, existe V,, vizinhanga aberta de y tal que z ¢ Vy
Temos que V = {X\ F}U{V,, : y € F'} é uma cobertura aberta de X. Seja VW um refinamento aberto de
VesejaW ={WeW: WNF #(}. Como W recobre X, pelo argumento visto anteriormente temos
que O :=JW' D F ese W € W entdo existe y € Y tal que W C V. Assim, z ¢ W (j& que = & V),
para todo W € W'. Assim, z ¢ | J{W : W e W} =J{W : W € W} = O. Portanto O testemunha a
regularidade para x e F.

Dados F' e G fechados disjuntos, podemos usar a regularidade para encontrar para cada x € F um
V. vizinhanca aberta de z tal que V;; NG = ). Tome entdo a cobertura aberta {V, : x € F} U{X \ F}.
Podemos assim usar o mesmo argumento acima com refinamento aberto para encontrar um aberto O
que contém F e tal que O NG = (). O aberto O testemunha a normalidade para o par de fechados F e

G. O

Corolario 22.11. Um espago regular paracompacto é normal.
Corolario 22.12. Paracompacidade nao é uma propriedade hereditaria.

Demonstrag¢ao. Ja vimos que existem compactos Hausdorff que contém subespacos que ndo sdo normais.
O resultado segue da observacao que espagos compactos Hausdorff sao paracompactos Hausdorff e espagos
paracompactos Hausdorff sdo normais. O

Teorema 22.13. O produto de um compacto e um paracompacto é um paracompacto.

Demonstracdo. Note que o refinamento de um refinamento é um refinamento. Assim dada uma cobertura
aberta, podemos refina-la usando abertos bésicos e entao refinar esta cobertura de abertos bésico para
encontrar um refinamento localmente finito. Seja X compacto e Y paracompacto.

Seja W uma cobertura de X x Y por abertos basicos.

Para cada y € Y temos que X x {y} é compacto. Assim, existe uma famila finita W, C W tal
que X x {y} CUW,y. Seja V, = {V : existe U aberto de X tal que U x V"€ W, } (é o conjunto das
segundas coordenadas do par (U, V) tais que U x V' € W,). Entao V, := |V, é uma interseccao finita
de abertos de Y e X x V,, CUW,.

Entdo {V, : y € Y} é uma cobertura aberta de Y portanto existe um refinamento localmente finito
Ode{V,:yeY}

Para cada O € O, existe y € Y tal que O C V,,. Vamos fixar para cada O um yo como acima.

Vamos considerar um ”tubo”de altura O usando W,,,. Seja To = {(UXV)N(X x0) : UxV € W, }.
Claramente temos que X x O D |JTo =UWoN(X x0) 2 (X xV,,)N(X x O) = X x O. Note que
como W, ¢é finito, 7o também é.

Como O recobre Y, segue que (Jy To recobre X x Y.

Para ver que Jycp To é um refinamento de W, note que um elemento de (Jycp To ¢ da forma
UxO=Ux0)=UxV)N(X x0)comU xV eW,, para algum O € O e algum U x V € W,,,.
Entao segue que U x O C U x V,, CU xV € Wy, CW. Assim, todo elemento de J,c To estd
contido em algum elemento de WV e é um refinamento.

Falta verificar que |Jycp To € localmente finito. Para cada (z,y) € X x Y, tome R vizinhanca
aberta de y tal que O* = {0 € O : ONR # 0} é um conjunto finito. Afirmamos que X x R é uma
vizinhanga de (z,y) que testemunha a finitude local em (z,y). De fato, se U’ x O’ € Upcp To € tal
que (U x O)YN (X x R) # 0 entao O' N R # 0. Assim, O’ € O*. Logo, U x O' € To,. Assim
{U'x 0" €UpecpTo: (X xR)N (U x O') # 0} € Upeo- To que é finito. Assim, provamos a finitude
local em (z,y). O

Antes de prosseguirmos com paracompacidade, iremos falar sobre a propriedade de Lindelof.

22.3 A propriedade de Lindelof.

22.3.1 Definigao e propriedades basicas.

Definicao 22.14. Um espago X ¢é Lindelof se toda cobertura aberta possui uma subcobertura aberta
enumerdvel.
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Claramente todo espaco compacto é Lindelof.
Os resultados a seguir sao provados da mesma forma que para compactos:

Teorema 22.15. Seja B uma base de abertos. Um espago X ¢é Lindeldf se e somente se toda cobertura
de abertos por elementos de B possui uma subcobertura enumeravel.

Teorema 22.16. Um espaco é Lindeldf se e somente toda familia de fechados com a propriedade da
intersecgao enumeravel possui intersecgao nao vazia.

Teorema 22.17. Seja Y C X e B uma base de abertos de X. Entao Y é Lindelof se e somente para
toda familia de abertos U C B tal que | JU D Y entédo existe U’ C U enumerdvel tal que JU D Y.

Teorema 22.18. O produto de um compacto e um Lindel6f é Lindel6f.

Demonstracdo. Basta mostrarmos que toda cobertura aberta por abertos basicos possui uma subcober-
tura enumerdavel. Seja X um espago compacto e Y um espago Lindel6f e YW uma cobertura por abertos
bésicos do produto.

Para cada y € Y temos que X x {y} é compacto. Assim, existe uma famila finita W, C W tal que
X x{y} CUW,y. SejaVy, ={V : V é aberto de Y,y € V e existe U aberto de X tal que U xV € W, }.
Entao V, := 1V, é uma intersec¢ao finita de abertos de Y e X x V,, C [JW,.

Entdo {V} : y € Y} é uma cobertura aberta de Y portanto existe Y enumerével tal que Y C (J{V}, :
yeY'}

Assim X x Y C X x [ {V, 1y e YV} =U{X xV,: y €Y'} CUyer UWy =UUW,y 1 y €Y'}
Assim (J{W, : y € Y’} é uma subcobertura enumeravel de W. Como W é uma cobertura arbitraria de
elementos de abertos basicos, segue que X x Y é Lindelof. O

Teorema 22.19. Um espaco Lindel6f regular é normal.

Demonstracdo. Sejam F e G fechados disjuntos. Para cada x € F tome V,, tal que V, NG = 0 e para
cada y € G seja W, tal que W, N F = (.

Como F e G sao Lindelof, e V = {V, : x € F} e W = {W, : y € G} possuem uma subfamilia
enumeravel V' e W’ tais que F CJV' e G =W’ com VNG = paracada V € V' e WNF = () para
cada W € W'. Assim, pelo ‘shoe-lacing’, existem abertos disjuntos que contém F' e G. O

22.3.2 Lindelof e paracompacidade.

Teorema 22.20. Um espago Lindelof regular é paracompacto.

Demonstragdo. Seja B o conjunto de todo os abertos de U de X tal que U = |J,,cnUn = UneNUim
onde cada n com U,, C U,,i. Afirmamos que B é uma base de abertos de X. De fato, se x € X e V
é um aberto contendo z entdo existe Uy tal que € Uy C Uy C V. Como o espaco é normal, podemos
construir indutivamente U,,n > 1 tal que Uy CU; CU; CU,... C V.

Seja U uma cobertura aberta de X por elementos de B. Pela propriedade de Lindelof, podemos
tomar uma subcobertura enumeravel {U,, : n € N} de 4. Como U,, € B para cada n € N uma sequéncia
Un,O - Un,l c Un,2 tal que Un = UkGN Un,k = UkeN Un,k~

Vamos agora definir indutivamente Vo = Uy e Vg1 = Upg1 \ Upn UU1n U...UUp_1,n UUp .
Claramente cada V,, ¢ um aberto. Vamos verificar que |J,.y Vs = X. Dado 2 € X, sejan € N
minimo tal que x € U,. Sen = 0entdo z € Uy = Vy. Sen > 0entdo z ¢ UpU...UU,_1 2D
Upn—1UU1n—1U...UUp_15-1. Assim, x € V,,.

Para ver que {V;, : n € N} é localmente finita, seja k € N tal que z € Uy. Por hipétese, existe m
tal que © € Uy . Seja n > max{k,m}. Entdo temos que x € Uy, C Uy p—1, pois m < n — 1. Assim,
Ukm € Upn—1UU1 p_1 U...UUp_14-1. Logo, V,, N Uy = 0. Portanto Uy ,,, testemunha a finitude
local de {V,, : n € N} em «. O

Exemplo 22.21. A reta de Sorgenfrey é Lindel6f.

Demonstracdo. Seja X a reta de Sorgenfrey e B a base de abertos da topologia de Sorgenfrey da forma
[a,b] para a < b nimeros reias.

Seja U uma cobertura da reta de Sorgenfrey por elementos de B. Seja V = {]a,b[: [a,ble U}.
Seja O = |JV. Como os elementos de V sao abertos na topologia de R, segue que O é um aberto
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de R. Como R possui base enumerdvel, segue que existe V' C V enumerdvel tal que O = [JV'. Seja
U ={la,b[:]a,ble V'}.

Afirmamos que X \ O é enumerdvel. Suponhamos por contradigdo que X \ O é nao enumerdvel. Para
cada z € X \ O, existe n, natural positivo tal que [z, z + i[g [, y[ para algum [z,y[€ U. Como os
naturais sdo enumeraveis e estamos assumindo que X \ O é ndo enumerdvel, existe m natural e A C X\ O
nao enumeravel tal que n, = m para todo x € A.

Como A é nao enumerdvel, existe um intervalo fechado e limitado I de R tal que A NI é nao
enumerdvel. Assim existe uma sequéncia estritamente crescente ou decrescente (a, : n € N) contida
em A NI que converge para algum a € I. Se a sequéncia é crescente, temos que existe n tal que
an < a < ap+ % Assim an41 €lay, an, + %[g O, contradizendo que a,+1 € A C X \ O. Se a sequéncia
é decrescente, temos que existe n tal que a < a, < a+ % Assim, a < apq1 < @y < Gpg1+ % e portanto
ap €lan41,Ant1 + %[Q O, contradizendo que a, € A C X \ O.

Como X \ O é enumerével, podemos fixar U"” C U enumerdvel tal que X \ O C JU"”. Como U’ cobre
O, segue que U’ UU" é uma subcobertura enumeravel de U.

Como U é um cobertura arbitraria com elementos da base B, segue que a reta de Sorgenfrey é
Lindelof. O

Corolario 22.22. Paracompacidade nao é preservada por produtos.

Demonstragdo. Vimos que a reta de Sorgenfrey é Lindelof e T51, portanto paracompacta. O quadrado
da reta de Sorgenfrey ndo é normal. Assim o quadrado da reta de Sorgenfrey nao pode ser paracompacto
(paracompacto T3 sao normais). O
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Teorema de Stone. Particao da
unidade.

23.1 Todo espago pseudométrico é paracompacto.

23.1.1 Discussao preliminar sobre o Teorema de Stone

Definicao 23.1. Dizemos que uma familia de conjuntos C é discreta se para todo x € X existe uma
vizinhanga U de z tal que {C' € C: CNU # @} tem no méximo um elemento.

Dizemos que uma familia de conjuntos C é o-discreta se existe (C,, : n € N) tal que C = |J,,cyCn,
onde C,, ¢é discreto para cada n € N.

Teorema 23.2. (Teorema de Stone) Seja X um espago pseudometrizdvel. Entéo toda cobertura aberta
possui um refinamento aberto localmente finito e o-discreto.

Discussao preliminar. Se revermos a prova de que Lindel6f regular é pseudocompacto, vemos que
podemos ir removendo um pedaco fechado cujo interior cresce. Dai, de um aberto enumerado por n
removemos um miolo fechado cada vez maior dos abertos indexados por indice menor que n. Como
os indices menores do que n é um ndmero finito, o fecho da uniao dos miolos é igual a uniao dos
miolos fechados. Era importante que a uniao dos interior dos miolos era o aberto todo para garantirmos
localmente finito e aqui o argumento sera similar. Porém o aberto utilizado vai ser modificado durante
a construgao, entao precisamos que qualquer aberto possa ser escrito como uma reuniao de miolos.

Proposicao 23.3. Seja U um aberto de um espago pseudométrico. Entao U = J, ey Un = U, ey U,.

Demonstragdo. Fixe uma métrica p que gera a topologia. Considere f(r) = p(x, X \ U) e tome U, =
S0, L. Entao U, C f7*[[0,1]]. Como f(z) = 0 se e somente se z € X \U = X \ U, temos que

n

U=U,enUn- O

Vamos dividir a demonstracao em duas partes, o que deve simplificar um pouco a compreensao da
ideia da construgao. As duas partes lembram uma parte da prova de que Lindeldf regular é pseudocom-
pacto. Vamos ao invés de usar um aberto, usar uma familia discreta, note que isso garante que a uniao
do fecho é o fecho da uniao como naquela demonstracao. Isso serd feito no lema abaixo.

A parte de encontrar uma familia o-discreta sera feita como aparece usualmente nos livros de topo-
logia geral (ver Figura 23.1). S6 que deixamos de remover pedagos do aberto para que o refinamento se
torne localmente finita. Na demonstragdo com uma cobertura enumeravel, tinhamos apenas um aberto
em cada nivel entao bastava remover uma parte fechada desse aberto que ja estava coberta por um aberto
num estigio anterior. Aqui podemos ter uma grande quantidade de abertos que precisamos tornar dis-
creta, para isso, precisamos remover a interseccao. A ideia bésica para eliminar a interseccao é remover
um pedago da interseccao de um dos dois abertos e deixar uma distancia entre eles, com isto vamos
deixando uma ‘bordinha’ dos abertos de fora, antes de eliminarmos o que sobrar da intersecao. Assim,
garantiremos uma familia discreta, mas que ja nao cobre o espago. Como queremos uma cobertura,
isto ndo pode ser feito em um tnico passo, vamos crescendo o aberto (aproximando cada vez mais do
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bordo) e removendo a intersecgao deixando a distancia entre estes abertos cada vez menor, proporcional
ao tamanho da bordinha removida.

Vamos sempre tentar preservar um pedago do aberto com indice menor entdao o ponto na intersecgao
de abertos tende a ser removido do aberto de {ndice maior (ver Figura 23.2). Com isto, é importante
que exista para cada x um indice minimo « para o qual z € U,. Dado «, chamaremos de J, um
pedago do ‘miolo’ que aparece pela ‘primeira vez’ em U, e estdo suficientemente dentro de U, (ou seja
suficientemene longe do bordo de U,,).

Aqui vocé pode imaginar que hd trés zonas separadas por trincheiras dentro de U, e o invasor vem
de Ug com > a. Quem estd em J, pode avangar uma zona, que vem de fora (estd em Jg) pode no
mdazrimo avancar uma zona entao hd uma zona intermedidria separando ambos.

Isso sera feito no préxima proposicao.

23.1.2 A prova do Teorema de Stone.

Lema 23.4. Seja X um espago gerado por uma pseudomélrica. Seja V uma cobertura o-discreta de
abertos. Entao existe um refinamento W de V que é o-discreta e localmente finita.

Demonstra¢ao. Escreva V = UneN Vn, onde cada V,, é discreto. Seja Wy = V,. Para cada W € W),

defina {O[W, k] : k > 1} uma familia crescente de abertos tais que W = U, O[W, k] = U, O[W, k].

Defina Wy = {V \ (U{OW,1] : W € Wyp}) : V € V1}. Como W é discreto segue que {O[W, 1] :
W € Wy} é um fechado. Temos que W, é discreto, pois V; é discreto. Para cada W € W, defina
{O[W,k] : k > 1} uma familia crescente de abertos tais que W = (J; 5, O[W. k| = U5, O[W, k].

Podemos prosseguir indutivamente e definir W; discreta ¢ {O[W, k] : k > j+1} uma familia crescente
de abertos para cada W € W; tais que

Wi ={V\(UH{OW,j]: W € U;c;Wi}) : V € V;} é uma familia discreta de abertos e

Defina

W = Ukzj+1 OW, k] = Ukzj+1 O[W, k] para cada W € W;. Como cada W; ¢é discreto, segue que
Ui<n Wi € localmente finita, assim {O[W,j] : W € J;.; W;} é uma familia localmente finita (cada
fechado estd indexada por um elemento da familia localmente finita que o contém). Temos entao que
U{OW,j] : W € U;<; Wi} é um fechado.

Logo, os elementos de W,, sao abertos e como cada um deles esta indexado por V € V,, que o contém
entao W, é discreto.

Para n, temos que {O[W, k] : n} j esta definida para cada j <ne W € W;.

Wi = {V A\ (UfOW,n]: Wel;c,Wi}): V eVal

Para cada W € W, podemos fixar {O[W, k] : k > n + 1} uma familia crescente de abertos tais que
W= Uk2n+1 O[W, k] = Uk2n+1 O[W, k].

Temos por indugao que W = | J,,cy Wh ¢é o-discreta e cada elemento de W estd contida num elemento
de V. Falta verificarmos que W é uma cobertura aberta e que é localmente finita.

Para verificar que é uma cobertura, tome x € X e seja n € N minimo tal que existe V' € V,, com

z €V. Sen =0entdo V€ Wy. Sen > 0entdo z € V\ (U{OW,n] : W € U, 1 Wi}), pois

OW,n] CW € U<, Wi

Para verificar que W é localmente finita, dadox € X em € Ncom z € W, onde W € W,,. Sejak € N
tal que z € O[W, k]. Entdo para todo W € W, com | > k, temos que U C X \ O[W,I] C X \ O[W, k].
Como W; é discreto para cada j < k, segue que existe O; vizinhanca de = que intercepta no maximo um
elemento de W;. Assim, O[W,k] N Op N ... N Ok_1 interceptam no maximo k elementos de W. Assim
W é localmente finita. O

Proposigao 23.5. Seja X um espaco gerado por uma pseudométrica e i/ uma cobertura aberta de X.
Entao U possui um refinamento aberto o-discreto.

Demonstracao. Fixe uma pseudométrica p que gera a topologia e seja U uma cobertura aberta. Usando
o Axioma da Escolha, podemos bem ordenar a cobertura como {U, : o < k}.

Fixe € > 0. Defina indutivamente J, = {x € U, : « = min{y: € Uy} e B,(x,3¢€) C Uy }.

Seja Va,e = U ey, Bo(T,€).

Afirmacdo: a distancia entre V, . ¢ Vg é maior ou igual a ¢ para o < 8 < k (0 que implica que
{Va,e 1 o < Kk} é discreto).
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De fato, seja a € V,,c e b € Vg .. Entéo existe v € J, e y € Jg tais que a € B,(z,¢) e b € B,(y,€).
Como a < B ey € Jg, segue que y ¢ U,. Assim, 3e < p(x,y) < p(z,a)+p(a,b)+p(b,y) < e+ p(a,b)+e.
Logo, € < p(a,b). Assim, a distancia entre V,, ¢ € V3, tem que ser maior ou igual a e.

Fixe uma sequéncia (e, : n € N) de reais positivos que decresce para 0. Seja V,, = {Ve, 1 a < K}.
Temos que V,,, C U, para cada oo < k e n € N. Assim resta mostrar que V = UnEN V,, cobre X.

Seja x € X. Tome o minimo tal que x € U,. Sejan € Ntal que B(z,3¢,) C U,. Entdox € V, ., € V.
Assim, X =JV. O

Prova do Teorema de Stone. Seja U uma cobertura aberta. Entao existe um refinamento aberto V de U
que é o-discreto. O refinamento aberto o-discreto possui um refinamento aberto o-discreto e localmente
finito. Refinamento de refinamento é refinamento e isto conclui a prova. O

23.2 Partiu Unidade.

23.2.1 A particao da unidade e paracompacidade.

Definigao 23.6. Dizemos que {f; : ¢ € I} é uma particio da unidade de X se f; : X — [0,1] sdo
fungdes continuas tais que ), ; f(z) = 1 para todo = € X.

Dizemos que a particao da unidade {f; : i € I'} é localmente finita se {spte f; : ¢ € I} é uma familia
localmente finita.

Defini¢ao 23.7. Dada uma cobertura U, dizemos que a partigdo da unidade {f; : ¢ € I'} é subordinada
alse fi - X — [0,1] sdo fungdes continuas tais que {spte f; : i € I'} refinaUf e ) ,.; f(z) = 1 para
todo z € X.

Queremos mostrar equivaléncia de paracompacidade com a existéncia de particées da unidade subo-
rinadas a recobrimentos.
Para isto iremos mostrar dois resultados auxiliares:

Lema 23.8. Seja X um espago regular. Se toda cobertura aberta possui um refinamento localmente
finito entdo toda cobertura aberta U = {U : ¢ € I} possui um refinamento fechados {F; : i € I} tal que
F; CU; para cada i € I.

Demonstracao. Para cada x € X, existe U; € U tal que = € U;. Usando a regularidade, fixe W, ; aberto
tal que x € W, ; € W, ; C U;. Seja W a cobertura obtida por estes W, ;’s e tome A um refinamento de
W.

Para cada A € A, fixe (z4,i4) tal que A C Wy, ;.. Seja F; = {A € A: is = i}. Temos que
{Fi: i €I} sao dois a dois disjuntos e sua reuniao é | J,o; F; = A.

Como A é localmente finita, temos que JF; é localmente finita. Assim, Fj := ﬁ =U{A: A€
Fi} CUser, Waa,ia € Ui Assim, F; é um fechado contido em U; para todo i € 1.

Vamos verificar que {F; : ¢ € I} é uma cobertura de X. Dado = € X, existe A € A tal que = € A.
Tome ¢ € I tal que A € F;. Entdfoxz € AC|JF; C F,.

Resta agora verificar que {F; : i € I'} é localmente finita. De fato, dado z € X existe U vizinhanca
aberta de z tal que Ag ={A € A: UN A # (0} é finito. Seja [y ={i € [ : A € Ap}. Como F; sao dois
a dois disjuntos, segue que Iy ¢ finito. Para cada j € I\ Iy, temos que ANU = () para cada A € F;.
Assim, UNA = () para cada A € F;. Logo UNF; =UNU{A: Ae F}={UNA: Ae F;} =0.
Assim, {i € I : UNF; # 0} C I é finito. O

Lema 23.9. Se toda cobertura aberta possui uma particdo da unidade associada a ela entao toda
cobertura aberta possui um recobrimento aberto localmente finito.

Demonstra¢do. Seja U uma cobertura aberta e {f; : ¢ € I} uma partigdo unidade associada a U. Dada
uma fungdo g : X — [0,1] e z € X tal que g(x) > 0 entdo existe U, vizinhanca de x e I, C I finito tal
que f;j(z) < g(v) para todo x € Uy e j € I\ I. De fato, > ,.; fi(x) = 1 por ser particdo da unidade.
Entdo tome qualquer I, finito tal que 1 — 3, ; fi(z) < g(z). Pela continuidade das funcdes, segue
que existe uma vizinhanga U, de x onde a desigualdade 1 — 3., fi(y) < g(y) vale para todo y € U,.
Assim, para cada j € I\ In, temos que f;(y) <1—> ., fi(y) < g(y) para cada y € U,.

Para cada = € X, existe i, € I tal que f; (x) > 0. Aplicando a afirmagdo anterior para g = f;,
temos uma vizinhanca U, de x e I, C I finito tal que f;(y) < fi,(y) para todoy € Uy e j € I\ I,.
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Assim max{f;(y) : i € I} <sup{fi(y) : ¢ € I} = max{sup{fi(y) : ¢ € I\ L;},max{fi(y) : i € I,} <
max{ f; (y), max{f;(y): i € I,}} = max{f;(y) : ¢ € I} (note que i, € I,).

Assim f definida por f(z) = sup{f;(x) : ¢ € I} é uma fungdo continua, pois para todo ponto existe
uma vizinhanca que coincide com o méaximo de um niimero de fungoes continuas e portanto é continua.

Seja V, ={x € X : fi(x) > @} Temos que o conjunto V; C spte f;. Como f; é subordinada a U,
existe U € U tal que V; C spte f; C U. Assim, se mostrarmos que {V; : ¢ € I} é cobertura entdo é um
refinamento de U.

Para vermos que {V; : ¢ € I} é uma cobertura, dada z € X tal que f;(x) = f(x) (tal i existe por que
vimos que o maximo existe). Assim f;(z) = f(z) > @ e portanto x € V;.

Para verificar que {V; : i € I} é localmente finita, dada € X, seja W vizinhanga de z e Iy C I
finito tal que f;(y) < % para todo y € W e j € I'\ I. Entao temos que y ¢ V;, para todo j € I\ I
ey € W. Assim, W NV; =0 para todo j € I\ Ip. Assim W testemunha que {V; : i € I'} é localmente
finita em =x. O

Teorema 23.10. Sao equivalentes para um espago regular:

1) O espago X é paracompacto.

2) Toda cobertura aberta do espago X possui um particdo da unidade localmente finita subordinada
a esta cobertura.

3) Toda cobertura aberta possui uma parti¢ao da unidade subordinada a esta cobertura.

Demonstragao. (1) — 2). Como o espago é paracompacto e regular, o espago é normal. Dada uma
cobertura aberta U, pela paracompacidade, existe um refinamento localmente finito V de U. Pelo Lema,
existe um refinamento fechado {Fy : V € V} tal que Fyy C V para cada V € V. Pela normalidade,
gv : X — [0,1] continua tal que gv[Fy] = {1} e gv[X \ V] = {0}.

Temos que spte gy C V, assim, para cada x € X existe O, vizinhanca de X tal que V, ={V € V:
O, NV # 0} é finito. Assim Y71y, gv(y) = Dy ey, 9v(y) para todo y € U,. Assim, g(z) = 3y ¢y gv ()
estd definida para todo x € X e é continua. Temos que para todo =z € X, existe V € V tal que
x € Fy assim g(x) > gy(x) = 1. Assim, temos que g(z) > 1 para todo € X. Seja fy definida por

fv(z) = gg"(%). Assim, Yoy fr(z) = % = 1 para todo z € X e portanto {fy : V € V} é uma
particao da unidade.

Temos que spte fyy = sptegy para todo V € V. Assim, {fy : V € V} é localmente finita e
subordinada a U pois {spte fyy : V € V} é um refinamento de V, ¥V é um refinamento de W e W é
refinamento de U.

(2) — 3). E imediato.

(3) = 1). A paracompacidade segue do Lema acima. O

Corolario 23.11. Sao equivalentes para um espago 7;:

1) O espago X é paracompacto e Hausdorff.

2) Toda cobertura aberta do espago X possui um particdo da unidade localmente finita subordinada
a esta cobertura.

3) Toda cobertura aberta possui uma parti¢ao da unidade subordinada a esta cobertura.

Demonstra¢ao. Temos que 1) — 2) vale pois espagos paracompactos Hausdorff sdo regulares e normais.

2) — 3) é imediato como antes.

3) — 1) basta mostrarmos que o espaco é regular. Para isto, vamos usar que os unitdrios de x sao
conjuntos fechados. Dado z € X e U uma aberto contendo z, tome a cobertura U = {U, X \ {z}}.
Tomando uma partigdo da unidade {f; : ¢ € I'} subordinada a U, temos que existe f; tal que = € spte f;.
Como a particao é subordinada a U, temos que spte f; C U ou spte f; C X \ {z}. Como x € spte f; e
x ¢ X\ {z}, segue que spte f; C U. Assim fi_l[[l, @[] é um aberto que testemunha a regularidade de

x em relagdo a U, pois = € f; '[[1, #[] C 70, @[] C 70, #H Cspte f; CU. O
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Figura 23.1: Os miolos que formam uma familia discreta
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Figura 23.2: A boa ordem garante que os miolos recobrem o espago.



Capitulo 24

Usando a cofinalidade de um
cardinal. [Sw.

24.1 Um pouco de cofinalidade.

24.1.1 Definigao de cofinalidade e algumas propriedades.

Definigao 24.1. Um subconjunto A num conjunto X com uma ordem é cofinal se para todo z € X,
existe a € A tal que z < a. Quando temos uma ordem linear, isto € equivalente a dizer A € ilimitado.

Dado um ordinal «, a cofinalide de «, cof(a) é o menor ordinal 3 tal que existe um funcéo f: § — «
é tal que f[B] é cofinal em «.

Exemplo 24.2. O ordinal 8 = cof(«) é o menor ordinal tal que existe uma fungao crescente f: § — «
tal que f[3] é cofinal em a.

A cofinalidade de um ordinal sucessor é 1. De fato, se « =y + 1 entdo f: 1 — « tal que f(0) =~ é
cofinal em a.

Se v é um ordinal infinito entdo a cofinalidade de o é um ordinal infinito.

Proposicao 24.3. A cofinalidade de um ordinal é um ordinal inicial, ou seja, um cardinal.

A cofinalidade de o = min{|X|: X C « é cofinal }.

Para todo « temos que cof(a) = cof(cof ().

B = cof(«) é o menor ordinal tal que existe uma fungao crescente f : 8 — « tal que f[S] é cofinal
em a.

Se v < cof(k) e X¢ C k com |X¢| < k para todo € < v entdo | e, Xe| < k.

Definicao 24.4. Um cardinal k é regular se cof(k) = k.
Um cardinal x ¢ singular se cof(k) < k.

Exemplo 24.5. O cardinal w é um cardinal regular. Em muitas construgoes, o interessante é trabalhar
com cardinais requlares nao enumerdveis.

Teorema 24.6. (usa Axioma da Escolha) Todo cardinal sucessor é um cardinal regular.

24.2 Exemplos usando cardinais regulares nao enumeraveis.

Teorema 24.7. Seja x um ordinal de cofinalidade nao enumeravel. Entao x na topologia da ordem é
sequencialmente compacto (logo enumeravelmente compacto).
Um ordinal k¥ com a topologia da ordem é compacto se e somente se x é ordinal sucessor.

Demonstrag¢ao. Tome uma sequéncia (z, : n € N). Se A = {z,, : n € N} é finito, entdo existe uma
subsequéncia constante. Se A ¢é infinito considere (ny : k € N) crescente tal que A = {z,, : k € N}.
Defina ko € N tal que z,, = min{x,, : k € N} e defina indutivamente (k; : | € N) crescente tal que
Ty, = min{z,, : k > I}. Seja a = sup{wy,, : | € N}. Como  é um ordinal de cofinalidade nao
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enumeravel, temos que o < . Entao (wnkl : | € N) converge para a. Assim, k é sequencialmente
compacto.

Se « é limite entao {[0, 5[: B < a} é uma cobertura por abertos crescents. Entao, uma subfamilia
finita estd contida em algum [0, 8] com 8 < «. Assim, a subfamilia p ndo cobre k.

Vamos provar por inducdo que todo ordinal sucessor é compacto. Claramente, temos que [0,1] é
compacto por ser finito. Suponha que [0, 3] é compacto para todo 8 < « sucessor, onde a = v+ 1. Seja
U uma cobertura de [0, a[. Se v é sucessor entdo existe Y’ C U finito tal que [0,7[C JU'. [0,~]. Tome
U € U tal que v € U. Entao U’ U {U} é uma subcobertura finita de U.

Se ~v ¢é limite, tome W € U tal que v € W. Entao pela topologia da ordem, existe u < v tal que
i, v] =], € W. Tome S €]u,~y]. Como v é limite, temos que S+ 1 €]u,~]. Por hipétese [0, 5 + 1] é
compacto e existe W C U finito tal que [0, + 1[C [JW'. Logo [0,a[= [0,5 + 1[U]y,a[C UW' UW.
Assim, W U {W} é uma subcobertura finita de &. Como U é uma cobertura arbitréria, segue que [0, &
é compacto. O

Definigcao 24.8. Denotamos por w; 0 menor ordinal nao enumeravel. Note que wy € um ordinal inicial,
portanto um cardinal. A existéncia de wy seque do Teorema de Hartog (sem usar o Azioma da Escolha).

24.2.1 [0,w;] tem apenas uma compactificagao apenas.

Teorema 24.9. Se f: [0,wi[— R é continua entdo existe § < w; e r € R tal que f(«) = r para todo
a > .

Demonstra¢igo. Como wy tem cofinalidade ndo enumerdvel, segue que [0,w;[ é enumeravelmente com-
pacto. Assim, f[[0,w1[] é enumeravelmente compacto em R. Como R é um espago métrico, segue que
fI[0,w1[] é compacto. Assim, similarment & prova de que ponto conjunto infinito de um compacto possui
um ponto de acumulagao completo, podemos provar que existe um ponto r de R tal que para toda
vizinhanga U de r o conjunto {a < w : f(a) € U} é ndo enumerdvel. Vamos agora mostrar que existe
B < wy tal que f(a) = r para todo o > . Se tal 8 nao existe, entdo seja I = {a < wy : f(a) # r}.
Entao I =, oy In, onde I, = {a € I': [f(a) — 7| > 5=}

Suponhamos por contradicao que I é nao enumeravel, entao existe m € N tal que I, é nao enumeravel.
Usando o mesmo argumento da compacidade em f[I,,], temos que existiria s € f[[0,w1][] tal que para
toda a vizinhanca W de s temos {a € I, : f(a) € W} é no enumerdvel. Como I,, C N(] — oo, —
7] U [r + 55, +00]), segue que s €] — 00,7 — 5] U [r + 5, +00[. Logo [s —r| > 55

Podemos indutivamente escolher «,, e B, tais que ag < fg < a1 < f1 < ... < Br < Q41 ... tais
que

|fan — 7| < 5= € |fs, — s| < 5= para cada n € N.

Temos que ¢ = lim,en ., = limpen B. Devido a cofinalidade de wy nao ser enumeravel, segue que
¢ < wy. Como f é uma fungao continua, temos que r = limpen f(an) = f(¢) = limuen f(Br) = s. Assim,
r = s, uma contradigdo. Com isto, temos que I é enumeravel e tomando 8 = sup I (novamente usando
a cofinalidade de wy, temos que 8 < wy) temos que para todo « > 3, o ¢ I e portanto, f(a) = r. O

Teorema 24.10. A compactificagio de Stone-Cech de [0, w;[ é homeomorfa a [0,w;] (a compactificacio
de um ponto).

Demonstragdo. Basta verificar que toda funcao continua de [0,w;[ em [0, 1] pode ser estendida para a
compactificagdo [0,w;], onde 7 : [0,w1[— [0,w1] é a inclusdo.

De fato, dada f : [0,w;[— [0, 1] existe r € [0,1] e 8 < wy tal que f(a) = 7 para todo a > . Seja f a
extensao de f tal que f (w1) = r. Fica a cargo do leitor notar que f ¢ uma funcao continua. Claramente

f=foi. O

24.2.2 Uma tdbua com a quina quebrada (Tychonoff Plank)

Exemplo 24.11. (A tédbua de Tychonoff). Sejam [0,w; + 1] e [0,w + 1] com a topologia da ordem.
Entao X = ([0,w; + 1[x[0,w + 1[) \ {(w1,w)} é um espago nao normal contido no compacto Hausdorff
[0,w1 + 1[x[0,w + 1].

Demonstragio. Seja A = {w1} X [0,w[ e B = [0,w;[x{w}. Temos que A = X N{w1} x [0,w+ 1] e
B = XnNw +1[x{w}. Assim, A e B sao dois fechados disjuntos de X. Seja U um aberto que contém
B. Vamos provar que U N A # () para concluir que X nao é normal.
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Para cada & < wq, temos que (§,w) € B C U, assim, existe ng < w tal que {{} X [ng,w + 1[C U.
Como [0, w1 [= U, ., {§ <wi: ng = n}, existe m < w tal que I := {{ < w; : ng = m} é ndo enumeravel.
Como w; é o primeiro ordinal nao enumeravel, segue que I € ilimitado em w; .

Agora, o ponto (w1, m) € A. Seja W uma vizinhanga aberta de (w1, m). Entéo existe v < w; tal que
Jyswi + 1[x{m} C W. Como [ é ilimitado em wy, existe p > ~ tal que p € I. Assim, (p,m) e UNW.
Como W é uma vizinhanga arbitraria de (w1, m), segue que (wy,m) € U. Portanto U N A # 0. O

Corolario 24.12. Existem espagos localmente compactos Hausdorff que nao sao paracompactos.

Demonstracdo. O exemplo acima é localmente compacto e T3%. Assim, se fosse paracompacto, entao
seria normal. O

Exercicio 24.13. Mostre a tdbua de Tychonoff possui apenas uma compactificacdo a menos de home-
omorfismo.

24.3 Propriedades de [fw.

24.3.1 O tamanho de [fw.

Vamos utilizar w para falar sobre o espago discreto enumeravel e Sw sua compactificagdo de Stone-
Cech. O QN geralmente denota a compactificacdo dos naturais com a operacao aditiva.

Teorema 24.14. |fw| = 2%”.

Demonstragao. Ja vimos anteriormente que K = {0, 1}2w possui um subconjunto enumeravel denso,
onde {0,1} estd com a topologia discreta e tomamos a topologia produto (logo K é compacto Ty). Seja
D C K um subconjunto enumeravel denso e tome (d,, : n € w) uma sequéncia tal que D = {d,, : n € w}.
Como w é discreto, segue que f: w — K, n — d, para cada n € w, é continua. Pela propriedade da
compactificacdo de Stone-Cech, existe f : Bw — K que estende f. Assim f[fw] 2 D = K. Com isto,
22" < |Bw|. Por outro lado, seja G a familia de funces continuas g : fw — [0,1]. Como Sw é T3, , segue
que Bw pode ser imerso em [0,1]9. Logo |Bw| < |[0,1]9] = (2)!9! = 2191, pois G ¢ infinito.

Agora, como [0,1] é Hausdorff e w é denso em Bw, segue que g € G — gl, € [0,1]* é uma funcao
injetora. Portanto, |G| < |[0,1]¢| = (2¢)¥ = 2v.

Segue entdo que |fw| < 2191 < 227, O

24.3.2 Base de fw. fw nao possui sequéncias nao trivias convergentes.
Proposigao 24.15. Seja A um subconjunto de w entao Z'Bw Nw\ Aﬁw = 0.

Demonstragio. Se A = ) ou w\ A = 0 entdo o resultado é imediato. Seja f : w — {0,1} tal que

f(n) =1sene€ Ae f(n)=0sen € w\ A. Esta funcdo é continua pois w é discreto. Usando a

propriedade da compactificacio de Stone-Cech, existe f que estende f. Assim, f [ZBW] cf [A]{O’l} = {1}

e flw\ A%] C flw\ A]{Oyl} = {0}. Logo, G \ A% = 0. O

Teorema 24.16. O conjunto B = {Zﬁw : ) £ A Cw} é uma base de clopens de Sw.

Demonstragio. Pela proposi¢ao anterior, w \ Aﬁw é o complementar de w \ Aﬂw, pois sao disjuntos e
Buw=0 =AU (W\A) " =AU\ 4.

Dado x € fw e W vizinhanca aberta de z em Sw, pela regularidade de Sw, existe V' aberto em fw
tal queerQVBw cWw.

Como w é denso e V' é aberto em fw, segue que Vﬁw =Vno € B, pois VNw C w. Assim, B é
uma base de abertos. O

B

Lema 24.17. Seja X um espago T5. Se {x,, : n € w} é fechado e discreto em X entéo existe {U, : n € w}
abertos dois a dois disjuntos de X tais que z,, € U,, para cada n € N.
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Demonstragdo. A construgao é feita por indugéo. Temos que xy ¢ {x, : n > 1}. Assim, pela regulari-
dade de X existe Uy aberto tal que xg € Uy C Uy € X \ {z,, : n > 1}. Supondo definidos

U, ... U tais que 2; € Uy e {U; : @ < k} U {x,:n>k+1} dois a dois disjuntos, temos que
Try1 & Fror = U{U; i < k}U{z,: n>k+2}). Como a direita temos uma reunido finita de
fechados, o conjunto Fj11 é um fechado. Usando regularidade, existe Uj41 aberto contendo zj41 tal
que Tg+1 C Ugr1 C Ugsr1 C€ X\ Fiq1. Isso conclui a indugéo. O

Corolario 24.18. Nao existem sequéncias nao triviais convergentes em [Sw.

Demonstragdo. Suponha que exista uma sequéncia nao trivial convergente em Sw. Entao existe (z,, : n €
w) uma sequéncia injetora que converge para x. Podemos assumir (removendo um ponto e reenumerando
a sequéncia se necessirio) que = ¢ {z, : n € w}.

Entdao X = fw \ {z} é um espaco regular e {z, : n € w} fechado e discreto em X. Entdo existem
abertos dois a dois disjuntos {U,, : n € w} abertos em X tais que z,, € U, para cada n € w. Como X é
aberto em Sw, segue que {U, : n € w} sao abertos em Sw. Usando a base de clopens vista anteriormente,
temos que existe A,, C w tais que x,, € Tnﬁw cu,.

Seja f : w — {0,1} tal que f(m) = 1 se existe n par tal que m € A,, e f(m) = 0 caso contrario. Seja f

. — j01 o —{0,1
a extensdo continua de f para Sw. Entao f(za,) € f[Agn]{ - {1} e f(xant1) € f[AQnJ,_l]{ b {0}.
Porém como (z, : n € w) converge e f é continua, segue que (f(z,) : n € w) converge, o que é uma

contradicao. O

7 . ~ A~ . ~ . . w ~
Veremos na préxima seccdo veremos que uma sequéncia nao trivial tem 22 pontos de acumulacio.

24.3.3 O tamanho do fecho de um subconjunto de fw.

Proposicao 24.19. Seja X um espago regular sem sequéncias nao triviais convergentes. Entao se
(zn, : m € w) é uma enumeragao injetora, existe I C w infinito e abertos (U, : i € I) dois a dois disjuntos
tais que x; € U; para cada i € I.

Demonstrag¢do. Vamos construir (Jy : k € w) uma sequéncia subconjuntos infinitos de w, (ng : k € w)
uma sequéncia em w e (U, : k € w) uma sequéncia de abertos tais que

a) Jy11 C Ji para todo k < I;

b) nk+1 > ny para todo k <1

c) ng4+1 € Ji, para todo k < [;

d) zn, € Uy, paracada k <le

e) {Un, : k<1}U{{z;: j € Ji}} sdo dois a dois disjuntos para cada [ € w.

Comece com ng = 0. Como {z, : n > 1 = ng + 1} ndo converge para z,,, existe uma vizinhanga
aberta V,, de z,, tal que Jy = {n > 1: =z, ¢ V,,} é infinito. Pela regularidade, tome U,, uma
vizinhanga aberta de z,, tal que U,, C V,,,. Entdo a) estd satisfeita por vacuidade, b) estd satisfeita
pela escolha de U, e ¢) segue de {z; : j€ Ji} CX\VeU,, NX\V =0.

Suponhamos que ng, Ji e Uy, estdo definidos para cada k < [. Fixe ny1 € J; com nj4q1 > ny
(condigoes b) e c) estao satisfeitas). Por hipdtese, temos que xy,,, nao é limite de {z; : j € J;,j >
ni41 + 1}, Entdo existe uma vizinhanca aberta V;,, ., de x,,,, tal que Ji.1 ={n € Jy: n>ny1, 2, ¢
Ve } € infinito (condigdo a) estd satisfeita). Usando a regularidade, existe U,,,, vizinhanga aberta de
Ty, tal que Uy, C Uy, CV,

Ni41 = "Ni41

I+1

NN (X \ U, ) (condicdo d) estd satisfeita).

I+1

Resta apenas verificar a condicao e). Pela definicao, fica claro que Uy, ,, ¢ disjunto de U, para cada
k < 1. Como Ji41 C Ji para k < I, temos Uy, N{x;: j € Jp1} C Up, N{x;: j€ Jp} = 0. Assim,
resta verificar que Uy, N{x; : j € Jiz1} = (. Isto segue do fato que Uy, , € V;,,, e {z;: j € Jiy1} C
X\ Vi1 O

Teorema 24.20. Seja X C fw infinito. Entao existe A C X tal que A% é a compactificagao de Stone-
Cech de A. Em particular, todo conjunto infinito enumeravel em fw possui 22° pontos de acumulacio

e X7 tem cardinalidade 22°.

Demonstra¢io. Dado X infinito, existe A = {z,, : n € w} C X, enumeragao injetora e abertos {U, : n €
w} dois a dois disjuntos tais que z,, € U, para cada n € w (podemos tomar uma sequéncia injetora em
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X, achar uma subsequéncia com imagem A como ma proposicao anterior e reenumerar a subsequéncia
para obter {x, : n € w}).

Seja f : A — [0,1] uma fungdo continua. Para cada n € w, seja B, = wNU,.

Defina h(m) = f(z,) se m € B, para algum n € N (o n se existir, é tnico) e f(m) = 0 se
m ¢ UnEAw By. L

Seja h a extensao continua de h em fw. Para cada n € w temos que z,, € U, C U, = U, Nw. Pela
continuidade de h, temos que h(x,,) € h[U, Nw| = h[B,] = {f(z,)}.

Assim, ﬁ(xn) = f(z,) para todo n € w. Portanto, h estende f para ar. Logo, A" ¢ a compacti-
ficagdo de Stone-Cech de A. Como A é discreto, segue que SA é homeomorfo a Sw.

Assim, A7 tem cardinalidade 22°. Note que todo ponto de a% \ A é ponto de acumulagao de A.
Portanto, A possui 22 pontos de acumulacéo. O

Proposigao 24.21. Seja X um espago T3% e vamos assumir que X é um subespaco de X. Se Y é tal
que X CY C BX entao fY é homeomorfo a 5X.

Demonstrag¢io. Dada f : Y — [0,1], temos que g = f|x : X — [0,1] possui uma extensdo continua
g: X —[0,1]. Assim §|x = f|x. Como X é denso em X e X é Hausdorff, segue que gy = [
Logo g é extensao continua de f. Como f é arbitrério, segue que SX é o compactificado de Stone-Cech
deY. O

Teorema 24.22. Vamos assumir que w ¢ um subespago de fw. Seja F' C fw fechado em fw. Se
f: F —[0,1] é continua entao existe h : w — [0, 1] tal que h estende f.

Demonstrag¢ao. Como F é fechado e fw é normal, existe g : fw — [0, 1] que estende f. Seja h := g|,.
Pela propriedade de Stone-Cech, segue que h estende h para fw. Como g e f coincidem em w e w ¢
denso no espago Hausdorff Sw, segue que g = h. Assim, h = g estende f. O



Capitulo 25

Aplicacao de [fw. p-limites.

25.1 Um espaco enumeravelmente compacto cujo quadrado nao
é pseudocompacto.

25.1.1 O Teorema de Konig. Enumerando sequéncias em 2“.

A demonstragdo deste teorema pode ser visto num livro de Teoria dos Conjuntos. A demonstracao
usa um argumento diagonal.

Teorema 25.1. Se x é um cardinal entdo cof(2") > k. Em particular, 2 tem cofinalidade nao enu-
meravel.

Vamos construir um subconjunto de Sw de cardinalidade 2“ tal que todo subconjunto enumeravel
infinito possui ponto de acumulagdo. Para isto o subconjunto vai ser indutivamente listado como (z,, :
a < 2%). Vamos enumerar todos os possiveis subconjuntos enumeréveis usando essa enumeragao. Ou
seja, vamos enumerar todas os subconjuntos enumeraveis de 2* como I, e associar ao conjunto listado.
Para isto, quando formos usar a lista, os pontos x, ja devem estar definidos. Com isto temos que usar
uma lista tal que I, C [0, a].

Para isto vamos apelar para mais uma equivaléncia do Axioma da Escolha.

Teorema 25.2. Sao equivalentes:
1) O Axioma da Escolha
2) X x X e X tem a mesma cardinalidade, para todo conjunto infinito X,

Definigao 25.3. O conjunto de todos os subconjuntos de cardinalidade A de um conjunto X é denotado
por [X]*. O conjunto dos subconjuntos de cardinalidade estritamente menor (menor ou igual ) a A é
denotado por [X]<* (resp. [X]=%).

Proposigao 25.4. Existe uma enumeragao (I, : w < a < 2¢) de [2¢¥]“ tal que I, C « para todo
a € [w,2¢].

Demonstracao. Temos que o conjunto de todos os subconjunto enumeraveis infinitos de 2%, denotado
por [2¢]¥, tem cardinalidade (2¥)¥ = |27 | = 2.

Seja ¢ : 2¥ — 2¥ x [2¢¥]“ uma sobrejecao.

Para cada « ordinal com w < a < 2¥, seja I, = ma(d(a)) se ma(¢p(a)) C [0,af e I, = [0,w][ caso
contrario. Claramente, I, C [0, a] para todo o < 2¥.

Para ver que todos os elementos de [2¢]¥ estao listados como I, para algum a € [w,2“][, dado
A € [2¥]¥, considere J = {a < 2¥ : (T < 2¥)d(a) = (£, A)}. Assim, J tem cardinalidade 2%, logo J
é ilimitado em 2“. Como a cofinalidade de 2¥ é nao enumeravel, temos que sup A < 2“. Assim, existe
B € J, com 8 >sup A. Entéo temos que ma(4(3)) = A C [0, 8[. Portanto, Iz = A. O

25.1.2 Compacidade enumeravel e pseudocompacidade nao sao propriedades
produtivas.

Exemplo 25.5. Existem X e Y subespagos enumeravelmente compactos de Sw tais que X X Y nao é
pseudocompacto.

152
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Demonstrag¢io. Tome x,, = y, = n para todo n € w. Iremos definir (2, : w << 2¥) e (Yo : w << 2¥)
tais que:
1) (o : 0<a<2¥ e (yo: 0<a<2¥) sdo enumeragdes injetoras;
2) x4 é ponto de acumulagdo de {z5: 8 € I} e yo € ponto de acumulagdo de {yg : 8 € I, };
N{ra: 0<a<2N{ys: 0<a<2¥} =[0,w].

Vamos supor que X = {2, : 0 < a <2t eY = {y, : 0 < a < 2¥} estdo definidos e veremos que
elas satisfazem as propriedades desejadas.

Vamos verificar que X é enumeravelmente compacto. Dado A C X enumerdvel infinito, seja [ =
{a €2¥: (z € A)x = x,}. Por 1), I é enumeravel, e portanto existe n < 2¢ tal que I,, = I. Assim,
x, é ponto de acumulagdo de {zg : § € I,} = A. Logo X ¢ enumeravelmente compacto. O mesmo
argumento pode ser usado para provar que Y é enumeravelmente compacto.

Por 2), temos que X e Y sdo enumeravelmente compactos.

Como Sw ¢é Hausdorfl, temos que A(Bw) = {(z,2) : € fw} é um subconjunto fechado de Sw X fw.
Por 3) temos que A(w) :={(n,n) : n <w} = A(Bw)N(X xY){(n,n): n <w} é um fechado de X x Y.
Como {m} é aberto para todo n < w, segue que A(w) é aberto e fechado em X x Y. Assim, a funcao
flz,y) =0se (z,y) ¢ A(w) e f(n,n) =n para cada n < w é continua e ilimitada de X x Y em R. Logo
X x Y nao é pseudocompacto.

Vamos agora definir indutivamente x, € yq.

Temos z,, e y, definidos para todo n € w e elas satisfazem as condi¢oes 1) — 3). Suponhamos que
x e yg estao definidos para todo 8 < «, satisfazendo 1) — 3) e vamos definir z, e yg (nesta construgdo
ndo separaremos em caso sucessor e limite). Temos que {5 : § < a} ji estd definida e como I, C «,
temos que o conjunto {xs : B € I,} ja estd definida. Temos {ws : B € I,} tem 2%2° pontos de
acumulagdo, assim seja z, um ponto de acumulacdo de {zg : 8 € I,} que nao pertence ao conjunto
{zp: B<a}U{ys: B <a}

Temos que {yg : 8 < a} ja estd definida e como I, C «, temos que o conjunto {yg : 5 € I,} j4 estd
definida. Temos {ys : § € I} tem 22" pontos de acumulacio, assim seja y, um ponto de acumulacio
de {ys : B € I,} que nao pertence ao conjunto {zg: S < alU{ys: 8 < a}.

Fica a cargo do leitor notar que as condigoes indutivas até a estao satisfeitas. Isto termina a cons-
trugao indutiva. O

Para obter um exemplo de espago enumeravelmente compacto cujo quadrado nao é pseudocompacto,
vamos usar a soma, topoldgica.

Exemplo 25.6. Existe um espago enumeravelmente compacto cujo quadrado nao é pseudocompacto.

Demonstragio. Seja X' e Y’ espacos homeomorfos a X e Y respectivamente tais que X' NY’ = (.

Seja Z = X' UY'. Seja Bx: uma base de abertos de X’ e By uma base de abertos de Y’ e seja
B = Bx/ U By-. Fica a cargo do leitor verificar que B satisfaz as propriedades para ser uma base para
uma topologia de Z, X’ e Y’ sao subespacos abertos e fechados de Z.

Primeiro vamos verificar que Z é enumeravelmente compacto. De fato, se A C Z entao AN X' ou
ANY’ sdo infinitos. No primeiro caso, AN X’ tem um ponto de acumulagdo em X’. Como X' é um
subespaco de Z, segue que AN X’ tem um ponto de acumulagdo em Z e assim, A tem um ponto de
acumulagao em Z. Se ANY’ é infinito entdo por um argumento similar também iremos concluir que
ANY' possui um ponto de acumulacao em Y’, assim A possui um ponto de acumulagao em Z. Logo Z
é enumeravelmente compacto.

Como X’ e Y’ sao abertos e fechados em Z, segue que X’ x Y’ é aberto e fechado em Z x Z. Como
X’ xY' é homeomorfo a X XY, entdo X’ x Y’/ nao é pseudocompacto. Seja f: X' xY’ — R uma fungao
continua e ilimitada. Seja g : Z x Z — R tal que g(z,y) = f(z,y) se (z,y) € X' xY e g(z,y) =0
se (z,y) € (Z x Z)\ (X' xY’). Como X' xY é aberto e fechado, segue que g é continua. Como g é
ilimitada por estender f, segue que Z X Z nao é pseudocompacto. O

25.2 p-limites.

25.2.1 Definicao e propriedades basicas.

Definicao 25.7. Dado um espaco topolégico X e um ultrafiltro livre p sobre w, dizemos que x € X é
p-limite de (2, : n <w) se {n €w: x, € U} € p para toda vizinhanga U de x.
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Proposicao 25.8. Seja p um ultrafiltro livre sobre w. Se x é p-limite de (x, : n < w) entdo z é um
ponto de acumulagao da sequéncia (z, : n < w).

Demonstragdo. Seja U uma vizinhanga de z. Entdo temos que {n € w : x, € U} € p. Como p é
ultrafiltro livre, segue que {n € w: z, € U} é infinito. Portanto = é ponto de acumulagao de z. O

Proposigao 25.9. Se z é um ponto de acumulacdo da sequéncia (z,, : n < w) entdo existe p ultrafiltro
livre tal que x é p-limite de (2, : n < w).

Demonstragdo. O conjunto {{n € w: z,, € U}: U vizinhanca aberta de z} U {[m,w[: m € w} tem PIF.
Seja p um ultrafiltro que contém essa familia. Ent&o p ¢é livre por conter {[m,w[: m € w}.

Como p contém {{n € w: x,, € U} : U vizinhanga aberta de x}, segue que x é p-limite de (x,, : n <
w). O

Definigao 25.10. Seja p um ultrafiltro livre sobre w. Entdo X é p-compacto se toda sequéncia possui
p-limite.

Proposigao 25.11. Um espago compacto é p-compacto para todo p ultrafiltro seletivo.

Demonstrag¢do. Dado um ultrafiltro p e uma sequéncia (2, : n < w) , temos que {{z,, : n € A} : A € p}
tem PIF. Assim, {{z,, : n € A}: A € p} tem PIF. Pela compacidade de X, segue que (\{{z, : n € A} :
A € p} é um conjunto nio vazio. Tome x € (\{{z, : n € A} : A € p}. Dado uma vizinhanga U de =z,
seja B={n € w: x, € U}. Para cada A € p, temos que = € {z,, : n € A}. Assim, {z, : n€ BN A} =
Un{z,: ne€ A} # (). Portanto, temos que BN A # () para todo A € p. Como p é ultrafiltro, segue que
Bep. Logo {n€w: x, € U} = B € p e portanto x é p-limite de (z, : n < w). O

Proposigao 25.12. Se f : X — Y é uma fungdo continua e x é p-limite de (z,, : n < w) com p
ultrafiltro livre sobre w entao f(z) é p-limite de (f(z,) : n < w).

Demonstragdo. Seja W uma vizinhanga aberta de f(z). Entdao U := f~}[W] é uma vizinhanga aberta
de z. Temos entédo que {n € w: z, € U} € p. Como z,, € U — x,, € f[U], segue que {n € w: z, €
UlC{new: f(z,) € W}. Como p é filtro, segue que {n € w: f(z,) € W} € p. Logo, f(x) é p-limite
de (f(zn): n <w). O

Proposigao 25.13. Dado um produto de espagos e p um ultrafiltro livre sobre w, (x; : i € I) é p-limite
de ((xin: i€ 1): n €w) se esomente se z; é p-limite de (z;, : n € w) para cada i € I.

Demonstracdo. A ida sai da proposicao anterior, j4 que as projecoes sao continuas.

Para a volta, dado U uma vizinhanga de (x; : i € I), existe uma vizinhanga bésica [],.; U; x
[licnsXi € U com Uj de (z; : i € I), para cada j € J.Temos que {n € w : z,, € U;} € p.
Assim, p 3 e {n € w2, € Uj} C{n €w: (2, : i € I) € U}. Como p é filtro, segue que
{new: (z;:1€I)eU} ep. Assim, (x;: i € 1) é p-limite de (x5, : 1 € 1) : n Ew). O

Corolario 25.14. Dado um ultrafiltro livre p, a p-compacidade é uma propriedade produtiva (tem que
ser o mesmo ultrafiltro para todos os espagos.)

Definigao 25.15. Um espaco X é w-limitado se A é compacto para todo A C X infinito enumeravel.

Teorema 25.16. Um espaco X é w-limitado é p-compacto para todo ultrafiltro livre p sobre w.
Reciprocamente, se X é T} 1 e p-compacto para todo ultrafiltro livre p sobre w entdo X é w-limitado.

Demonstra¢do. Suponha que X é w-limitado. Seja p um ultrafiltro livre sobre w e (z, : n < w) uma
sequéncia em X. Por hipétese F' = {x,, : n < w} é compacto, portanto existe z € {x, : n < w} que é
p-limite de (z,, : » < w) em F. Como F é subespaco de X, segue que z é p-limite de (z, : n < w) em
X.

Para a reciproca, suponha que X nao é w-limitado. Entao existe A C X enumerdvel tal que F = ax
nao é compacto. Seja y € SF \ F. Enumere A como {z, : n € w}. Como A é denso em F e F é denso
em (F, segue que A é denso em SF. Assim, y é ponto de acumulacdo de (z,, : n € w). Logo existe p
ultrafiltro livre sobre w tal que y é p-limite de (2, : n € w) em SF. Pela unicidade do p-limite (o espago
BF é Hausdorfl), segue que nao existe p-limite para (z,, : n € w) em F. Como F é fechado em X, segue
que nao existe p-limite para (z, : n € w) em X. O
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25.2.2 O produto de um compacto e um enumeravelmente compacto.

Teorema 25.17. Seja X um espago w-limitado e Y um espago enumeravelmente compacto. Entao
X XY é enumeravelmente compacto.

Demonstragao. Seja ((xyn,yn) : n < w) uma sequéncia em X XY . Como Y é enumeravelmente compacto,
existe y € Y e um ultrafiltro livre p tal que y é p-limite de (y, : n < w).

Como X é w-limitado, existe z € X tal que x ¢ p-limite de (z,, : n < w).

Portanto (x,y) € X xY é p-limite de ((xn, yn) : » < w). Logo (z,y) € X xY é ponto de acumulagéo
de ((Zn,yn) : m <w) e X xY é enumeravelmente compacto. O

25.3 Caracterizacao de Sw usando ultrafiltros.

Para o estudo especifico da compactificacio de Stone-Cech de w, é interessante tratar os pontos do
espago como ultrafiltros.

Exemplo 25.18. (Sw como espago de ultrafiltros.) Iremos denotar por fw o conjunto dos ultrafiltros
de w (em breve veremos por que é uma compactificacao de Stone-Cech de w).

Demonstra¢io. Uma base para a topologia. Para cada A C w, denote por A = {p€pw: Acp}

Vamos mostrar que se ANB = AN B. De fato, p € ANB se e some somente se p € A e p € B se e somente
seAEpeBGpseesomenteseAﬁBEpseesomentesepGAﬂB

Para todo A, B subconjuntos de w, temos que AU B = AUB U B. De fato, p € AU B se e somente se
pEAoupeBseesomenteseAEpouBEpseesomenteseAUBEpseesomentesepeAUB.

Vamos mostrar que B = {A: ) C A C w} é base para uma topologia. De fato, fw = & enta primeira
condicao de base de abertos esta satisfeita. Para a segunda condi¢ao temos que a interseccao de dois
elementos de B é um elemento de B. Assim, B gera uma topologia em Sw.

A topologia é Hausdorff. De fato, se p,q € Sw sao distintos, entao existe A € p tal que A ¢ ¢
(caso contrério, p C ¢, que ndo pode ocorrer por que ¢ é maximal). Como A ¢ ¢, segue que w \ 4 € ¢,

pois ¢ é ultrafiltro. Assim, p € A, g € w\ A. Como ANw\ A = 0, segue que fw é Hausdorff.

A topologia é compacta. Seja U/ uma cobertura por abertos de B. Suponhamos por absurdo
que para todo V C U finita nao cobre Bw. Pela propriedade das unides de elementos de B, temos que
o complementar de UV é um conjunto da forma Ay, para algum Ay C w. Por hipdtese, temos que
{AV ¢V C U finito } tem PIF (AV CAyseVOW ), assim, A = {Ay : V C U finito } tem PIF.
Seja p um ultrafiltro que estende A. Entao p ¢ U para todo U € U ({U} C U finito e A(yy € p com
Un Z{\U/} = (). Assim U nao cobre Sw, uma contradicao.

A imersao. Para cada n € w, seja [n] o filtro gerado por {n}. Temos que fr\z/} é aberto em Sw.
Assim i : w — Bw tal que n — [n] é uma imersdo continua. Claramente o conjunto dos ultrafiltros
{[n] : n € w} é denso em Pw. Assim, Sw é uma compactificacao de w.

0,1
fo-1] cAe
: A € p} tem PIF, assim, pela compacidade de [0, 1] segue que

N{fIA] } AE p} # 0. Vamos verificar que [{f[A ][’]

rs € N{fIA] ] : A € p} distintos, tome W, e Wy abertos disjuntos contendo r e s respectivamente.

Entao W, N f[ ] ;é () para cada A € p. Assim, f~1[W,] N A # () para cada A € p. Como p é ultrafiltro,

segue que f L[W,] € p. De forma andloga, temos que f~1[W,] € p, mas isto é uma contradicio, pois
s =

fFHw,.n [ = () ¢ p. Assim, seja f(p) o tnico ponto em ({f[A4]  : A € p}. Temos que para

f([n])e{f[] U e i) = FIT™ = (Fn)). Assim, Foi(n) = F(n).

A extensao f é continua. Tome p € fw e W uma vizinhanca aberta de f(p) Seja V' uma

A extensao de f. Seja f: w — [0, 1] uma fungdo continua. Dado p € Sw considere { f[A4]

ph. Como p é filtro, segue que {f[A ][ 5

A € p} é um conjunto unitdrio. De fato, se

vizinhanca aberta de f( ) tal que yio C W. Como Vlsto acima, f~1[V] € p. Assim, p € f~1[V].
Vamos verificar que f[f 1[V]] € W. De fato, se ¢ € f~ [ V] entdo f~1[V] € ¢ implica que f(q) €
v evtew. 0



Capitulo 26

Caracterizacao de propriedades
usando a compactificacao de
Stone-Cech.

Ja vimos que um espago X TS% é localmente compacto se e somente se X é aberto em alguma (toda)
compactificao Hausdorff de X. Em particular, X ¢é localmente compacta se e somente se é um aberto
na sua compactficacdo de Stone-Cech. Isto é chamado de uma caracterizacio externa, pois usamos a
propriedade fora do espaco X.

26.1 Pseudocompacidade e compactificagoes.

26.1.1 (Gs-denso.

Defini¢ao 26.1. Um conjunto A é G5 se existe uma familia enumerdvel {U,, : n < w} de abertos tais

que A=, ., Un.
Um conjunto D é Gs-denso se D N A # () para todo subconjunto A que seja Gs e nao vazio.

Teorema 26.2. Seja X um espaco 15 1 Sao equivalentes:

1) X é pseudocompacto.

2) X é Gs-denso em toda compactificacio Hausdorff de X (onde X é visto como subespaco da
compactificacio).

3) X é Gs-denso em X (assumindo que X é subespago de 8X).

Demonstragdo. (1) — 2)). Faremos pela contrapositiva. Suponha que X néo é Gs-denso em c¢X. Entao
existe (V,, : n < w) abertos em cX tais que (), _,, V» é nao vazio e X N, Vi = 0. Fixe um ponto
Y € < Vo Usando a regularidade de cX, podemos definir U,, indutivamente tal que

yeUpCVWye

ye Uyt C W_HCX C U, NVy41 para cada n < w.

Entao {U, N X : n < w} é uma familia decrescente de abertos nao vazios ( note que y € U, C
TN X ) e Moo Tn N X CXO (Moo Tn N X ) C XA (New Tn ) € XN (N, V) = 0.

Portanto {U, N X : n < w} testemunha que X néo é pseudocompacto (uma das equivaléncias vistas
para espacos T3%).

(2) — 3)). E imediato, pois SX é uma das compactificacoes.

(3) — 1)). Faremos pela contrapositiva. Suponha que X néo é pseudocompacto. Entdo existe
f:+ X — R ilimitada. Seja g(z) = m Temos entao que g é uma funcao continua, tal que

0 < g(x) <1 para todo z € X, mas 0 € {g(z): z € X}. Como g é limitada e continua, segue da
compactificacio de Stone-Cech que existe § extensdo de g em SX. Tome os abertos U, = §~[[0, QL[]
para cada n € N. Entao A = (1, .y Un é um Gs nao vazio de 8X (pois A = (,cn 9 [0, 5] € o termo
a direita é uma intersec¢io decrescente de fechados e portanto um fechado nao vazio do compacto X).

Entao ANX = (N,enUn N X =N,en 9 M0, 520 = g7 [{0}] = 0. Assim, A testemunha a negagao
de 3). O
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26.2 Paracompacidade e compactificacoes.

26.2.1 O Teorema de Tamano.

Teorema 26.3. Seja X um espago Tg% Sao equivalentes:
1) X é paracompacto.
2) Para toda compactificagdo Hausdorff ¢X de X temos que ¢X x X é normal.
3) O produto X x X é normal.
4) Existe uma compactificagdo Hausdorff ¢X de X tal que ¢X x X é normal.

Demonstragdo. Ja vimos que o produto de um paracompacto por um compacto é paracompacto. Espagos
paracompactos Hausdorff sdo normais. Assim, 1) — 2). As implicagoes 2) — 3) e 3) — 4) sdo imediatas.

Assim, resta verificar 4) — 1). Seja ¢X uma compactificacdo tal que ¢X x X é normal. Iremos
assumir sem perda de generalidade que X é um subespago de cX.

Seja {U; : i € I} uma cobertura aberta de X. Como X é um subespago de cX, existe V; aberto de
c¢X tal que V; N X = U; para cada i € I. Como cX é Hausdorff, temos que {(y,y) : y € ¢X} é fechado
em cX x cX. Assim A:={(z,z): € X} ={(y,y) : y € <X} N(cX x X) é fechado em ¢X x X. Seja
F =cX\ (U;c; Vi) (note que F pode ser um fechado vazio). Entao F' x X e A sdo fechados disjuntos de
c¢X x X e pela normalidade de ¢X x X existe uma fungéo continua f : ¢X — [0,1] tal que f[F'x X] = {1}
e fIA] = {0} (note que se F' x X = () entao a fungao constantemente 0 satisfaz as condigdes).

Seja p(z,y) = sup,c.x |f(a,z) — f(a,y)|. Afirmamos que p é um pseudométrica continua em X.

p é pseudométrica. Como usamos o mddulo, temos que p(x,y) > 0 para todo (z,y) € X x X.
Para cada x € X, temos p(z, ) = sup,c.x |f(a,z) — f(a,z)| = 0.

p(,y) = supgecx | f(a, ) = fla,y)| = supgecx |f(ay) — fla, 2)| = p(y, ).

Resta verificarmos a desigualdade triangular. Temos

[f(a,2) = f(a,2)| <|f(a,2) = f(a,y)|+[f(a,y) — f(a, 2)| < p(2,y) + p(y, 2) para todo a € cX. Assim
p(2,2) = Wby |f(a,2) — F(a, )] < pla, ) + ply, 2). O

p é uma pseudométrica continua. Isto é equivalente a mostrar que a topologia gerada pela
pseudométrica é menos fina que a topologia de X. Fixe g € X e € > 0. Para isto, basta mostrarmos
que B,(xo,€) é vizinhanca de 2o em X. Tome § < €. Para cada y € cX seja Oy,1 x Oy 5 uma vizinhanca
bésica de (y,zo) tal que a oscilacao 0(f[Oy1 X Oy2]) < 6. Como {Oy 1: Yy € cX} é uma cobertura
aberta do compacto cX, existe Yy C cX finito tal que ¢X C U eY y,1. Tome Oy = ﬂero Oy2. Entao
para todo a € ¢cX e & € O temos que existe y € Yy tal que (a, x) (a,z0) € Oy1 x Oy 2 e portanto
|f(a,z) — f(a,z0)| < d. Portanto, temos que p(z,zo) = sup,c.x |f(a,z) — f(a,20)| < 6 < e. Portanto,
temos que O é uma vizinhanca de zo em X tal que Oz C B, (o, €). O

Considere a cobertura {B,(z,%) : # € V}. Como é uma cobertura por p-abertos e a topologia
gerada por p é pseudocompacta (por p ser pseudométrica), segue que existe W um refinamento p-aberto
de {B,(z,3) : = € V}. Temos que para cada W € W existe z € X tal que W C B,(z,1). Assim,

—cX 71¢:X
W C By(z, 3)
Temos para todo z,y € X que f(y,z) = |f(y,z) — f(y,y)| < p(y,x). Assim, temos que f(y,z) < 1
cX ———cX
paratodoy € B,(z,1). Portanto, temos que se z € B(z,1)  entdo f(z,2) < 1. Assim, B(z,1) NF =

(). Logo, WENF=0 para todo W € W.

Assim, temos que W 6 um compacto coberto por {V; : i € I}. Fixe Iy C I finito tal que

Y CUViiie Iy} Note que W CU{ViN X : i€ Iy} = (Ui : i € Iy ).

Afirmamos que O = {WNU; : W € W,i € Iy} é um refinamento aberto localmente finito de
{Ui 11 € I}

A familia O é uma cobertura aberta de X. De fato, se x € X entdo existe W € W tal que
x € W. Como W C UiEIW U;, segue que existe ¢ € Iyy tal que z € W NU;.

A familia O é refinamento de {U; : i € I}. E claro, pois dado W € W e i € Iy, temos que
wnuU; CU;, onde i € [ (pOiS Iy C I)

A familia O é localmente finita. Seja x € X um ponto arbitrario de X. Como W é localmente
finita, existe V uma vizinhanca aberta de z tal que W, = {W € W: W NV # (}} é finita. Entao temos
que {0 €eQ: 0NV £ C{WnNU;: W e W,,i€ Iy} ComoW, éfinito e Iy ¢ finito para cada
W e W,, segue que {O € O: ONV # ()} é finito. Logo, O é localmente finita. O
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26.3 Cech-completos e compactificacoes.

Definigao 26.4. Um subconjunto A de X é F, se existem fechados F,, para cada n € N tais que
A=Upen Fn

A definigao de Cech-completo vird de uma caracterizacao externa usando compactificagbes. Primeiro
iremos provar uma relagao entre os remainders de compactificagoes.

Lema 26.5. Seja A é um conjunto denso de um espago Hausdorff X e seja f: X — Y uma funcdo
continua para um espago arbitrario Y. Se f|4 : A — f[A] é um homeomorfismo entéo f[X\ AN f[A] = 0.

Demonstra¢do. Suponha que z € X \ A e a € A. Suponhamos por absurdo que f(z) = f(a). Como X é
Hausdorff, podemos tomar U e V vizinhangas abertas disjuntas de = e a em X respectivamente. Como
xeUC " =anT" (a ultima igualdade segue de A denso e U aberto), segue que f(a) = f(z) €
fano’ ™.

Entdo podemos fixar uma rede contida em f[A N U] que converge para f(a) Seja (xy : A € A)
uma rede em AN U tal que (f(zy) : X € A) converge para f(a) € f[X]. Como f=!: f[X] = Aé
homeomorfismo, segue que (z : A € A) converge para a, mas isto contradiz o fato que a ¢ U. O

Teorema 26.6. Se f: c1 X — X f[c1[X]] = co| X] satisfazendo f o) = g entdo fle1[X]] = e[ X].
Entao f[e1[X]] = eo[X] e flenX \ e1[X]] = e2X \ e2[X]. Note que também temos ¢; X \ ¢1[X] =
FHea X \ 2] XT]

Demonstragdo. A primeira igualdade segue de f o ¢q(x) = co(x) para cada x € X.

Para ver a segunda parte, primeiro note que §§ = fle; X \ e1[X]] N fler[z]] = fler X \ ea[X]] Ne2[X] (
a primeira igualdade sai do lema anterior). Assim, flc1 X \ ¢1[X]] C 2 X \ o[ X].

Vamos agora ver a inclusao reversa. Como co é compacto e co[X] é denso em X, segue que f[c1 X] =
c2X. Como flc1[X]] = e2[X], segue que fle1 X \ c1[X]] 2 2 X \ o[ X].

Entao temos fle1 X \ ¢1[X]] = 2 X \ e2[X]. O

Teorema 26.7. Seja X um espago Tsé Sao equivalentes:
1) Para cada compactificagdo ¢X do espa¢o X, o remainder ¢X \ ¢[X] é um subconjunto F, de cX.
2) Para alguma compactificagdo ¢X do espago X, o remainder ¢X \ ¢[X] é um subconjunto F, de
cX.
3) O remainder X \ B[X] é um subconjunto F, de 5X.

Demonstragdo. A implicagdo 1) — 2) é imediata.

Vamos mostrar que 2) — 3). Seja ¢X uma compactificagio tal que ¢X \ ¢[X] é um F, de cX. Seja
(Fn : n € N) fechados tais que cX \ c[X] = U,,cn Fn-

Como X > c¢X, existe f : X — cX tal que f o B(x) = ¢(x) para todo z € X. Temos entdo
pelo teorema anterior que X \ B[X] = f~eX \ ¢[X]] = U,en /7 Fn]. Como f ¢ continua, temos que
f~Y[Fy] sao fechados em SN. Assim, fX \ B[X] é um F, em 3X.

3) — 1). Suponhamos que SX\[[X] é um F, em 8X eseja (F, : n € N) fechados tais que X \SB[X] =
Unen Fn- Seja ¢X uma compactificacio de X. Entdo temos cX < SX. Seja f uma testemunha dessa
desigualdade de compactificagdes. Temos entao J,,cy f[Fn] = f[U,en Frl = fFIBX \ B[X]] = cX \ ¢[X],
onde a ultima igualdade segue do teorema anterior. Como F;,, é um fechado dentro do compacto 5X,
segue que f[F,] é compacto no Hausdorff ¢X. Assim, ¢X \ ¢[X] é um F,, em cX. O

Definicao 26.8. Um espago 15 1 é chamado de Cech-completo se ¢X \ ¢[X] é um F, de ¢X para alguma
compactificagdo Hausdorff de X. (ou qualquer uma das outras duas equivaléncias acima).

Note que um espaco X T 1 é localmente compacto se e somente se 5[ X] é aberto em X se e somente

se BX \ B[X] é fechado em SX. Portanto espagos localmente compacto Hausdorff sao Cech-completos.
A definigao de Cech-completo é externa. Vamos dar uma defini¢do interna. Antes é preciso introduzir
um novo conceito auxiliar.

Definicao 26.9. Dizemos que um conjunto A tem didmetro menor que uma cobertura C (denotando
isto por §(A) < C ) se existe C € C tal que A C C. Note que esta defini¢io se relaciona a didmetro em
espagos métricos se tomarmos uma cobertura por bolas abertas de raio fixado.
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Teorema 26.10. Um espago 15 1 é Cech-completo se e somente se existe uma familia enumerdvel
{C; : i € N} de coberturas abertas de X tais que para toda familia de fechados F de X com PIF tais
que existem elementos de F com didmetro menor que C; para cada i € N entdo (| F é um conjunto nao
vazio.

Demonstracdo. Suponhamos que X é Cech-completo. Seja ¢X uma compactificacio de X. Para facilitar
a notagado vamos assumir que a compactificagio é tal que c(x) = x para cada x € X. Como ¢X \ ¢[X]
é F,, existe (F; : i € N) fechados em c¢X tal que c¢X \ ¢[X] = U,y Fi- Tome U; = cX \ F; para cada
1€ N.

Entao X = ﬂieN U;. Paracadax € X ei € I seja V,; abertoem cX talquez € V,; C mcx CcU;.
Tal V, ; existe pela regularidade de ¢X. Seja By ; = V;; N X e tome C; = {B,,; : * € X} para cada
i € N. Claramente cada C; é uma cobertura de X. Seja F uma familia de fechados de X com PIF que
possue elementos de didmetro menor que C; para cada i € N. Temos que {FCX : F € F} tem PIF.

=cX
Portanto existe y € ({{F'~ : F € F}. Basta mostrarmos que y € X. De fato, para cada ¢ € N existe

. ~ X X
Fie Fex; € X tal que F; C By, ; € C; para cada i € N. Entao y € F C B, 16 = Vwmc Cc U;.

Assim, y € (Y,enUi =X ey € X.

Para a reciproca, seja {C; : i € N} uma familia de coberturas abertas de X como no enunciado.

Seja ¢X um compactificagdo de ¢X em que iremos assumir que ¢(x) = = para todo = € X.

Para cada U € |J;cnCi, seja Vp aberto em c¢X tal que Vy N X = U. Temos que X C (. U{U :
Uecliy CMNienU{Vu : U €Us}. Como U{Vy : U € U} é aberto em cX para cada i, basta mostrar
que N;ey U{Vu : U € U} € X para termos que X é um G5 de ¢cX. Tome y € [;cy U{VU Uel}e
seja V, as vizinhancas abertas de y.

Afirmacao: y € X. Tome F = {X N W woe Vy}. Claramente F tem PIF, pois a intersec¢ao
finita de elementos de F contém uma vizinhanga aberta de y intersectada com X, onde X € denso em

cX. Fixe i € N. Por hipétese, existe U € U; tal que y € Viy. Seja O € Vy, tal que y € O C 6CX C W
Entao X N 5CX C X NVy =U e portanto o didmetro de O C 6CX € F é menor que C;.

Como F satisfaz as hipdteses, temos entdo que ) = (| F = X N ﬂ{WCX W eVt = Xn{y}
Assim, y € X. O

Proposigao 26.11. Todo espaco completamente metrizavel é Cech-completo.

Demonstra¢ao. Fixe uma métrica completa e tome C; o conjunto das bolas de raio QL para cada i € N.
Dada uma familia de fechados F tais que existam conjuntos de didmetro CZ, entao tome F; € F com Fj
de diametro C;. Como o dlametro de ﬂ F; na métrica completa é < 2] 571, segue que existe r € X tal

que (\{F;: i€ N} = ﬂ{ﬂ : j € N} = {z}. Falta verificarmos que x € [|F. Supondo por absurdo
que z ¢ F com F € F, como F e fechado, segue que d(z, F') > 0. Tome j € N tal que a distancia entre x
e I é estritamente maior que 2J 7=~ Temos que x € F} e o diametro de F} § 2J 5-T- Assim,sey € F; N F
satisfaria d(z,y) < 51 devido ao didmetro de Fj e d(m y) > d(z, F) > 5~ o que é uma contradicao.
Assim, d(z, F)=0ex € F. O

Teorema 26.12. (Teorema de Baire para espagos Cech-completos) Seja X um espago T?)% e U, é um
aberto denso de X para cada n € N entdo (), .y Un é denso em X.

Demonstracao. Seja C; uma familia de coberturas abertas de X que testemunham que X satisfaz a
equivaléncia para ser Cech-completo. Dado W um aberto nio vazio de X, fixe zgp € WNUy e Vy € Co
tal que zg € V. Usando regularidade, tome W, aberto tal que xg € Wy C Wy C W N Uy N Vy. Supondo
W; abertos nao vazios definidos tais que

1) W(] CWnUs.

2) W; tem diametro menor que C; para todo i < j.

3) Witi CWiNUita

Temos que Wy foi definida para satisfazer 1) e 2). A condigdo 3) estd trivialmente satisfeita para
7 =0.

Supondo definido até j, iremos definir para j + 1.

Tome z;41 € W; NUjy1. Como Cj4q é uma cobertura, existe V11 € Cj4q tal que z,41 € Vg1,
Usando a regularidade, existe um aberto W1 tal que x € W, 11 C W, 11 € W;NU;11NVj41. Claramente
condigoes 2) e 3) estao satisfeitas.
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O conjunto {W; : i € Ni} é uma familia de fechados tal que cada W; tem didmetro menor que C; para
cada 7 € N. Assim, (),.y Wi # 0. Como ;e Wi € W N[,y Ui e W é um aberto arbitrario, segue que
Mien Us € denso. O

Exercicio 26.13. Discuta se existe um espago X C Sw que seja:
pseudocompacto e nio seja Cech-completo,
enumeravelmente compacto e nao seja Cech-completo.
(note que w é localmente compacto, assim, existem Cech-completos que néo sao pseudocompactos

nem enumeravelmente compactos.)



Capitulo 27

Conexidade. Conexidade local.

27.1 Conexidade

27.1.1 Definigao

Um espago é desconexo se ele pode ser divido em dois clopens nao vazios. Assim, um espago é conexo
quando ele nao é desconexo.

Definigao 27.1. Um espaco é conexo se os tinicos conjuntos abertos e fechados (clopen) sao ) e X.

Proposigao 27.2. Um espago X é conexo se e somente se A, B sdo subespagos abertos de X tal que
X=AUBeANB={entao A=0ou B =0.

Demonstracdo. Suponha que X é conexo. Suponha que X = AUB e ANB = (. Entao A e B sao
clopen, assim A = ou A = X (e assim, respect. B = X ou B = ().

Suponha que X é desconexo. Entao existe U clopen com () # U # X. Assim, A=Ue B=X\U
sao abertos tais que X = AUB e ANB =0, mas A # ) # B e assim, a reciproca estd provada pela
contrapositiva. O

Teorema 27.3. Um subespago Y de X é conexo se e somente se nao existem A, B subespagos abertos
de X taisque Y CAUBeYNANB=0eYNA#D#YNB.

Demonstracdo. Faremos a ida pela contrapositiva. Suponha que existem A e B abertos em X tais que
YCAUBeYNANB=0eYNA#0#YNB. Entao Y N A e Y N B sao clopens nao vazios de Y e
assim Y é desconexo.

Faremos a volta também pela contrapositiva. Suponhamos que Y nao seja conexa. Entao existe U
clopen em Y com () # U # Y. Seja A um aberto de X tal que ANY = U. Seja B um aberto de X
tal que BNY =Y \U (Y \ U é aberto pois U ¢ fechado em V). Entap Y = U U (Y \U) C AU B,
YNANB=YNANYNBY)=UnNYNU)=0,YNA=U#0eYNB=Y\U#0. O

27.1.2 Ordens lineares.

Proposigao 27.4. Seja X é linearmente ordenado. Entao X é conexo se e somente se X denso em si
mesmo e todo subconjunto nao vazio limitado superiormente possui supremo.

Demonstracdo. Ida. Faremos pela contrapositiva. Se X nao é denso em si mesmo, entao existe a,b € X
tais que nao existe c € X tal que a < ¢ < b. Assim, A={zr € X:z2z<a}={r € X:z<b}éum
aberto e fechado distinto de ) e X.

Seja Y C X nao vazio, limitado superiormente por b € X tal que Y nao possui supremo. Seja
A={z e X: (JyeY)r <y} ComoY nao possui maximo, segue que ¥ C A. Além disso, temos que
{reX:2<y}éumabertode X e A=J,cy{z € X: <y} Assim, Aéaberto.

Temos que ) # A # X (Y C A C X\ {b}). Assim, falta apenas mostramos que A é fechado. Para
isto vamos mostrar que X \ A é aberto.

Seja z € X \ A. Pela defini¢ao de A, segue que z > y para todo y € Y. Como z nao é supremo de Y,
segue que existe t > y para todo y € Y tal que t < z. Para todo u € {x € X : & > y}, temos que u > y
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para todo y € Y. Assim, u ¢ A. Logo, z € {x € X : z >y} C X \ A. Assim, todo ponto de X \ A
contém uma aberto contido em X \ A. Logo X \ A é aberto.

Volta. Sejam A um aberto e fechado néo vazio de X. Suponhamos por absurdo que A # X e tome
b€ B:= X\ A. Vamos primeiro supor que existe a € A tal que a < b. Tome y = sup{z € A: x < b}.
O supremo existe por que {x € A : x < b} é um conjunto néo vazio e limitado superiormente. Se y
é maximo entao y € A. Se y nao fosse maximo entao y é um ponto de acumulagao de A, como A é
fechado, segue que y € A. Por outro lado, como y ndo é méximo de X e A é aberto, existe ¢ € X tal
que [y,c[C A. Como ¢ < b, temos entao que [y,c[C {x € A: x < b}. Como X ¢ denso em si mesmo,
existe z €y, ¢[. Por hipétese, z € [y, ¢[C A. Assim, y < z <sup{z € A: z < b} =y, uma contradicio.

No outro caso, temos que existe a € A tal que b < a. Tome y = sup{x € B: z < a}. O supremo
existe por que {z € B : x < a} é um conjunto nao vazio e limitado superiormente. Usando o fato que B é
aberto e fechado, iremos concluir similarmente ao caso anterior que y nao é supremo de {z € B : = < a}
e teremos uma contradigao.

Assim, concluimos que X = A, logo X é conexo. O

Corolario 27.5. Um subconjunto de R é conexo se e somente se é um intervalo.

27.1.3 Imagem e produtos de conexos.

Teorema 27.6. A imagem continua de conexo é conexa.

Demonstragdo. Suponha que f: X — Y ¢ continua e f[X] ndo é um conexo. Entao existe A C f[X]
aberto e fechado em f[X] tal que 0 # A # f[X]. Como f é continua e sobrejetora sobre f[X], segue que
f71[A] é um aberto e fechado e ) # f~1[A] # X. Assim, X ndo é conexo. O

Teorema 27.7. Se X é conexo e infinito e T3 entéo [ X| > 2.

Demonstragdo. Seja x,y € X distintos. Como X é Ty, temos que {y} é um conjunto fechado. Como X
é completamente regular, existe uma fun¢ao continua f : X — [0, 1] tal que f(z) =0e f(y) = 1. Assim,
f[X] é um conjunto conexo contendo [0,1]. Logo, |X| > |f[X]| = ][0, 1]| = 2¥. O

Teorema 27.8. Se Y é um subespago conexode X e Y C Z = ?Z C X entao Z é conexo.

Demonstracdo. Suponhamos por absurdo queZ nao é conexo. Entao existe A aberto e fechado em Z tal
que ) # A # Z. Entdo A e Z \ A sdo abertos nao vazios de Z, logo, ANY e Y\ (ANY)=YN(Z\A)
sao abertos e fechados nao vazios de Y. Assim, Y néo é conexo. O]

Teorema 27.9. Se {C; : i € I} sdo conexos e C; N C} sdo nao vazios, para todo 4,5 € I entdo (J;c; C;
é conexo.

Demonstra¢io. Primeiro caso. Vamos supor que existe € X tal que « € (,.; D; e D; é conexo para
cada i € I entdao D = |J,.; D; é conexo.

Seja A um aberto e fechado em D. Entao B = D\ A é um aberto e fechado em D. Vamos assumir
primeiro que z € A.

Como A é aberto e fechado em D entao A N D; é aberto e fechado nao vazio de D;. Assim, pela
conexidade de D;, segue que AN D; = D;. Como x € D; para todo ¢ € I, segue que D; C A para todo
i€l Assim, D =|J;c; D; € A. Logo A= D.

Caso = ¢ A, entdo temos z € B e assim, concluiremos que D = B e assim, X = (). Logo os tinicos
abertos e fechados de D sao ) e D e portanto D é conexo.

Caso geral. Fixe k € I. Se {C; : i € I} s@o conexos e C; N C; sdo nao vazios, para todo
1,7 € I, entao tomemos D; = C U C;. Como Cy N C; # B, segue do primeiro caso que D; = Cy N C;
é um conexo. Fixe x € Cf. Entdo x € D; para cada i € I. Assim, pelo primeiro caso, temos que
Uier Ci = Ck U (Uicr i) = Ui (Cr U Ci) = Uiy Di € conexo. O

icl

Proposigao 27.10. O produto finito de espagos conexos é conexo.

Demonstracao. Sejam X e Y dois espagos conexos nao vazios. Dado xg € X e yg € Y, temos que
X x{yo} e {0} x Y sdo conexos por serem homeomorfos a X e Y respectivamente. Assim, Z, ) =
X x {yo} U{zo} x Y sdo conexos de X x Y com (wo,%0) € (X x {yo}) N ({wo} X Y). Assim, Z(5, ) ¢
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conexo. Temos que {Z(, ) : (z,y) € X x Y} é uma familia de conexos tais que a intersecgao dois a dois
¢ nao vazia (de fato, (z,y’) e (2',y) pertencem a Z(, ) N Z (g ). Assim,

X xY =W{Z@u,y : (x,y) € X x Y} é conexo.

Por indugao finita, podemos entao concluir que o produto finito de conexos é conexo. O

Teorema 27.11. O produto de Tychonoff de espagos conexos é conexo.

Demonstra¢ao. Dada uma familia de espagos conexos {X; : i € I}, fixe a; € X; para cada i € I. Seja
Z = Ujcr, finito 1Ljes Xj x ILiens{zi}. Cada elemento da familia cuja unido é Z é um conexo pela
proposicao anterior e (z; : i € I) € (V;c;, fnito 1jes Xj X [Liep s {zi}. Assim Z ¢é conexo.

Dado um aberto basico [[;c; U x [[;ep s Xi, temos que [[,c;Uj x [Tiep s Xi 0 Z 2 [, Uj %
[Licns Xi N 11jes X % [liep i} # (. Assim, Z é um conexo denso de [];.; X;. Logo, o fecho de Z
que é [[,c; Xi, é conexo. O

27.1.4 Um espago conexo enumeravel.

Exemplo 27.12. Existe um espaco Hausdorff enumerével e conexo. Em particular, toda funcao continua
real é constante.

Demonstracdo. Vamos usar triangulos equilateros para definir a topologia. O importante aqui é que as
retas em R X R cuja inclinagao € irracional contém no maximo um elemento de Q x Q.

Seja X o conjunto dos pares (a,b) de racionais tais que b > 0. Vamos definir um sistema fundamental
de vizinhangas para a topologia de X.

Para b = 0, considere V(, o) = {(Ja — 5=, a + 5=[x{0}) N X : n € N}.

Para b > 0, dado z = (a,b) € X, seja uy, E]Rtalqueab_—f: @evx ERtalqueab_;fw :—§
(no caso, z, (uz,0) e (vy,0) formam um triangulo equildtero). Considre V, = {{z} U ((Jus — 5, us +
%[X{O}) U (Jve — %,vx + %[X{O})) NX:neN}L

Vamos primeiro verificar que é um sistema fundamental de vizinhancas para uma topologia. A
condigdo BL1) estd satisfeita, pois V, é nao vazio e x € U para todo U € V,. A condi¢do BL2) tamém
estd satisfeita, pois os conjuntos em V, sao C-decrescentes em relagao an € N.

Para BL3), se x = (a,0) e U € V(4,) entdo existe n € N tal que U = (Ja — %, a+ %[X{O}) nx. Se
y € U entdo y = ¢,0) para algum c racional. Existe m € N tal que J¢ — 2%,(: + %[C]a - 27,a + 5 L.
Assim, Vy 3 (Je — 55, ¢+ 5= [x{0}) N X C U.

Se x = (a, b) comb>0 U€eV,ey€eUcomy # x entdo existe n € N tal que y € ((Juy — 50, ug +
= [x{0}u (] Vg — 5, Vg + 5[ X {0})) NX C U Entéo temos que y = (¢, 0) para algum c racional. Entao
¢ EJu, — 2n Uy + an [ ou ¢ €|v, — 2n y Uz + 5w L Usando um argumento surnllar ao ja feito acima, temos
que existe W € V, tal que W Clu,, — %,ux + 5w Llou W Clu, — 2%,1)95 + 5w L[. Portanto W C U e BL3)
estd satisfeita.

Agora iremos verificar que a topologia é Hausdorff. Primeiro considere x = (a,b) e y = (¢, d) dois
pontos distintos de X com b > 0 e d > 0. Note que u, e u, nao podem ser iguais, pois u; = u, implicaria
que (a,b) e (¢, d) estariam na mesma reta e sua inclinacdo seria um racional. Similarmente temos que
vy 7# vy. Vamos verificar que u, # vy. De fato, se u, = v, entao b __d Assim,

a—Ug c—vy c—Ug "

bc — bu, = —da + duy, logo be + da = (d 4 b)u,. Do lado esquerdo da igualdade, temos um niimero
racional positivo e do lado direito, b + d é um racional positivo e u, ¢é irracional. Assim, teriamos que
um racional é igual a um irracional, contradi¢do. De forma similar, temos que v, # uy.

Dado z = (a,b) e y = (¢,d) dois pontos distintos de X com b > 0 e d > 0, temos que uy, vy, Uy €
vy sao dois a dois distintos. Podemos entéo fixar m € N tal que a distancia entre quaisquer dois destes
pontos seja > 2m T Assim,

(U (e = g + 58 XAON U, — g 00+ [ {OD) N X e fghU (g — ey + el {0} U
(Juy — 5,0y + 5[ ¥ {O})) N X sao disjuntas e a prlmelra estd em V, e a segunda em V.

Dado = = (a,0) e y = (¢, d) dois pontos distintos de X com d > 0, temos que u, e v, sdo irracionais,
assim a, u, e v, sdo pontos distintos e podemos encontrar m € N tal que a distancia entre dois quaisquer
deles seja maior que 27,} .

Assim, ((Ja — gheoa + 5= {0) N X € Vi e () U ((uy — vty + 2 0e{0) U (o, — gy +
7= [x{0})) N X €V, sao disjuntas.

Se x = (a,b) e y = (¢,0) dois pontos distintos de X com b > 0 entdo basta fazer a mesma conta
acima trocando a ordem de z e y.
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Se z = (a,0) e y = (c,0) dois pontos distintos de X entdo seja m € N tal que |a — c| > 57—. Entdo
(Ja— g, a+ 7= [x{0})) N X €V, e (Jc — 5, ¢+ 7= [x{0})) N X €V, sdo disjuntas.

Logo X é Haudorff.

Note que, pela defini¢do da topologia, o conjunto Z = {(a,0) : a racional } é denso em X.

Resta agora mostrarmos que X é conexo. Como Z é denso em X, basta mostrarmos que um aberto
e fechado U nao vazio de X contém Z. Como U é fechado, basta provarmos que U N Z é denso em Z.

Seja ]ay, az] intervalo em R tais que (Jai,a2[x{0})NX C U (tal intervalo existe, pois todo aberto no
sistema fundamental de vizinhancas contém um ponto de Z). Seja ]c1, co[ um intervalo em R. Vamos
mostrar que U N (Jeg, e2[x{0}) N X # 0 (os conjuntos da forma (Je1, co[x{0}) N X formam uma base de
abertos de 7).

Se Ja, az[N]ey, ca[# @ entao dado a racional em Jay, as[N]ey, c2], temos que (a,0) € UN(Je1, c2[x{0})N
X. Assim podemos assumir que as < ¢1 ou ¢ < aj.

No caso em que az < c¢j, considere as faixas S = {(a,0) +t(2,V3) a1 < a < ay ,t > 0} e
T = {(c,0) + t(=2,v/3) : ¢1 < ¢ < ¢g ,t > 0}. Temos que SN T é um aberto nio vazio de R x R.
Tome x € SNT N X. Entdao temos que a1 < u; < as e ¢ < v < ¢c3. De a1 < u, < ag, segue

entdo que toda vizinhanga de x intercepta (Jai,az[x{0}) N X C U. Assim, z € " = U. Como
x € U e vy €]cy, ez, segue que existe m € N tal que (Ju, — %,vx + %[X{O}) NX C U. Logo
0 # ((Jve — 55, vz + 5 [x{0}) N X) N ((Jer, e2[x{0}) N X) CU N ((Jer, e2[x{0}) N X). Assim, UNZ é
denso em Z. Logo U = UX =UnN ZX = ZX = X. Portanto X possui apenas ) ¢ X como clopens e X
é conexo.

No caso em que c; < ap, considere as faixas S = {(c,0) +#(2,V3) : ¢1 < ¢ < ca ,t > 0} e
T = {(a,0) +t(=2,v/3) : a1 < a < az ,t > 0}. Temos que SN T é um aberto ndo vazio de R x R.
Tome z € SNT N X. Entao temos que ¢; < u; < 3 € a1 < v, < as. De a1 < v, < ag, segue
entdo que toda vizinhanga de x intercepta (Jai,az[x{0}) N X C U. Assim, z € U = U. Como
x € U e u, €]ey,caf, segue que existe m € N tal que (Ju, — Th,uw + 2%n[x{()}) NX C U. Logo
0 # ((ue — 50, Uz + 5 [x{0}) N X) N ((Jer, e2[x{0}) N X) € U N ((Jer, c2[x{0}) N X). Assim, UNZ é
denso em Z. LogoU:ﬁX :UﬂZX -7¥ =x.

Portanto X possui apenas ) e X como clopens e X é conexo. O

Note que este exemplo nao € Ts. Se fosse T3 e enumerdvel, seria Ty e portanto TS%, mas CONEros
T3% tem cardinalidade ndo enumerdvel.

27.2 Conexidade local.

Definigao 27.13. Dizemos que X é localmente conexo em x se x possui um sistema fundamental de
vizinhangas conexas.

Dizemos que X é localmente conexo se todo ponto de X possui um sistema fundamental de vizi-
nhancas conexas.

Proposigao 27.14. Se X é localmente conexo entao todo ponto de X possui um sistema de vizinhangas
abertas conexas.

Demonstrag¢ao. Seja x € X e U uma vizinhanga de z.

A vizinhanga aberta conexa contida em U é construido por indu¢ao. Como X é localmente conexa
em z, existe Vo C U vizinhanca conexa de x. Para cada y € Vp, exist V,, vizinhanca conexa de y tal que
Vy, CU. SejaVi = {Vy: ye Vo =U{VUV,:yeV} Como {VyUV,: ye Vy} sdo conexos dois a
dois nao disjuntos, segue que V; é conexo. Podemos entao prosseguir por indugao de forma que

Vo C VI C... Vi, € Viyr--- CU sao conjuntos conexos

Todo ponto de V,, 11 é um vizinhanca de todo ponto de V,,.

Entdo V = J,,cy Vo € U é um aberto (V' € vizinhanga de todos os seus pontos) e conexo ([
Vo £ 0 e cada V,, é conexo).

neN Vn =
O

Exemplo 27.15. Existe um subespaco compacto de R? que é conexo mas nao é localmente conexo.

Demonstragio. Seja X = ({0} x [~1,1])U{(z,sin1): 0 <z < 2)} com a topologia de subespago de R?.
Note que {(z,sin1): 57 <z < 2)} é conjunto compacto. Assim, F,, = ([0, 3] x [=1,1]) U {(,sin 2) :

2% < x < 2)} é um subconjunto compacto para todo natural positivo n e assim X = [ F,, é um

™ n>0



27.2. CONEXIDADE LOCAL. 165

compacto. O conjunto {(z,sin1): 0 <z < 2)} ¢ imagem continua de um intervalo que é conexo, assim,
é conexo. Além disso, {(z,sin1) : 0 < z < 2)} ¢é denso em X. De fato, se t € [-1,1] entdao (0,1) é
limite de (z,,, sin %ﬂ), onde z,, = m para cada n € N.

Para ver que X néo é localmente conexo, tome por exemplo (0,1) e a bola aberta de raio % em torno
de (0,1). Seja U uma vizinhanga de z contida em B((0,1), ) N X. Temos que a distancia de (0,1) a R
6 1. Tome k € N tal que z;, = 51— < +. Entao (2, 0) é tinico ponto de X N{z;} x [—1,1]. Assim tome
(x,sin%) € X NU. Fixe k tal que 2z < x.

Entao U = (U N ([0, zx[x[-1,1])) U (U N (Jzk, 1] x [-1,1])). Entado U pode ser escrito como reuniao
de dois abertos fechados disjuntos de U, assim U nao é conexo. Logo nenhuma vizinhanga de U contida
em B((0,1),3) N X é conexa. Portanto X nao é localmente conexa em (0, 1) O

Teorema 27.16. Se {X; : i € I} é uma familia de espagos topolégicos entdo [[;.; X; é localmente
conexa se e somente se X; é localmente conexa para todo © € I e {i € I : X; ndo é conexa } é um
conjunto finito.

Demonstragdo. Volta. Seja K = {i € I : X; nao é conexo }. Dada uma vizinhanga basica U := [[,.; Us
de um ponto (x; : ¢ € I) com suporte J, para cada j € J U K tome uma vizinhanga conexa V; tal que
Vj CUj. Entéo [[,c 0k Vi % [1ier Xi € uma vizinhanca de (z; : i € I) contida em U. Logo J[;c; X; é
localmente conexa.

Ida. Fixe j € I. Tome W; uma vizinhanga de X; em X;. Para cada i # j fixe um z; € X;.

Entao w{l[Wj] ¢ uma vizinhanca aberta de (z; : @ € I). Como [],.; X; é localmente conexo, existe

icl

U vizinhanca aberta conexa de (z; : i € I) tal que U C W;l[Wj] (note que ndao podemos assumir que U
¢ uma vizinhanga bdsica do produto). Como 7; é aberta, segue que 7;[U] C W; é uma vizinhanca aberta
de z;. Assim X; é localmente conexo.

Seja V' = [[;c; Vi um aberto basico contido em uma vizinhanca conexa U. Seja J o suporte (finito)
de V. Entéo para cada i € I\ J temos que X; = m;[V] C m[U] C X,;. Logo m;[U] C X; para todo
i€ I\ J. Como U é conexo e m; é continua, segue que X, é conexa para todo i € I'\ J.

O



Capitulo 28

Conexos por caminhos. Continua.

28.1 *‘No meio do conexo havia um caminho’.

28.1.1 Conexos por caminhos.

Defini¢ao 28.1. Dizemos que uma fun¢io continua f : [0,1] — X é um caminho de x para y se f(0) =«

e fly) =
Proposicao 28.2. A relacao ‘existe um caminho de x a y’ é uma relacao de equivaléncia em X.

Demonstracao. Vamos denotar a relagao por =.

Para verificar que z ~ z, basta usar a fun¢do que vale z para todo t € [0, 1].

Se f testemunha que z &~ y entdo g definida por g(¢t) = f(1 — t) é uma funcdo continua de [0, 1] em
X tal que g(0) =y e g(1) = x. Assim, y ~ y.

Se f testemunha z = y e g testemunha y ~ z entdo defina h : [0,1] — X tal que

2t ifo<t<l
g2t —1) if 5<t<1
Entao h é continua, h(0) =z e h(1) = z. Assim, z =~ 2. O

Definicao 28.3. Dizemos que f é conexo por caminhos se existe um caminho de z a y para todo z e y
em X.

Proposigao 28.4. Se X é conexo por caminhos entdo X é conexo.

Demonstracao. Fixe um ponto a € X. Para cada z em X, fixe C, a imagem de um caminho de a a =z.
Como [0,1] é conexo, segue que C, é conexo. Assim, X = J, .y Cz, onde a € (,cx Cr. Logo, X ¢é
conexo. O

Exemplo 28.5. Existe um subespaco de R? que é conexo, mas que nio é conexo por caminhos.

Demonstragio. Seja X = ({0} x [-1,1]) U {(z,sin1) : 0 < 2 < 2)} com a topologia de subespago de
R2.

Ja vimos que é um espago conexo que nao é localmente conexo.

Suponhamos que X é conexo por caminhos. Entao existe um fungdo continua f : [0,1] — X tal que
f(0)=(2,1) e f(1) = (0,0). Como {0} x [—1, 1] é fechado em X, temos que f~1[{0} x [-1,1]] é fechado
nao vazio em [0, 1]. Seja s o minimo de f~1[{0} x [—1,1]]. Entéo segue que f(s) € {0} x [-1,1] e pela
propriedade de minimo, segue que f(t) € {(x sin2) : O < ac < 2)}. Como |0, s[ é um conexo, segue que
1[0, 5[] é um subconjunto conexo de {(z,sin 1) : 0 < z < 2)} que contém (2,1). Como a projecao do
grafico na primeira coordenada é continua temos que a proje¢do na primeira coordenada é um intervalo
que contém l Portanto, temos que

1) 7100, 5 = {(z,5im 1) : 0 <z < 2)} ou
2) fl[o, s[] = {(z,sin 1) s x € J, onde J ¢ um intervalo [b, 2] ou ]b, 3] com b > 0. Assim, f[[0,s]] C
{(z,sinl): z e b, 2]

166
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No primeiro caso, temos que f[[0, s[] é denso em X, assim, f[[0, s]] = X que é uma contradigdo pois,
X\ f[[0, s]] ¢ infinito e com isto, X \ f[[0, s]] é ndo vazio.
No segundo caso, f[[0,s]] € {(z,sinl): 2 € [b, 2]}. Como {(z,sind): x € [b, 2]} é fechado, segue

que f(s) € {(z,sinl): z € [b, 2]} que contradiz que f(s) € {0} x [~1,1]. O

28.1.2 A reta longa.

A ideia é encaixar um segmento da reta atras do outro e obter um intervalo.

Exemplo 28.6. (Semi-reta longa). Seja Z = w; x [0,1] dada pela ordem (o, z) <z (B,y) se a < f8
ou (= pex<y) (ou seja, a ordem lexicogrdfica).

O ponto (0,0) é minimo.

(reta longa.) Tome Y = Z \ {(0,0)} com a ordem reversa a Z \ {(0,0)} (ou seja (a,z) <y (B,y)
sse (o, x) >z (8,9))-

Seja X =Y x {0} U Z x {1}, onde a ordem em Y x {0} ‘coincide’ com Y, a ordem em Z x {1}
‘coincide’ com Z e (y,0) <x (z,1) paracaday € Y e z € Z.

Devido a ordem lexicogréfica de duas ordens lineares, temos que Z é linearmente ordenado. Como
X é o ‘encaixe’ de duas ordens lineares seguidas, temos que X é linearmente ordenado.

Todo subconjunto nao vazio de Z possui infimo.

Dado A C Z nao vazio, seja a < w; minimo tal que AN ({a} x [0,1]) # 0 e seja t = inf{s € [0, 1]:
(o, s) € A}. Entao (o, t) é o infimo de A. Segue entdo que todo subconjunto ndo vazio limitado de Z
possui supremo.

Como todo subconjunto limitado superiormente de Z possui supremo, segue que todo subconjunto
limitado inferiormente de Y possui infimo.

Todo subconjunto nao vazio de X limitado inferiormente possui infimo.

Seja A um subconjunto nao vazio dee X.

Caso 1. Se X N (Y x {0}) # 0 entdo ANY x {0} é um subconjunto néo vazio limitado inferiomente
em Y x {0}. O fnfimo de ANY x {0} existe e coincide com o infimo de A neste caso, pois os elementos
de A\ (Y x {0}) sdo maiores que qualquer elemento de AN (Y x {0}).

Caso 2. Se XN(Y x{0}) = P entdo A C Z x {1}. Como vimos acima, todo subconjunto nio vazio de
Z possui {nfimo. Assim, A possui infimo em Z x {1}. Este é também o infimo em X, pois os elementos
de Y x {0} sdo menores que qualquer elemento de Z x {1}.

Z é denso em si mesmo. Dado (a,t) < (8,s) se a < 8 entdo (a,t) <z (o, B) <z (B,5). Se
a=fentdot <se (at) <z (o) <z=(a,s) =(8,3)

X é denso em si mesmo. Como Z é denso em si mesmo, segue que Y denso em si mesmo. Dado
um intervalo em X, se as duas extremidades estdo em Y x {0} ou em Z x {1} entdo temos um ponto
entre ambas. Resta apenas o caso em que a extremidade esquerda (chamaremos de y) estd em Y x {0}
e a extremidade direita (chamaremos de z) em Z x {1}. Como Z é denso em si mesmo e (0,0) é minimo
de Z, segue que Z \ {(0,0)} ndo possui {nfimo. Assim, ¥ nao possui supremo em Y. Assim, existe um
elemento em y; € Y x {0} com y; > y. Como z € Z x {1}, segue que y1 < z. Assim, X é denso em si
mesmo.

Os intervalos abertos limitados de Z \ {(0,0)} sao separaveis.

De fato, se (a,t) <z (8, ) entao

{(a,p) s p € Qs 1} U{(7,p) : a <y < BpeQn0,1[} U{(B,p) : p € QN[0,s[} é denso no
intervalo de Z de extremidades (a,t) e (8, s).

Como existe apenas uma quantidade enumerével de ordinais entre a e f e Q é enumerdvel, segue que
o conjunto acima é denso enumeravel.

Os intervalos abertos limitados de X sao homeomorfos a R. Usando a ordem reversa, temos
que os intervalos abertos limitados de Y sao separdveis.

Dado um intervalo limitado em X, se as duas extremidades estao em Y x {0} ou em Z x {1} entdo elas
sao separ aveis. Resta apenas o caso em que a extremidade esquerda (chamaremos de y) estd em Y x {0}
e a extremidade direita (chamaremos de z) em Z x {1}. Podemos escrever o {z € Y x {0} : y <x z}
como uma reuniao enumerdvel de intervalos em Y x {0} e {x € Z x {1} : (0,0) <x = <x z} é denso em
{r e Zx{1}: (0,0) <x = <x z}. Assim, o intervalo em X de extremidades y e z é separdvel. Portanto
to intervalo aberto limitado de X nao possui maximo ou minimo, denso em si mesmo, é separavel e
todo subconjunto nao vazio limitado possui supremo. Assim, o intervalo é isomorfo a R e portanto é
homeomorfo a R.
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A reta longa é conexa por caminhos e localmente conexa por caminhos. Segue diretamente
do que foi feito acima.

A semi-reta longa (e portanto a reta longa) nao é separavel. Seja D um conjunto enumeravel
de Z. Entdao B = {a < wy : 3t € [0,1[(e,t) € D} é um subconjunto enumerdvel de wy. Entéo existe
v € wy talque y > sup B. Entao U = {z € Z: z > (7,0)} é um conjunto aberto de Z tal que DNU = 0.
Portanto D nao ¢ denso.

A reta longa é sequencialmente compacta e enumeravelmente compacta. Toda sequéncia
estd contida em algum intervalo limitado de X que é homeomorfo a [0,1]. Assim toda sequéncia possui
um limite.

28.2 Localmente conexos por caminhos.

Definicao 28.7. Um espago é localmente conexo por caminhos se todo ponto possui um sistema fun-
damental de vizinhangas conexas por caminho.

Proposigao 28.8. Se X é localmente conexo por caminhos entao todo ponto de X possui um sistema
de vizinhancgas abertas conexas por caminhos.

Demonstrag¢ao. Seja x € X e U uma vizinhanga de z.

A vizinhanga aberta conexa por caminhos contida em U é construido por inducdo. Como X §é
localmente conexa em x, existe Vo C U vizinhanga conexa por caminhos de x. Para cada y € Vj, exist
V, vizinhanga conexa por caminhos de y tal que V,, C U. Seja Vi = |J{V, : y € Vp}. Dado pontos
a,b € V) existem y;,y2 € Vp tais que a € V,, e b € V,,,. Entao existe um caminho em V,, de a a y1,
um caminho em Vy de y; a x, um caminho em Vj de = a y» e um caminho em V,, de y2 a b. Assim,
existe um caminho em V; de a a b. Portanto V; é conexo por caminhos. Podemos entao prosseguir por
inducao de forma que

VoCVi C...Vix CViyg--- CU sao conjuntos conexos por caminhos.

Todo ponto de V,,41 é um vizinhanga de todo ponto de V,.

Entao V = {J,cn Ve € U é um aberto (V' € vizinhanga de todos os seus pontos) e conexo por caminhos
(dados a,b € V, existe n € N tal que a,b € V,, e V,, é conexo por caminhos). O

Teorema 28.9. Se X é localmente conexo por caminhos e conexo entao X é conexo por caminhos.

Demonstragdo. Fixe a € X. Seja U = {x € X : existe um caminho de a a z}.

U é aberto. Dado x € U, fixe uma vizinhanca aberta conexa por caminhos W,. Entao para cada
y € W, existe um caminho em W, de y a . Como x € U, existe um caminho de x a a. Logo, existe um
caminho de y a a. Assim, W, C U. Logo U ¢é um conjunto aberto.

U é fechado. Suponha que z ¢ U. Seja W, uma vizinhanga aberta conexa de z. Afirmamos que
UNW, = 0. De fato, se y € U N W,, entdo temos um caminho de a a y (y € U) e temos um caminho
de y a z (y € W,). Assim, temos um caminho de a a z que implica que z € U, uma contradigdo. Logo
X \ U é aberto e U é fechado.

Como U # ) é aberto e fechado em X, segue da conexidade de X que U = X. Assim, existe um
caminho de a a = para todo x € X. Como a € X ¢é arbitrario, segue que X é conexo por caminhos. [J

Exemplo 28.10. Existe um subespaco de R? conexo por caminhos que ndo é localmente conexo por
caminhos.

Seja X = ({0} x [-1,1]) U{(z,sin1): 0 <z < 2)} com a topologia de subespago de R

Como X ¢é um reuniao de dois conjuntos conexos por caminhos, vamos adicionar mais pontos a X
para obtermos um conexo por caminho. Para isto vamos adicionar um conexo por caminhos de (0,1) a
(2,1).

" Seja Z = X U ({0} x]1,2[)U([0, 2] x {2}) U ({2} x]1,2[). Claramente os pontos adicionais sdo conexos
por caminhos e adicionam um caminho que liga as duas partes de X. Assim, Z nao é conexo por
caminhos.

Para ver que Z nao é localmente conexa por caminhos, o mesmo argumento utilizado anteriormente
para X em (0,1) pode ser usado para mostrar que X ndo é localmente conexo em (0,—1). Como
B((0,-1),3) N X = B((0,—1),2) N Z e X nao ¢é localmente conexo em (0, —1), segue que Z nao é
localmente conexo em (0, —1) e portanto Z néao é localmente conexo por caminhos.
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28.3 Continua.

Definigao 28.11. Um espago compacto Haudorff e conexo é chamado de continua.

Teorema 28.12. Seja X um espago Hausdorff e F uma familia de subconjuntos de X tal que (| F’ é
um compacto conexo nao vazio, para todo F' C F finito ndo vazio. Entao [ F é compacto e conexo nao
vazio.

Demonstragio. Fixe F' € F. Como {F'NF : F € F} tem PIF e F' é compacto, segue que (| F é um
compacto nao vazio.

Suponhamos por absurdo que (| F néo é conexo. Entdo existem A e B abertos de X tais que
NFCAUB NFNA#D##NFNBeFNANB=0. Assim, ((FNAe()FN B sdo clopens de
() F. Segue de serem fechados no subespagp (| F que (| FNA= ﬂfmZX e(\FNB= ﬂ]—‘ﬁ?x.

Em particular, segue que (JFNA 0B~ = 0. Como NFNA NB" =({FNA nB": FeF},
segue da compacidade que {F N AXnBY . Fe F} ndo tem PIF. Tome F' C F finito tal que
ﬂ{FﬁZXQEX : F e F'} =0. Temos também que ({F\(AUB): Fe F} =NFN(X\(AUB)) =1.
Pela compacidade, existe F” tal que (\{F'\ (AUB): F e F"} = 0.

Temos entao que ((F'UF") C AUBe ﬂ(]:’U]:”)ﬁZXHEX = (. Como N F C N(F'UF"), segue que
N(F UF")NA e ((F'UF")NB sio nio vazios. Além disso, \(F'UF")NANB C ((F'UF)NA nB",
assim ((F'UF")NANB = (. Logo ((F' UF") é desconexo, que contradiz o fato de 7' UF" C F ser
finito. O

O exemplo abaixo mostra que a compacidade é necessdria:

Exemplo 28.13. Seja F,, = ({0} x R)U ({1} x R)U([0,1] x {m € N: m >n}). O desenho vai lembrar
uma escada que vai perdendo os degraus.

Entao temos que (F, : n € N) é uma sequéncia decrescente de fechados conexos, mas ﬂneN F, =
({0} x R) U ({1} x R) que é desconexa.

Podemos obter um exemplo similar com subconjuntos limitados, mas obviamente neste caso, os
subconjuntos ndo podem ser fechados por serem subconjuntos do R2.

Exemplo 28.14. Seja G, = ({0} x [0,1]) U ({1} x [0,1]) U ([0,1] x {£ € N: m > n}).
Entao temos que (G, : n € N) é uma sequéncia decrescente de conexos limitados, mas (1, .y Gn =
({0} x [0,1]) U ({1} x [0,1]) que é desconexa.



Capitulo 29

Soma topoldgica. k-espacos.
Quociente. Colagem.

29.1 Topologias finais.
Vimos anteriormente que a topologia de subespago e a topologia produtos eram topologias iniciais.

Definicao 29.1. Seja F = {f; : ¢ € I} uma familia de fungdes f; : X; — Y, onde X; é um espaco
topoldgico para cada i € I. A topologia final em Y gerada por {f; : i € I} é a topologia mais fina que
torna cada f; continua. Note que a topologia cadtica torna todas as funcoes em F continuas .

Teorema 29.2. U C Y é aberto na topologia final se e somente se f{l[U} é aberto em X; para todo
1€ 1.

Demonstragdo. Primeiro vamos verificar que 7 = {U C Y : f~1[U] é aberto em X; para todoi € I} é
uma topologia. Claramente () e Y pertencem a 7. Se U C 7 entao f~HJU] = U{f U] : U e U} ¢é
aberto em X; para cada ¢ € I e portanto JU € 7. Se U,V € 1 entao f_1[UNV] = f_1[U] N f_1[V] é
aberto em X; para cada ¢ € I. Assim, UNV € 7.

Portanto 7 é uma topologia. Claramente cada f; é continua com a topologia 7, assim, a topologia
final contém 7. Por outro lado, se U é aberto na topologia final, entao f; é continua, portanto f~1[U] é
aberto em X; para cada i € I. Assim, U € 7. O

Teorema 29.3. Seja F = {f; : ¢ € I} uma familia de fungdes f; : X; — Y, onde X; é um espaco
topolégico para cada i € I. Seja Y munido com a topologia final. Entao g : Y — Z é continua se e
somente se g o f; é continua para cada i € I.

Demonstracdo. A ida é clara, pois a composta de fungoes continuas é continua.

Seja U um aberto de Z. Temos que verificar que g~1[U] é aberto em Z. Como f; o g é continua por
hipétese, temos que f; '[g7 [U]] = (go f;)}[U] é aberto em X; para cada i € I. Assim, g~'[U] é aberto
em Y. Assim, g é uma funcao continua. O

29.2 Soma topoldgica.

Definicao 29.4. Dada um familia de espagos {X; : 7 € I}, tomamos cépias disjuntas, X; x {i} com o
homomorfismo x — (,4) e a topologia ®;c;X; é sobre a unido disjunta | J,.; X; x {i}.

Um conjunto é aberto em J,; X; x {i} se e somente se U N (X; x {i}) é aberto em X; x {i}.

Para evitar essa notagao extra, € comum assumir que os X;’s sao disjuntos e tomar |J,-; X;. Assim,
U € aberto na soma topoldgica se e somente se U N X; € aberto para todo i € I.

iel

Teorema 29.5. A topologia da soma topoldgica coincide com a topologia final de F = {f; : i € I}
sobre | J;c; Xi x {i}, onde f; : X — |J;c; Xi x {i} é dada por z + (z,1).

Exemplo 29.6. A soma topoldgica de espacos discretos é um espaco discreto.
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Exemplo 29.7. Se X, Y s@o enumeravelmente compactos e X X Y nao é pseudocompacto entao Z =
X @Y é enumeravelmente compacto, mas Z2 nio é enumeravelmente compacto.

Vamos assumir que X e Y sao disjuntos e considerar que a topologia estd definida sobre X UY. Se
A é um subconjunto infinito enumerédvel de Z entdo AN X ou ANY sdo infinitos. Como X e Y sdo
fechados em Z segue que AN X ou ANY possuem um ponto de acumulagdo completo. Assim, A possui
um ponto de acumulacao completo em Z.

Suponhamos que (X UY) x (X UY') é a reunido disjuntade X x X, X xY, Y x X e Y x Y. Como
X XY nao é pseudocompacto, admite f : X X Y — R uma fungao continua ilimitada. Como X x Y é
um fechado e aberto de Z, a fungao pode ser estendida para z e a extensao ¢ ilimitada.

Proposigao 29.8. A soma topoldgica de espagos T; é um espago T;.

29.3 Vagamente lembra soma topolégica.

29.3.1 Soma direta de grupos topoldgicos.
No caso de grupos topolégicos, a soma topoldgica nao gera um grupo topoldgico.

Definicao 29.9. A soma direta de grupos topoldgicos {G; : i € I'} denotada por @;c;G; é o subespago
{(gi:ieI)e]];c;Gi: spteg; éfinito } de [[,.; Gi com a topologia produto.

Note que a soma direta de grupos coincide com o produto topolégico para familias finitas.

29.3.2 k-espacos.

Quando pensamos na soma topoldgica como uma reuniao disjunta, temos que um conjunto é aberto
se e somente se sua intersecgao com um dos subespacos disjuntos é um aberto do subespago.
Vamos ver uma definicdo em que aparece esta situacao.

Definicao 29.10. Dizemos que um espaco X é um k-espago se um conjunto F© C X é fechado se e
somente se F'N K é fechado em K para todo subconjunto compacto K de X.

Proposigao 29.11. Sao equivalente para um espago X :
Xé k-espaco.
U C X é aberto se e somente U N K é aberto em K para todo K compacto.

Demonstracao. Para a ida: Se U é aberto entao U N K ¢é aberto no subespago K. seja U um conjunto
tal que U N K ¢ aberto em K para todo compacto K. Entdo (X \U)NK = K\ U é fechado em K para
todo K compacto. Como X é k-espaco, segue que X \ U é um fechado de X. Assim, U é aberto em X.

A reciproca é similar. O

Teorema 29.12. Espagos sequenciais Hausdorff sao k-espagos. Em particular, espagos métricos sao
k-espagos.
Espagos localmente compactos sao k-espacgos.

Demonstragdo. Seja F um conjunto nao fechado de X. Entdo existe z € F e (x, : n € N) tal que
(x5, : n € N) converge para X. Como X é Hausdorff, temos que K = {z,, : n € N} U {z} é compacta.
Assim, F'N K néo é fechado em K. Assim, um espago sequencial é um k-espago.

Suponhamos que X é localmente compacto. Seja F' um conjunto nio fechado de X. Tome x € F\ F
e K uma vizinhanga compacta de z. Basta mostrar que F'N K nao é fechado em K. De fato, seja W um
vizinhanca de x em K. Como K é uma vizinhanga de x em X, segue que W N K é uma vizinhanca de x

em X. Assim, (FNK)NW = FNWNK # (. Portanto = ceFAK". Logo F'N K nao é fechado. O

Teorema 29.13. O produto de um espago enumeravelmente compacto e um k-espago enumeravelmente
compacto T3 é enumeravelmente compacto.

Demonstrag¢ao. Seja X enumeravelmente compacto e Y um k-espago enumeravelmente compacto. Tome
((Zn,yn) : n € N) uma sequéncia em X x Y. Se existe uma subsequéncia convergente de (y, : n € A)
entdo ((@n,yn) : n € N) possui um ponto de acumulagdo como no caso do produto de um enumeravel-
mente compacto por um sequencialmente compacto.
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Se nenhuma subsequéncia converge entao pela compacidade enumerdvel T3, vamos concluir que {y,, :
n € N} ndo é um fechado. Podemos encontrar U, vizinhanca de y, e (A, : n € N) uma familia
de subconjuntos decrescentes de subconjuntos de N tal que y, ¢ {ym : m € A,}. Supondo definido
A,, como y,4+1 nao é limite da sequéncia (y,, : m € A,), existe U,11 vizinhanca de y,11 tal que
{m € A, : Yym & Uny1} 'e infinito. Assim, Y11 € {ym : m € Apt1}.

Seja A na pseudointersecgao de (A, : n € N). Como y,, ¢ {ym : m € A, N A} e A\ A, é finito, segue
que y,, ndo é ponto de acumulagao de {y,, : m € A}. Como Y é enumeravelmente compacto, temos que
{Ym : m € A} tem um ponto de acumulagio y € Y. Como y ¢ {y, : n € N}, segue que {y, : n € N}
nao é um subconjunto fechado. Seja K um compacto de Y tal que Y N K nao é fechado em K. Seja
B={neN: y, € K}. Temos que B é infinito. Seja p um ultrafiltro livre sobre B tal que (z,, : n € B)
possui um p-limite (tal p existe pois (z, : n € B) possui ponto de acumulacéo). Como K é compacto,
temos que (y, : n € B) possui p-limite em K C Y. Assim, ((z,,yn) : » € B) possui p-limite em X XY,
logo ((zn,yn) : n € B) possui um ponto de acumulagéo. O

29.4 Quociente.

29.4.1 Quociente, particoes e relacoes de equivaléncia.

A ideia de quociente é ‘agrupar pontos como um tnico ponto’. Isso seria usar uma particdo ou as
classes de uma relacao de equivaléncia.

Definicao 29.14. Dizemos que P é uma particao de X se os elementos de P sao nao vazios, dois a dois
disjuntos e P = X.

Exemplo 29.15. Dada uma funcao sobrejetora f : X — Y com X um espago topoldgico, temos que
{f"Y{y}] : y € Y} é uma partigio de X.

Definigao 29.16. Dada uma funcédo sobrejetora f: X — Y com X um espago topoldgico. A topologia
quociente sobre Y é a topologia final.

Teorema 29.17. Seja X T5 e F C X. Considere a partigdo P = {{z}: © ¢ F} U{F}. Entao P com a
topologia quociente é Hausdorff.

Demonstragio. Dados dois pontos x,y ¢ F tome abertos disjuntos U e V tais que 2z € U e y € V. Entéo
q[U] e q[V] sdo abertos disjuntos no quociente que contém {z} e {y} respectivamente. Se x ¢ F tome
U e V abertos disjuntos tais que z € U e F C V entéao ¢[U] e ¢q[V] sdo abertos no quociente que contém
{z} e F respectivamente. A imagem direta ndo precisa ser sempre aberta, mas neste caso elas sao, pois
g elU =U eq MgV =V. O

Exemplo 29.18. Considere a bola fechada unitaria B[(0,0), 1] no R?. Considere a partigao P = {{x} :
[lz]| < 1} U {{z : ||z|| = 1}}. Considere a funcdo ¢ : B[(0,0),1] — P tal que g(z) é o elemento da
particao P tal que x € ¢(x). Entdo P com a topologia quociente é homeomorfo & casca esférica.

Um detalhe importante aqui é que é preciso usar a compacidade de F' := {x : ||z|| = 1} para que a
topologia no ponto F no quociente seja homeomorfa a de um ponto no R2. Para isto, basta mostrar que
B={q{z: ||z|]| >1- %ﬂ}] : n € N} é uma base local de F. Uma vizinhanga V' de F' no quociente é
tal que existe € V,; C U para cada x € F. Podemos escolher V,, = {z : ||z|| > 1 — i} N Ry, onde R,
é um setor circular aberto contendo o ponto z.

Entdao ' C |J,cp Vz. Pela compacidade, existe F' C F finito tal que F C |
max{n, : € F'}. Entdo {z : |[z|| >1— %} C U. Assim B é uma base local de F.

wepr Vo Tome N =

Exercicio 29.19. Seja X = B[(0,0),1] \ {(0,1)} em R2.  Considere a particio P = {{z} : ||z|| <
1}U{{z € X : ||z|| = 1}}. Considere a funcdo ¢ : X — P tal que ¢(z) é o elemento da particdo P tal
que z € gq(x).

O quociente é compacto?

O quociente satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade?

Exemplo 29.20. Seja R com a topologia usual e considere a relagao de equivaléncia x = y se e somente
se x —y € Z. Entao R/Z com a topologia quociente é homeomorfo ao circulo.
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Exercicio 29.21. Se G é um grupo topoldgico e H é um subgrupo fechado de H entao a topologia
quociente em G/H é uma topologia de grupo T7.

Exemplo 29.22. faixa comum. Considere o retangulo [0,10]x]0,1[. Se 0 < < 10 entdo considere
(xz,y) = (2/,y) se e somente se (x,y) = (z',y') e se x € {0,10} entdo (x,y) = (2/,y') se e somente se
' €{0,10} ey =y .

faixa de Moebius Considere o retangulo [0,10]x]0,1[]. Se 0 < z < 10 entao considere (z,y) =
(’,y') se e somente se (x,y) = (2/,y') e se x € {0,10} entao (z,y) = (2/,y') se e somente se (z,y) =
@,y )ou(a'=10—z ey =1—y).

Pegue um papel 1em x 10cm e visualize os dois quocientes. Note que nos pontos onde quocientamos
dois pontos, temos que uma vizinhang¢a de um ponto vai ser um semi-disco aberto referente a (x,y)
e outro semi-disco aberto referente a (x',y'). A unidgo das duas vai dar uma vizinhanga do ponto no
quociente, mas essa vizinhanca nao precisa ser aberta. Tomando dois semi-discos de mesmo raio vemos
que ela vai ser aberta na topologia quociente.

29.5 ‘Vai que cola’.

29.5.1 Ideia de colagem.

As colagens sio formalmente um quociente de uma soma topoldgica.

Exemplo 29.23. Dado duas cépias de B[(0,0),1], podemos colar as bordas para obter uma casca
esférica. Tome a soma topoldgica (B[(0,0),1] x {0}) @& (B[(0,0),1] x {1}) e a partigao {{((z,4)} : ||z|| <
1,7 € {0,1}} U {{(2,0),(x,1)} : ||z|]| = 1}. Considere a topologia quociente.

Exemplo 29.24. Um cubo oco seria a soma direta de seis quadrados e um quociente para ‘colar as
bordas’ (a grande diferenca com colar um cubo de papel € poder fazer isso sé colando as bordas sem ter
uma rebarba).

29.5.2 Colando um espacgo 73 em que existem pontos que nao sao separados
por funcgoes reais continuas.

Antes de usarmos a tdbua de Tychonoff, vamos revisar o exemplo e deduzir uma propriedade sobre
suas funcgoes continuas reais quando colamos duas copias.

Exemplo 29.25. (Colando duas tdbuas de Tychonoff pelo lado mais curto). Sejam [0,w;+1[ e [0,w+1]
com a topologia da ordem. Seja X = ([0,w; + 1[x[0,w + 1[) \ {(w1,w)}. Seja A = {w1} x [0,w] e
B = [0,w1[><{w}

Seja J = {jo,j1} e na soma topoldgica (X X {jo}) ® (X x {j1}) tome Y o espago quociente a partir
da particao {{((a,n),j)} : a <wi,n <w,j € J}U{{((w,n), o), (w1,n),j1)}: n <w}. Seja Z(;, ;,) 0
espago quociente obtido a partir da particao.

Se f: Zj,,j,) — R é continua, existe { < w; tais que f é constante em ¢[([¢, wi[x{w}) x J].

Demonstragdo. Seja A = {w1} x [0,w] e B = [0, w1 [x{w}.

Seja g : X — R e e > 0 uma fungdo continua. Como [0,w;[x{n} é homeomorfa a [0,w;[ para
cada n < w, segue que existe , < wp tal que g[]¢,,wi[x{n}] é constante para cada n < w. Tome
¢ =sup{¢, : n <w} < wp (o supremo é menor que w; devido a cofinalidade de w; néo ser enumeravel).

Para cada p €]¢,w1[ temos que {(y,n) : n < w} converge para (p,w). Assim, {g((u,n)) : n < w}
converge para g((p,w)). Como g((w1,n)) = g((u,n)) para cada n € w, segue que (g((u,n)) : n € w) é
uma sequéncia de Cauchy que converge para g(u,w) para algum (qualquer) p > .

Dada uma f : Z(j, ;) — R continua, temos que q|x ;3 : X x {j} — ¢[X x {j}] serd um homeo-
morfismo (g é injetora nesse subespaco e a topologia é a quociente). Assim i; : X — ¢[X x {j}] é um
homeomorfismo para j € J. Entdo g; := flyxx{j} © @lxxg 045 : X — R é continua. Assim, existe
¢j < w1 e g;j((wi,n)) converge para g;((¢,w)) para todo p > ¢;. Tomando, p; > & := max{(o, (1}, te-
mos que f(q(po,w,0)) = go(po,w) = limpey, go(wi,n) = limpey f(g(w1,n,0)) = limpey f(g(wr,n, 1)) =
limpew g1(w1,n) = g1(p1,w) = f(g(p1,w,1)).

Assim, f é constante em ¢[[¢, w[x{w} x J]. O
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Exemplo 29.26. Seja X a tdbua de Tychonoff e considere a soma direta de {X x {n} : n € Z}. Sejam
A e B os fechados de X, w x {w1} e {w+ 1} X wy. Sejam A,, e B,, as cépias de A e B em X,,. A ideia é
colar By com B, Ay com As, By com Bjs, etc... e Ag com A_1, B_; com B_5 etc... Seja Zy o espago
quociente gerado.

Apoés essa colagem seja yo e y1 como se yo fosse —oo e y1 como se fosse +00) e seja Z = Zy U {yo, v1}
Defina com detalhes e mostre que o espago Z é T3 e se f : Z — [0,1] é uma fungdo continua com

Fyo) = 0 entdo f(y1) = 0.

Demonstra¢do. Vamos primeiro fazer o quociente. Dada a soma topolégica em X x Z, considere o espago
quociente usando a particao

{{(z,n)}: e X\ (AUB),neZ}U{{(z,2n—1),(z,2n)} : x € A,n € Z} U{{(z,2n), (z,2n+ 1)} :
x € B,n€Z}.

Dado esse espago quociente que chamaremos de Zy com ¢ : @pezX X {n} — Zy a fungdo quociente
que gera a topologia.

Cada vizinhanga de cada ponto contém a colagem de no maximo duas vizinhangas, e nao é dificil
verificar que o espaco quociente vai ser Hausdorff e regular.

Dado yg e y; fora de Zy. Defina uma vizinhanca béasica W,, de yy como

{w0}Uq(U,,con Xx{m}U(X\B) x {2n}}] (é importante notar que g[lJ,, <5, Xx {m}U(X\B) x{2n}}]
é um aberto de Zj) e

V., vizinhanga bésica de y; como

{91} U iUy X {m} U (X \ 4) x {201}] ( mote que glU,,-q, Xxfm} U (X \ 4) x {20}}] ¢ um
aberto de Zp). Assim Zy é um subespago aberto de Z. Note a similaridade com colocar as pontas em
10, 1[, mas neste caso nao temos uma compactificagcdo, pois X x {m} ndo é compacto.

Faremos algumas observagoes sobre a regularidade, mas fica a cargo do leitor se convencer que Z é
T3. Note que se x € X \ (AU B) entdo q[(X \ (AU B)) x {m}] € uma vizinhancga aberta de q((x,m)).
Se x € A entio q[(X \ B) x {2n — 1,2n}] é uma vizinhanga aberta de q((z,2n — 1)) = gq(z,2n). Se
x € B entao q[(X \ B) X {2n,2n + 1}] € uma vizinhanga aberta de q((z,2n)) = q(z,2n+1). O conjunto
{90} UalUsczm X {m}}] € {1} UdlUpmgn X {m}}] sio fechado.

Por exemplo para ver que Z é regular em yy note que

Wy = {50} UglUyp 00 X {m} U (X \ B) x {20} C {0} UalU, -0 X {m} U (X x {2n])] =
{90}U}alU, 0, X m} U (X x {20})].

Se x € B e U é uma vizinhanca de ¢((z,2n)), podemos assumir que U C ¢[(X \ B) x {2n,2n + 1}].
Temos que ¢~ {U] C (X \ B) x {2n,2n + 1} é aberto na soma topolégica e {(z,2n), (x,2n + 1)} C
q [U]. Existe Vo, e Va,i1 vizinhancas de (x,2n) em X x {2n}e (z,2n + 1) em X x {2n + 1} tais

que Van C Var B € 1 U] 0 (X % {20)) € Vanas € Vanga 2 C 1o 0 (X x {20+ 1)).
Seja V uma vizinhanga de x tal que V é compacta (existe por que X é localmente compacta) e tal que
V C Vo, NVapyi. Entdo W =V x {2n,2n+ 1} é um aberto tal que q((z,2n)) € q[W] e ¢ Ljg[W]] = W.
Assim, g[W] é aberto em Zy (logo em Z) e tal que ¢[W] C ¢[W] C U (W é compacto, assim q[W]
¢ um compacto num Hausdorff e portanto um fechado contendo ¢[W1]). Portanto ¢[IW] testemunha a
regularidade para g[(z,2n)] e U.

Para concluir, seja f uma funcao continua em Z. Podemos ver Z(s_1 2x) como um supespaco de Z.
Assim, pelo que foi visto anteriormente, temos que existe & < wy tal que ¢[[€k, w1] x {w} x {(—=2k —
1,—2k)}] é constante para cada k € Z. Tomando v > sup{& : k € Z} temos que f(q[((v,w),0)]) =
Fal((hw), ~1)]) = £al((w), =2)]) = £al((3,w), ~3)]) = etc.

A primeira igualdade sai da relagao vista acima usando v > &y e o par (—1,0) = (—=2.0 — 1,—-2.0)
A segunda igualdade sai de ¢[((v,w),—1)] = ¢[((y,w), —2)] (cola-se pontos de B, com Ba,i1). A
terceira igualdade sai da relacao vista acima usando vy > & e o par (—3,—2) = (—2.1 — 1, —2.1) e assim
sucessivamente.

De modo similar, podemos mostrar que f(g[((7,w),0))) = F(al((r,@) D)) = Fal((3w),2)]) =
flal((v,w),3)]) = etc...

Com isto, toda vizinhanca de yo contém um ponto da forma ((, —k)) com k € N, onde f((v,—k)) =
f((v,0)). Similarmente, podemos mostrar que toda vizinhanga de y; contém um ponto (v,1) com [ € N

tal que f((v,1)) = f((7,0)).
Como Z é Hausdorff, segue que f(yo) = f((7,0)) = f(y1). O




Capitulo 30

Dois exemplos de espacos
topoldgicos.

30.1 Passando cola em mais cépias do mesmo espacgo.

30.1.1 Existe um espacgo 75 em que toda funcao continua real é constante.

Ja vimos que existe um espaco X T3 tal que existem x,y € X distintos tais que para todo f: X —
[0,1] continua temos f(z) = f(y).
Vamos apresentar esse exemplo depois de enunciar o exemplo a seguir:

Exemplo 30.1. Existe um espago T3 em que as tnicas fungoes continuas reais sao constantes.

Ideia vaga da construgao. Seja X um espago T3 tal que existem yp,y; € X distintos tais que para todo
f: X —[0,1] continua temos f(yo) = f(y1)-

A ideia serd tomar um nimero suficiente de cépias de X e tomar um quociente. Vamos pensar que
X é um emaranhado de fios com duas pontas yg e y;. Entao vamos colar todas as pontas com yq e todos
0s pontos z que nao sao ponta vao ser colado por uma ponta y; de outro fio, mas sem colar duas pontas
11 no mesmo lugar. Desse modo todo ponto z que nao é ponta estd colada a uma cépia do ponto y;
e assim usamos o yy e 0 y; de uma mesma copia para fazer com que o valor da funcao na classe de z
bata com o valor da classe de yo (se pensarmos que X é um tipo de caminho, o quociente dos yo seria
‘Roma’). O

Demonstrag¢ao. Seja X um espago T3 tal que existem yg,y1 € X distintos tais que para todo f: X —
0,1] continua entdo temos f(yo) = f(y1). Considere t = (t1,...,tn) € Upen(X \ {yo, s })" =: I.
Entao X; = X X {f} Vamos entao tomar a soma topolégica @;c; Xy A particao para definir a
topologia quociente no espaco quociente Z é dada pela particao {{(y1,0)}} U {{(z,1), (y1,T "z)} : = €
X\ {yo.y1},t € IYU{{(z0,%) : t € I}}. Seja q: By ;X7 — Z a funcio quociente.

Toda fungdo continua de Z em [0, 1] é constante.

Vamos usar o fato que os elementos da mesma cdpia de Xy ndo sio equivalentes e por isso q|X€ €
injetora sobre q[Xg], mas do que isso, Xy e q|x. sdo homeomorfos.

Tome f uma fungao continua de Z em [0, 1] com f((y0,?)) = 0. Seja z € Z, com z # q((yo,0)). Se
z={(y1,0)} = q((y1,0)) entdo goip : X — q[Xy], onde ip : X — D, Xy é a composta da inclusao de
Xy na soma direta com o homeomorfismo natural entre X e Xy. Entéo fogoig: X — [0,1] é uma funcao
continua com f(g(ip(yo))) = 0, assim, f(q(ip(y0))) = f(alio(y1))). Assim, 0= F(g((z0,0))) = F(z). Se
z € Z\{q((x0,9)), q((y1,0))} entdo existe x € X \ {yo,y1} e t € I tal que z = {(z,1), (y1,t “z)}. Usando
um argumento similar ao acima para Xz -, temos f(q((y0,0))) = f(q(y0,t x)))) =0 = f(q(y1,T ")) =
f(Q(‘T7E))) = f(2).

Suponha por absurdo que existe uma fungio g : Z — R com g(q((yo,0)) # g(z). Tome h(z) =
min{1, %}. Como h: Z — [0,1] é continua com h(g((yo,?)) = 0, mas h ndo é constante-
mente 0, uma contradigao.

Z éT.

Basta notar que ¢~ *[{z}}] é um subconjunto fechado de &z ;X7 para todo z € Z.

175
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A seguir vamos verificar que Z é regular em z, para todo z € Z. Para isso, vamos primeiro encontrar
um aberto definido em formato de ‘arvore’.

Para cada b € ®j.; Xy, vamos denotar por i(b) € I, o tinico indice i € I para o qual b € X;.

Vizinhanga W de z = ¢((yo,?)) dentro de ¢ ![U].

Seja U uma vizinhanga aberta de z € Z. Entdo neste caso, ¢~ '[{z}] = {(yo,f) : £ € I}. Vamos
definir por inducéo sobre o comprimento [ de .

Comegamos definindo V{, = aberto em X tal que (yo,1) € Vigo.) S ¢ U] com (y1,1) ¢ 7‘/(310,0))(

Seja Wy = {Vp}.

Para cada (x,0) € |JWo com = & {yo,y1}, fixe V{y, g~¢) vizinhanga de (y1, 0"z) tal que V(ym@AI)Xm‘x N
V(yl,Q) x) Viroa) 0 = 0.

Seja W = {V{,,, ) [t =1}u Vi 02) : (2,0) € UWo com = & {yo,y1}}

Temos que os elementos de W; sado dois a dois disjuntos e no maximo dois deles estdo no mesmo
espago Xz.

Suponhamos que W, foi definido para cada k < m de forma que

Wii1 = {V(yo,f) i =k+ LY U{Viy,,002) ¢ (2,0) € UWh com = ¢ {yo,y1}} para todo k < m, e além
disso Wy, sao dois a dois disjuntos e no maximo dois deles estao no mesmo espaco Xz, para cada k < m.

Vamos entdo definir W,,, ;1 satisfazendo as propriedades indutivas.

Para cada (x,7) € |JW,, com z ¢ {yo,y1}, fixe Vi ) vizinhanga de (y1,t "x) em Xy -, tal que

(y1, t° x)
7)(1 “x Xt “x Xt cx
V(ylﬂ? “z) Sq 1[U] ¢ V(yof “z) n V(ylf “z) = 0.

Como os elementos de W, sdo dois a dois disjuntos, junto com a propriedade acima, segue que
Wiyt (@ (z,t) € Wy, com z ¢ {yo,y1}} sdo subconjuntos em distintos Xz’s. Assim,

Wing1 = {V(yot-) [t] = m+1}u Vi (2,8) € UWm com x ¢ {yo,91}} sio dois a dois
disjuntos e hd no maximo dois subconjuntos em Xg.

Como os indices em cada W,, tem tamanho n, segue que | J{W, : n € N} sdo dois a dois disjuntos.
Claramente |JW é um aberto da soma topoldgica. Para ver que ¢[W] é aberto, basta mostrar que
It

Para isto, basta ver que se ¢ € W entdo ¢~ '[{g(c)}] C W

Se ¢ € {(yo,1) : t € I} entdo por construcio temos g(c) = {(yo,t): t€ I} C W,

Por construgao, temos que (y1,0) ¢ W.

Assim se ¢ € W\ {(yo,1) : £ € I} entdo ¢(c) = {(x,1), (y1, "z)}.

Se ¢ = (x,1) € W, entdo existe n tal que (z,f) € |JW, e pela definicdo de W, 41, segue que
(yl,f"%) € V(yl,{@) - UanLlo

Se (y1,f “x) entdo m := |t "z| > 1. Assim (y1,f "x) € |JWm. Logo existe (y,35) € |JWm_1 tal que
(y1,£°2) € Viy, 5 ~y). Assim, £ 'z = §"y. Logo (z,1) = (y,5) € W.

Portanto, se ¢ € W entdao ¢ 1[{g(c)}] € W. Logo q[W] é aberto como querfamos.

Vizinhanga W de z = {(x0,0), (1,0 "20)} dentro de ¢~*[U].

Seja U uma vizinhanga aberta de z € Z, onde ¢~ Y{2}] = {(z0,t0), (y1,t0 "x0)} com xo ¢ {yo,vy1}.
Vamos definir por inducéo sobre o comprimento de .

Comegamos definindo V{,, = aberto em X tal que (zo, to) € Vizoig) © ¢ '[U] com {(yo, o), (y1,t0)}N

V(m’ta)xta = (). Seja ko = ty. Nossa inducio comeca em k. Seja Wy, = {V(zo,tﬁ)}‘

Suponhamos que Wy foi definido para cada kg < k < m de forma que

Wit1 = {Viy, i) (z,t) € Wi com = ¢ {yo,y1}} para todo k < m, todo elemento em W), estd
em algum X tal que \ﬂ = k e além disso Wy sao dois a dois disjuntos e no maximo um deles estd no
mesmo espago Xz e

[ .
(Y0,5) ¢ UWr ®"" ", paracada §€ T ek <m.
Vamos entao definir W,, ;1 satisfazendo as propriedades indutivas.

Para cada (v,%) € UW,, com = ¢ {yo,v1}, fixe Vi, i~z Vizinhanca de (y1, "z) em X7 -, tal que

7)(?“1‘, — — . 7){?’3:
o™ oMU .70 ¢ V™

Como os elementos de W, sao dois a dois disjuntos e seus elementos estao em Xj para algum ¢ de
comprimento m, segue que

W1 = {V(yl,i' “z) (,8) € UWn, com x ¢ {yo,y1}}
sao subconjuntos em distintos X3’s e os elementos estao em X para algum t de comprimento m + 1.
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Pela escolha dos elementos de W,,, 11 e pelo fato que hé somente um conjunto de W, 41, segue que

(40:3) ¢ UV : V € Winia} = U Wt =

Claramente | JW é um aberto da soma topoldgica. Para ver que q[W] é aberto, basta mostrar que
g '[qlU]].

Para isto, basta ver que se ¢ € W entdo ¢~ *[{g(c)}] C W.

Por construgio, temos que {(yo,t): t € I} NW = 0.

Por construgao, temos que (y1,0) ¢ W.

Assim se ¢ € W entao q(c) = {(z,1), (y1,t "z)}.

Se ¢ = (x,f) € W, entao existe n > kg tal que (:zr,f) € UW, e pela definicao de W, 11, segue que
(yl,FA‘x) € Vv(ylf “x) g UWTL+1'

Se (y1,t “x) entdo m := |t "x| > 1 com m > kg (ndo ha pontos com primeira coordenada y; no
nivel ko). Assim (y1,% "z) € |JW. Logo existe (y,5) € [JWm_1 tal que (y1,t ") € Viyi,5 ~y)- Assim,
t "z =35"y. Logo (x,t) = (y,5) € W.

Portanto, se ¢ € W entao ¢~ 1[{q(c)}] € W. Logo q[W] é aberto como querfamos.

Vizinhanga W de z = {(y1,0)} dentro de ¢~'[U].

Seja U uma vizinhanga aberta de z € Z, onde ¢~ '[{z}] = z = {(y1,0)}. Vamos definir por inducdo
sobre o comprimento de .

Comegamos definindo V(,, ¢y aberto em X tal que (y1,0) € Viy, 9y € ¢~ '[U] com (yo,t0) ¢ V(yth@
Seja W() = {Vv(yh@)}.

Suponhamos que Wy, foi definido para cada k < m de forma que

Wit1 = {Viy, i (z,t) € Wi com = ¢ {yo,y1}} para todo k < m, todo elemento em W), esta
em algum Xj tal que \ﬂ = k e além disso Wy sao dois a dois disjuntos e no maximo um deles esta no

mesmo espago Xz e (Yo, 5) ¢ W%EIX{, para cada §€ I e k < m.

Comparado ao caso anterior, a unica diferenga esta na definicao de Wy. O resto da prova é exatamente
igual ao caso anterior.

X é regular. Resta agora mostrar que Wz cvU.

Vamos analisar se y € W~ analisando ¢~ '[{y}]:

Caso 1. Existe ¢ € ¢ '[{y}}] tal que ¢ € Woer X7 Entio ¢ € WXZ-(C)X“C) C ¢ U]. Assim,
y=aqlc)€qlg U] CU.

Caso 2. Para cada c € ¢~ [{y}}], temos ¢ ¢ WXt entao EB;HX;\W@{E’X{ é um aberto contendo
¢ {y}

Usando y no lugar de z e @y ; X7\ W Xe lugar de ¢~ ![U], existe um aberto O aberto em
@ Xy tal que ¢ H[{y}] SO C @;eIX;\WGBFEIX{ tal que ¢~1[q[O]] = O.

Entdo ¢[O] é uma vizinhanga de y tal que q[O] N q[W] = 0 (pois ¢~ [¢[O]] N ¢ [g[W]] = ONW C

ONWorEr T = (). Deste modo, y ¢ q[W]Z.

Pelos Caso 1 e 2, vemos que q[W]Z cU. O

30.1.2 Um exemplo sem colagem de um 73 com pontos que nao podem ser
separados por funcgoes continuas reais.

Vamos apresentar outro exemplo de espaco 15 em que existem pontos que nao podem ser separados
por uma fungao continua real.

Exemplo 30.2. Existe um espaco X T3 e yo,y1 € X distintos tais que se f : X — [0,1] é continua e
f(yo) =0 entao f(y1) =0.

Demonstrag¢ao. Vamos adicionar mais um ponto a um exemplo visto anteriormente. Seja Xo = R x [0, 2]
de R? e X = XoU{(~1,—-1),(0,—1)}. Podemos pensar visualmente que (—1,—1) é como —oc e (0, —1)
é como +-o00.

Para cada (z,y) € X com y > 0 seja Vi, ) = {{(z,9)}}.

Para cada (z,0), Sz0 = {(z,t) : 0 <t <2} U{(x,0) + (£,t) : 0 <t < 2}. Note que S,y sdo dois
segmentos de reta saindo de (z,0), um com angulo de 45 graus com o eixo das abscissas e o outro com
angulo de 90. O sistema de vizinhancas V, o é dado por {{(z,0} U (S(;,0)\ F) : F' C Xy ¢é finito }.

Para (0, —1), defina V(Q7_1) = {{(0, —1)} U U{S(w,O) T > Z} NS N}
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Para (—1,—1), defina V(_; 1y = {{(=1, 1)} UU{S@,0) : © < —i}: i € N}.

Fica a cargo do leitor se convencer que {V(, ) : (z,y) € X} é um sistema fundamental de vizinhangas
abertas para uma topologia de X e que esta topologia é Tj.

Note que os abertos em V(; ) com (x,y) € Xo sdo clopen. Portanto temos a regularidade para todo
(z,y) € Xo. Falta verificar apenas a regularidade de X para os pontos (0,—1) e (—1,—1). Note que
se i € Nentao {(0,-1)}U{(z,y) € Xo: 2 >i+3} C{(0,-1)} U{(z,y) € Xo : = > i}. De fato tome
(',y') € X com 2’ < i+ 1. Sey > 0 entdo {(a',y)} é aberto e ndo intersecta {(0,—1)} U {(z,y) €
Xo:ax>i+3}. Sey =0entao (z”,y") € S o) é tal que 2" <2’ +2 < i+ 142 < i+ 3. Portanto
S0 N{0, -1} U{(z,y) € Xo: x > i+3} = 0. Assim, {(0,-1)}U{(z,y) € Xo: z>i+3} C
{(0,-1)}U{(z,y) € Xo: z >1i}. Logo X é regular em (0, —1).

Para ver que X é regular em (—1,—1) note que

{(~1L,~1}UU{ S : @ < -2} € {(~L,~D)}U{(@,) s 2 < —i} = (L, ~D} U{(5,9) : @ < 1}
e {(=1,~1)} U{{a.y) : @ < i} C{(~L, 1)} UW{S(u) : @ < —i}.

Seja f : X — [0,1] uma fungdo continua tal que f((—1,—1)) = 0. Fixe n € N entdo existe i,, € N
tal que FI{(—1,~1)} UU{S(o) : @ < —in}] € [0,277[C [0,277].

A prova da afirmagao abaixo foi feita no outro exemplo para 1), mas é igual para qualquer ¢:

Afirmagao. Se f(x,0) =t e f é continua entdo existe F, enumeravel tal que f[S(; ) \ Ez] = {t}.

Assim, para cada € [—i, — 1, —i,[ existe E, tal que f[S(; 0y \ E:] = {f(2,0)} € [0,27"]. Assim,
para todo x’ € [~ip, —i, + 1] temos que uma vizinhanga de (2',0) intercepta infinitos S, o) \ £, e com
isto, f(z',0) € [0,27"]. Por indugdo teremos que para todo k € N, se 2"’ € [—i,, + k, —i,, + k + 1] temos
f(@"”,0) €]0,27™].

Assim, pela continuidade da f em (0,—1), segue que f((0,—1)) € [0,27"]. Como n é arbitrario,
segue que f((0,—1)) € ,,enl0,27"] = {0}. Portanto, f((0,—-1)) = 0. O

30.2 A nao normalidade de um produto nao enumeravel de
N’s.

Como N é um espaco métrico completo, temos que N é um espaco métrico completo. Em particular,
é um espago normal.

Exemplo 30.3. Seja N com a topologia discreta e I um conjunto ndo enumeravel. Entdo N’ ndo é
normal.

Demonstragio. Seja A; = {f € NI : Vn e N\ {j}(|f'[{n}]] < 1)}. Note que se f € A; entdo f~[{j}]
é co-enumerdvel em I, assim claramente Ay N A = 0.

Afirmamos que A; é um conjunto fechado para j € {0,1}. De fato, se g ¢ A; entao existe n € N\ {j}
tal que g~*[{n}] tem pelo menos dois elementos que denotaremos por iy e i;. Entdo U = {h € N! :
h(ip) = h(i1) = n} é uma vizinhanca aberta de g tal que U N A; = 0. Note que U = U;, x U;, X
[Ticr\(io,iy N» onde Ui; = {n}. Assim, A; ¢ um fechado.

Resta verificarmos que Ag e A; testemunham a ndo-normalidade de N’.

Sejam Uy e Uy abertos contendo Ag e A; respectivamente. Vamos mostrar que seus fechos nao sao
disjuntos. Assim, N, ndo é normal.

Antes de prosseguirmos vamos utilizar uma notacdo que é 1til quando estamos trabalhando com
produtos de espacos discretos.

Dizemos que p é uma funcdo parcial finita de N’ se domp C I e ranp C N. Estamos usando a
notacao de que fungoes sao conjuntos de pares ordenados, ou seja p C f equivale a dizer que f é uma
extensao da funcao p).

Dada uma fungdo parcial p, denotaremos por [p] = {f € N/ : p C f}. Quando p é a fungio
vazia, temos que [)] = N/. Como estamos numa produto de espacos discretos, temos que {[p] :
p é uma funcio parcial } é uma base de NI. Além disso, temos que dada f € N, {[f|r] : F € [N]<¢} é
uma base local para f (Note que f|r sdo todas as fungdes parciais finitas que sdo estendidas pela f.)

Seja fo € Ap um elemento arbitrario. Como Uy é um aberto contendo Ay, existe Jy finito tal que
[folz] € Up. Seja Ko ={n € Jy: fo(n) ¢ {0,1}}. Seja py = fo|x,. Como py é uma fungao injetora com
imagem em N\ {0, 1}, podemos estender pg para gy com dominio Jy tal que gy é uma fungao injetora
com com imagem em N\ {0, 1}.
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Fixe f1 € [go] N A1 # 0. Como U; é um aberto existe J; tal que [f1|7,] € U;. Podemos escolher
J1 2 Jo (um Jy maior corresponde a um aberto menor). Seja K; = {n € J1 : fi(n) ¢ {0,1}} e
p1 = fi|k,. Entao g C py e temos Jy C K7 C Jy. Seja ¢; uma extensao de qo tal que o dominio de ¢; é
Ji, rang; C N\ {0,1} e ¢; é injetora.

Suponhamos que temos pg, qo - - -, Pms @ms foo - - - fmy, Ko, Jo, K1 -+ .y Ky J tais que

DpoCqo--- S pm C Gm;

2) Ko CJgCKy...C K C s
3) domp,, = Ky, pn : K, — N\ {0,1} é injetora para cada n < m;

4) dom g, = Jn, qn : Jn = N\ {0,1} é injetora para cada n < m;
) fnlk, = pn para cada n < m;

) [fnls.] € Up sen épar en <m;

) [fnls,,] € Uy se n émmpar e n < m;

) fn € Ap se n é par e n < m;

) fn€ Ay senéimparen<me

10) fn+1ls, = qn para cada n < m.

Vamos primeiro assumir que m + 1 é par. Devido a 2) para g¢,,, existe f,+1 € A estendendo
¢m- Como Uy é um aberto contendo fy, 41 existe J,, 41 finito tal que [fm1]s,,..] € Uy, podemos fixar
Jm+1 2 I Seja K1 = {n € Jmi1 t fm1(n) € {0,1}} € pmy1 = fitilx,41. Como g C frngr,
segue que Jp, = dom ¢y, C Kyt € ¢m C pra1. Assim, condigoes, 2), 3), 5), 6), 7) (por vacuidade), 8),
9) (por vacuidade) e 10) estao satisfeitas. Estenda p,,+1 para ¢m41, onde g+ satisfaz 4). Entao 1) e
4) estao satisfeitas.

Vamos agora assumir que m + 1 é impar. A prova é basicamente como no caso anterior e pode
ser pulada por quem ji se convenceu que é a ‘mesma coisa’. Devido a 2) para ¢, existe fn41 € A;
estendendo ¢,,. Como U; é um aberto contendo fy,41 existe J,, 41 finito tal que [fin41]s,..,] € Ul,
podemos fixar Jy41 2 Jm. Seja K1 = {n € Jpy1 0 fme1(n) € {0,1}} € ps1 = frt1lk,, +1-
Como qm < fm+17 segue que I = doQO - Km+1 e qm C Pm+1- ASSima Condigaesa 2)a 3)7 5)7 6)
(por vacuidade), 7), 8) (por vacuidade), 9) e 10) est@o satisfeitas. Estenda p,+1 para gm1, onde gm1
satisfaz 4). Entéo 1) e 4) estao satisfeitas.

Seja g uma funcao arbitréria tal que g 2 |J,,cyy Pn- Vamos mostrar que g € UoNU;. Seja J = Unen In-

Tome F um subconjunto finito de I. Entao existe N tal que JNF C K. Note que por 2) podemos
escolher N para ser par ou fmpar. Tome N par. Entao [fx|sy] € Up. Seja gy = fn|s Ugln -

Como gn|sy = fnlix, segue que gy € [fn]sy] € Uo

Por outro lado, temos que gn|ky = fNlky = PNIKy = 9Ky € JNEF C Ky, assim, gy|inr = glinr-
Além disso, gn|p\ g = gln\s e portanto gn|m g = g|p\s. Assim, temos que gy|r = g|r. Logo, gy €
Uo N g|r] # 0. Como F é arbitrario, segue que g € Uy

De forma ansloga, tomando sempre N fmpar, vamos concluir que g € Uj. O

)
6
7
8
9

Corolério 30.4. Se X é Hausdorff e ndo é enumeravelmente compacto entdo X’ ndo é normal para I
nao enumeravel.

Demonstrag¢do. X possui uma copia fechada de N, assim, X! possui uma cépia fechada de N'. Como
normalidade é uma propriedade preservada por fechados, segue que X! nao é normal. O



Capitulo 31

Limites inversos.

31.1 ’De volta para o Limite’.

Buscando imagens da esfera chifruda de Alexander (Alexander’s Horned sphere) ou uma curva de
Peano, vemos esbogos das primeiras iteragoes que aproximam-se do exemplo e o resto da construgao
é apresentada com ‘pontinhos’ para intuir visualmente o que seria a construgao final. Algo similar a
inducao finita feita de forma intuitiva.

Limites inversos é um método para formalizar certos tipos de espagos que estao se ‘modificando’
recursivamente.

Lembramos que um conjunto dirigido ¥ é uma ordem parcial em que todo subconjunto finito de X
é menor ou igual a algum elemento de ¥ (vimos conjuntos dirigidos quando falamos de redes).

31.1.1 Sistema inverso e Limite Inverso.

Um sistema inverso S = <X(,,7rg7 Y} consiste de um conjunto dirigido ¥, para cada o € ¥ teremos
um espago X, associado e para cada p < o uma fungao continua 77 : X, — X, tal quese { <p <o
entdo ¢ = ¢
As fungoes 7 sao chamadas de ‘bonding maps’ (lembre do superbonder, mas nao do James- prova-
velmente a melhor tradugao seria vinculo). A projegao é um dos tipos de ‘bonding maps’ que aparecem
nos sistemas inversos e provavelmente o motivo para se usar .

Um ‘thread’ (fio) é um ponto (z, : 0 € X) € [[, <5 X tal que 77 (2,) = 7, para todo p,o € ¥ com
p<o.

O limite inverso de S é o conjunto de todos os ‘threads’

lime S = {(z5 : 0 € X) € [[exXo : 75 (25) = 2,(Vp,0 € X com p < o)}, também pode ser
denotado por lim, (X,, 77, %).

Para que o limite inverso seja de interesse, vai depender do sistema inverso. Ha casos em que o limite
inverso é o espago vazio.

Vamos denotar por 7, a restri¢do da projecdo de [], .5, Xo — X, ao limite inverso lim_, S (ou seja
nao vamos ficar escrevendo 7p|iim_, ).

Pode-se definir sistemas inversos e limites inversos sem associar a uma topologia e neste caso, as

bonding maps nao sao continuas.

om?.
Tp

Proposicao 31.1. O limite inverso de um sistema inverso S = (X, T, Y) de espagos Hausdorff é um
subconjunto fechado de [], .y, Xo-

Demonstracdo. Para isto, basta mostrar que o complementar é aberto.

Seja (x5 : 0 € X) € [[,ex Xo tal que (2, : 0 € ¥) ndo pertence ao limite inverso. Entao existe
§ < pcom & p € X tal que mf(x,) # w¢. Tome uma vizinhanca U de 77 (z,) em X¢ disjunta de uma
vizinhanga V' de z¢ (que existem pela propriedade de Hausdorff em X¢). Entdo considere a vizinhanca
W = [l ex Wo tal que W, = (af)" U], We =V e W, = X, para 0 € ¥\ {{,p}. Claramene W
é uma vizinhanga aberta de (z, : 0 € X). Para cada (y, : 0 € ¥) € W temos que ye € We =V e
e (Yp) € Tl (W] = wZ[(wf) 7 [U]] CU. Como UNV = 0, segue que 7{(y,) # ye. Assim, o complementar
do limite inverso é aberto no produto e portanto o limite inverso é fechado no produto. O
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Proposigao 31.2. O limite inverso de espago T; é T; para i € {0,1,2,3,33}.
Demonstracao. Essas propriedades sao preservadas por produtos e subespagos. O

Proposicao 31.3. O limite inverso de um sistema inverso S = <XU,7rg,E> de espagos compactos
Hausdorff é um subconjunto nao vazio de ], 5, Xo-
Demonstragdo. Para cada %' C ¥ finito, temos que Iy = {(z, : 0 € %) € [[,cxXo & 7 (2,) =
z,(Vp,0 € ¥’ com p < o)}, pois X é dirigido e existe y € X, v > o para todo o € ¥'. Assim, tomando
yy € X, arbitrario e para cada o € ¥’ denotemos y, = 7 (y,) para { € ¥\ (XU {v}), escolha ye € X¢
arbitrariamente. Assim, (y, : 0 € ¥) € My e My, é ndo vazio.

Assim, {Mysy : 0 # %' C ¥ finito } tem PIF, pois My N Mx» O My y» para cada X', 3" C 3 finitos
nao vazios. Assim, pela compacidade de [], .5, X, segue que lim, S = ({Ms : § # X' C X finito } é
nao vazio. O

Exemplo 31.4. Seja (Z,, : n € N) uma familia de espagos topoldgicos. Seja o a familia de subconjuntos
finitos ndo vazios de N ordenados por inclusao. Entdo X é dirigido. Seja X, = [[,,c, Zn € se p < o seja
77 tal que 7 (v, : n € 0)) = (zn : n € p) para todo (v, : 1 € 0) € [[,,c, Zn = Xo-

Vamos ver que lim, S, onde § = (X,, 77, ) é homeomorfo a [[,, <y Z» (basicamente neste caso, um
thread em [] .y, X, vai ficar repetindo a mesma informagao que temos em [, .y Zn.

De fato, a fungdo f dada por (z,: 0 € ¥) € lim S+ f((25: 0 € X)) = (v : nEN) €[], cnZn
serd um homeomorfismo entre lim. S e HnEN L

Como f é a restricao de uma projegao, segue que f é continua. Vamos ver que f é injetora. De fato,
se (x5 : 0 € X),(yo : 0 € X) € lim_ S sdo distintos, entao existe o € X tal que 2, # Yo € [[;c, Zs-
Entao existe n € o tal que x(ny = 77,1 (25) # 77,3 (yo) = ygny (a primeira e a tltima igualdade segue
por serem threads, a desigualdade segue do bonding map ser a projegao no produto).

Vamos mostrar que a inversa de f é continua, tome (z, : 0 € X) € lim, S, ¥’ C ¥ finito e U um
aberto bésico de [], .y, X, com suporte contido em X' tal que (v, : 0 € ¥) € U. Seja I = J, ¢y 0.
Para cada n € I, podemos encontrar W, aberto contendo zy,; tal que [],., Wy C U, (para isto,
escolha uma vizinhanga aberta bdsica [] Wen de 2, dentro de U, e tome W,, como a intersecgao
finita (), c,cxy Woyn)-

Para cada n € I seja Viny = Wy Seja V = [],c; Viny X [l,es,0¢({n}: nery Xo- Vamos mostrar
que (z, : 0 € ¥) € lim. S € VNnlime € UNlim S e que f[V] = [[,c; Wa X HneN\I Z,. Como
(z, : 0 € X) é um thread, segue que x, = (ﬁ{”n}(xg) :n € 0) € [lheo Viny = [lneo Wa, segue que
(zo: c€X)EV.

Dado (yo : 0 € ¥) € VNlim, S. Como (y, : ¢ € ¥) é um thread, segue que y, = (W?7l}(ya) :
n € 0) € [lheo Viny = Ilheo Wn € Us para cada o € X/ Assim, V. Nlim,. C U. Pelo que vimos
acima, temos que f((y, : 0 € X)) = (yny : n € N) é tal que yg,y € W, para todo n € I. Assim,
fIVIC ILer Wa % HneN\I Zn.

Finalmente, para mostrarmos que f[V] 2 [[,,c; Wi X [1,,c 1 Zn, tome (2, : n € N) € [[,,c; Wy %
[L.em s Zn, temos que (y, : o € ¥) dada por y, = (2, : n € 0) € [[,,epns W X [,1e0\1 Zn Para cada
o€ X éumthread, (Yo : c€X) eV e f((yo: 0 €X)) =(2,: neN).

neo

Obviamente que fazer produtos cartesianos de forma mais complicada nao é a melhor coisa que se
pode fazer com limites inversos.

31.1.2 Cofinal em conjunto dirigido e Base de abertos.

Assim como em redes, as informacoes relevantes do limite estdo num cofinal. Lembramos que X/ é
cofinal em Y se para todo o € ¥ existe ¢’ € ¥/ tal que o < o’.

Proposigao 31.5. Seja S = (Xgﬂr;ﬂ ¥) um sistema inverso e ¥’ um conjunto cofinal de 3. Para cada
o € ¥/ fixe uma base de abertos B, de X, .
Entao {n,[U]: 0 € ¥',U € B,} é uma base do limite inverso.

Demonstragao. Seja © = (x5 : 0 € ¥) € lim.S e U uma vizinhanca aberta de z em lim..S. Seja
W = [],cs uma vizinhanga bésica de z em [], .y X5 tal que W Nlim. C U. Tome o’ € ¥ tal que
o’ > p para cada p € spte W (o suporte é finito, ¥ é dirigido e X’ é cofinal). Seja O € B,/ uma vizinhanga

de z, contida em W, N 77 )W),

pEspte W( p
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Vamos verificar que 7r;,1 [O]Nlim, g é uma vizinhanga de x contida em W Nlim, g. Primeiro, temos
r e, [O] pois 2, € 0. Se y = (y, : 0 € ¥) € m,,}[0] Nlim,g entdo por y ser um thread, segue que
Yp = T (yor) = wgl omer(y) € ng o Ty [(m5r) HO]] C 7Tg/ [O] C W, para cada p € spte W. Portanto,
temos que y € W. Assim temos que 7,'[O] Nlim, g é uma vizinhanca de y contida em U. O

31.2 Funcoes entre limites inversos.

Vamos agora como dois sistemas inversos indexados pelo mesmo sistema dirigido e fungoes continuas
entre elas que se comportam bem levam a uma funcdo continua entre seus limites inversos.

Teorema 31.6. Sejam S = (X,,7%p,X) e T = <Y‘Y’5Z’ I') dois sistemas inversos de espagos Hausdorff.
Seja i : I' = ¥ uma funcado cofinal que preserva ordem. Para cada « € I' suponha que existe uma fungao
continua f, : X,y — Y, tal que

t
Xity) — Yy

Tri(w)l l(w
(<) ¢
Xio) — Y,
i(¢) ¢
comuta, ou seja 5 ofy=fecom, ég)) para todo v > ¢ com v,( € T.

Entao existe f : hm<_5 — lim_ 7 tal que

lim,_ g L lim_

Tri(‘f)l J{Tr'y

f
Xy — Yy

comuta, ou seja 1 o f = f, o m) para todo v € I,

Demonstragdo. Dada (z, : 0 € ¥) € lim. S. Vamos definir f((z, : 0 € X)) = (fy(2iy)) : v € T).
Primeiro temos que verificar que (y, : v € I') := (f5(2iy)) : ¥ € I') é um thread. De fato, para cada
¢ <y temos 87 (y,) = 07 o fo (i) = fe 0wyl (i) = fe (i) = wic-

Além disso, temos que my o f((7, : 0 € X)) = 7y ((fe(zie)) : C €T)) = fy(Tigy)) = fy 0 Ty (w5 :
o € X)) para todo v € T'. Assim, 7, o f = f, o m;(,) para cada y € I,

Vamos verificar que f é uma fungao continua. Seja x = (2, : 0 € ¥) € lim S e U uma vizinhanga
de f(z) em lim. T. Temos que existe um v € I' e V um aberto em Y, tal que f(z) € (m,)"'[V] C U
(Note que m € a restricao da projecdo ngr Y5 em Yy).

Tomemos entdo W = (f,) ' [V] que é um aberto em X;(,y. Entao (m;(,)) "' [W] é um aberto de lim_g
(aqui m;(,¢é a restrigao da projecao [ [, .y, X5 em Xj(,)). Afirmamos que x € ( )~ L[W]. De fato, temos
que fy 0 i(y)(2) = my 0 f(z) € V. Assim, @ € (fy 0 i) ! [V] = (mi(y)) ™ [( V)V = (m(y))_l[W]-

Dado z € lim SN (m;(y)) " [W], temos que 7 o f(z) = fy om;4)(2) € V. Assim, f(z) € (n,) V] CU.
Logo, f é continua em z. O

O resultado abaixo vale para sistemas inversos e limites inversos sem topologia. Neste caso as f, nao
seriam fungoes continuas, apenas injetoras ou bijetoras.

Teorema 31.7. Sejam S = (X,,77p,X) e T = <Y7752a I') dois sistemas inversos de espagos Hausdorff.
Sejai: I' = ¥ uma funcao cofinal que preserva ordem. Para cada vy € I" suponha que existe uma fungao
continua f, : X;.,) — Y, para vy € I' como nas condigoes do teorema anterior.

Se f, ¢ injetora para cada v € I, entao f ¢ injetora.

Se f, ¢ bijetora para cada v € I', entao f ¢ bijetora.

Demonstra¢do. Suponhamos que f, é injetora para cada v € I'.

Sejam z e z em lim, S. Se & # z entdo existe o € ¥ tal que z, # z,. Seja vy € T tal que i(y) > o.
Entao x;y) = z(y) implica que z, = 7TU(’Y)( Ti(y)) = W;(’Y)(Zi(,y)) = 2o, contradicdo. Assim, x;y) # Zi(+)
Como f, é injetora, temos que f,(x;y)) # fy(zi(y)). Pela comutatividade do diagrama, segue que

Ti(y) © f( ) f’y(xz ) 7é f’y(zz('y)) = Ti(y) © f( ) Logo f(l‘) 7é f(Z) Assim, [ é injetora.
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Suponhamos agora que f, é bijetora para cada v € I'. Nestas condigoes a f serd injetora, entao basta
mostrarmos que f é sobrejetora. Seja (y,: vy €T') € lim, T.
Para cada v € I', usando a bijecao de f,, defina z;(,) € X;(,) o tinico ponto tal que f,(z;)) = y.

Note que, dado v < 7" entao z;(,) = WEE;Y;/)(%(,Y,,)). De fato, fy(ziy)) = yy = 7@” (yyr) = WJH o

Sy (@iymy) = fy 0 ﬂ'z.é::) )(xi(ﬂfu)). Como f, ¢ injetora, segue que () = 775((3) )(:Ci(,yu)).

Para cada o € ¥ tome v € T tal que o < i(y) e defina z, = ﬂé(w)(aci(w)). Vamos verificar que z,
independe da escolha de «. De fato, se v, s@o tais que o < i(y) e o < i(y’), podemos tomar v’ > v e
,_)/// 2 ,Y/.

Pelo que vimos acima, temos que

Tityy = 0 (@igyn) € Bigyry = Toin) (Bigym))-

Assim, 7T(7}(’Y) (1’1(7)) = 7T;-(’Y) o Wzg,’;) )(xi('y”)) = 71'(17("{ )((Ei(—y”)) = 7T<17(FY ) o 71'223,)) (l'i(fy//)) = W;(FY )(l'l(,y/))
Mostraremos que (z, : 0 € £) é um thread. Dado p < o, tome v € I" tal que o < i(7y) (com isto,

p <i(v)). Entao z, = 772(7) (Ti(y)) =75 0 il (Ti(y)) = 75 (25)-

Portanto (z, : 0 € ¥) € lim, S. Agora, f((z,: 0 € X)) = (fy(z5y)) : vET) = (y,: y€T).

Assim, f é sobrejetora. O

Usando compacidade, nao precisamos exigir bijecoes:

Teorema 31.8. Sejam S = (X,,77p, %) e T = (Y,, 52, TI") dois sistemas inversos de espagos compactos
Hausdorff (Note que no enunciado acima o0s espagos ndo eram compactos). Seja i : I' — ¥ uma funcao
cofinal que preserva ordem. Para cada v € I' suponha que existe uma funcao continua f, : X;) = Y,
para v € I' como nas condicoes do teorema anterior ao anterior.

Se f, ¢ sobrejetora para cada v € I, entao f é sobrejetora.

Demonstragdo. Fixe y = (y, : v € ') € lim, T. Para cada ¥’ C ¥ finito e IY C T finito seja
Asir ={(25: 0 €X) € [[,ex * fy(@iy) =y, Yy €T e 7)) (25) = 2,Vp,0 € X' com p < o}. Tomando
v* €T tal que i(y*) maior que os elementos de X’ e v* maior que os elementos de I". Fixe t;(y+) € Xj(y+)
tal que fy«(tiy=)) = Yye-

Seja t, € X, arbitrério se o ¢ X' U{i(y) : vy €e I'U{y*}}, to = W,i;(’y*)(ti(,y*)) parao € X'U{i(y): v €
I}, com o # i(y*). Em particular, se p < ¢ temos que t, = F;)(’Y*)(ti(“/*)z =790 Wé(w*)(ti(v*)) =77 (ts).

Além disso, para cada ¢ € I temos y; = 62* 0 foye(tity=y) = feo wé(v )(ti(w*)) = fe(ticy). Com isto,
podemos ver que Ays v # 0. Como Asy r N Ay pir O Asvuye roure, segue que a familia dos Ay pv's
tem PIF.

Vamos mostrar agora que cada Asy s é um fechado. Seja xy = (2,1 : 0 € X) para A € A e
(xx: A € A) uma rede em Ay v convergindo para x = (2, : 0 € X).

Para cada v € T, fy(zi(y),\) = y, para cada A € A. Como (z;(4),» : A € A) converge para z;(,) e
[ € continua, segue que (yx : A € A) = (f,(2j4),n) : A € A) converge para f,(z;)). Como X, é
Hausdorff, segue que f(2;(y)) = ¥

Fixado p < o com p,o € ¥’ temos ’/Tg(xo)\) =z, para todo A € A. Como (z,x : A € A) converge
para o, (z, : A € A) converge para z, e my € continua, segue que

(5 (xon) + A€ A) = (zpx 1 A € A) converge para 75 (z,) e x,. Pela unicidade do limite, segue que
ﬂg(xg) = z,. Assim, Asy v é um conjunto fechado.

Usando a compacidade do produto [], .y, Xo, temos que ﬂ{A’E,’F : ¥ C X, IV CT finitos } # 0.
Seja 2 = (2, : 0 € ¥) € (A% p: ¥ C X, IV C T finitos }. Como visto anteriormente, temos que z é
um thread, e portanto, z € lim, S. Vamos verificar que f(z) = y. De fato, dado v € T, tome ¥’ e I
com y € I''. Entao f,(2(y)) = yy. Portanto f(2) = (fy(2iy)) : v €T) = (yy: v€T) = y. O

31.3 Existe apenas um espaco métrico compacto zero-dimensional
sem pontos isolados a menos de homeomorfismo.
Lembramos que um espago zero-dimensional possui uma base de aberto-fechados (clopens).

Proposigao 31.9. Seja X um compacto métrico zero dimensional e € > 0. Entao X pode ser escrito
como uma reuniao disjunta de clopens disjuntos de diametro menor a e.
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Demonstracao. Para cada x € X podemos encontrar uma vizinhanca clopen V, contida na bola centrada

em v de raio §. Entao pela compacidade, existe x1,...7, € X tal que V;, U...V, = X. Seja
Uy =V, \ (Ve U...UV,,_,) para 1 < i < k. Entao {Uy,...,U} séo clopens disjuntos de didmetro
menor a e. O

Proposigao 31.10. Se X é um compacto métrico zero dimensional sem pontos isolados e k é um ntmero
inteiro positivo, entao X pode ser particionado em k clopens disjuntos.

Demonstra¢ao. Dado um clopen U, por ser aberto, existem dois pontos distintos xz,y € U. Seja V., um
clopen tal que z € V, \ U \ {y}. Entao V, e U \ V, sao dois clopens ndo vazios cuja unido é U. Basta
prosseguir agora por indugao e particionar um dos clopens. O

Proposigao 31.11. Seja X um espaco compacto zero dimensional sem pontos isolados. Entao podemos
encontrar {X,, : p € 2<“} e {ny : k € w} sequéncia crescente em w tais que

1) {X, : p € 2"} é uma particdo de X em clopens néo vazios;

2) se p C q entdo X4 C Xp;

3) X, tem didmetro menor ou igual a 2% para todo p € 2™ para todo k € w.

Demonstragao. Comecamos com Xy = X. Podemos particionar X em ay pedacos clopen, cada um com
diametro menor ou igual a 1. Tome mg > 0 tal que ay < 2™ e podemos dividir a familia com ay pedagos
clopen em 2™° pedagos cloen e enumerd-los com {F), : p € 2™°. Defina ng = mo +0e X, = Up;q Fy,
para cada q € 2" com n < ng. Para cada p € 2"°, podemos particionar X, em a, pedagos cada um com
diametro menor ou igual a 2% Podemos tomar m; > 0 tal que a, < 2™ para cada p € 2"°. Podemos
entdo particionar X, em 2™° pedagos clopens nao vazios como {Fprs : s € 2™} (p"s € a contenagao,
ou seja € a fungdo com dominio |p| + |s| que estende p e p"s(|p| + k) = s(k) para k < |s|). Defina
ny = ng +mq. Para cada ¢ € 2¥ com ny < k < ng + myg, defina Xq = UqCp,pEQ"l E,.

Fica a cargo do leitor se convencer que a construcao acima funciona, onde O

Teorema 31.12. Seja X um espago compacto zero dimensional sem pontos isolados. Existe um home-
omorfismo de X em 2%.

Demonstragdo. Considere o X,, = X para cada n € w e seja ), a fungdo identidade. Seja este o sistema
inverso S. Note que como as bonding maps sao a identidade segue que lim, S é homeomorfo a X.

Seja Y, := 2". Vamos denotar ¢, : 2™ — 2™ por §7(p) = p|lm- Seja T este limite inverso. Como as
bonding maps sao as projegoes no produto, segue que lim, T é homeomorfo a 2%.

Defina f,, : X,, — 2" tal que f,(x) = p, onde p € 2™ ¢é a Unica tal que = € 2. Note que se m <n
entdo 07 o fn(x) = fm o 7wl (z).

Claramente para cada p € 2" temos que (f,) *[{p}] = X, que é um aberto. Assim, f,, é continua.
Temos que f, é sobrejetora e X,, é compacto, assim f é continua e sobrejetora.

Resta verificar que f é injetora. De fato, se z # z entao existe n e p, ¢ € 2" distintos tais que z € X,
e z € X, (basta usar n tal que diagmetro de cada X, com r € 2™ é menor que a distincia entre x e z, e
fizar p,q € 2" tais que x € X, e z € X;). Entao f,(z) # fn(2) e portanto f(x) # f(z). O

Corolario 31.13. O conjunto de Cantor é homeomorfo a 2¢.

Demonstrag¢ao. O conjunto de Cantor é um espago compacto métrico sem pontos isolados. Iremos rever
a construgao deste espago no préximo capitulo. O

31.4 Todo espago métrico compacto é imagem continua de 2“.

Teorema 31.14. Seja X um espago métrico compacto sem pontos isolados. Entao existe uma funcao
continua sobrejetora de 2¢ em X.

Demonstracao. ‘Desmontando X para construir um zero dimensional.
Defina indutivamente Co = {X }. Suponhamos que C,, estd definida para todo n < k de forma que
1) UC, = X e C,, é um conjunto finito;
2) F é um fechado sem pontos isolados (como subespago) para todo F € C, e didmetro de C,, é
menor ou igual a 2%;
3)Sen<kekF €C,y entdo exste G € C, tal que F C G;
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4)Sen<keGeClC,entdo G=|J{F€Cpt1: FCG}.

Vamos definir Ci41. Para cada G € C, temos que G é um fechado sem pontos isolados. Seja Ug
uma cobertura aberta de GG por abertos de G tais que o diametro de cada aberto é menor ou igual a
Qk%. Pela compacidade de G existe Vg C U finita tal que Vg recobre G. Seja Crq1,¢ = {U: U eV}
Como U ¢ aberto em G, ndo possui pontos isolados. Assim U (G é fechado assim, o fecho em X e
G é o mesmo e U C G ) nao possui pontos isolados. Claramente temos que |JCri1.c = G. Seja
Cit+1 = U{Ckt1,6 : G € Cy}. Pela definigdo de Ciy1,¢ segue que 2), 3) e 4) estdo satisfeitas. A condigéo
1) para k = 1 segue de 1) para k e 4) para k.

Definicao ‘visual’ de X,,.

Seja Xog = X. Supondo que X,, = ®ger,, G esta definida, definimos X,, 11 = ®©ger, Drec, ., FcaF =
®rer, . F (note que podem haver mais de um copia do mesmo F, mas elas sio consideradas distintas
se sdo partes de G’s distintos) com 7! (z) =z € G onde x € F e G é tal que F ¢ a cdpia dentro de G.
7 é definida a partir das composicoes, ou seja 77 = 77_; o... 7™+ Esse vai ser o sistema inverso S.

Visualmente, no nivel mais abaixo temos X, escrevemos na linha acima os elementos de C;,x, e cada
F € Cy x éligado a X por uma aresta. Cada elemento F' em C; x é reuniao de Cy r e para cada elemento
G em Cy r fazemos uma aresta de G a F' e assim sucessivamente.

Isso da a imagem de uma arvore e cada linha serd uma soma direta. A projecdo é dada por descer as
arestas até o nivel correspondente, onde o ponto de cima é levado ao seu correspondente no nivel abaixo.

‘Enumeracao em arvore’.

Vamos indicar agora como fazer a demonstragdo com a notacao adequada para as somas diretas.
Dada uma fungio p € 2", a fungao p™i é uma extensio de p com dominio n + 1 tal que p"i(n) = i.

Comegamos com Xy = X x {0}.

Podemos enumerar C; x como Fp,...Fy,,_1.

Entao X| = ®jcn, F; x {0"i}. Seja Py = {0"i: i < ny}.

Cada somando de X; é da forma F' x {p} para algum p € P; e um tnico F' € Cj,|_1,. Enumere
Ca,r como Fy, ..., F, 1 eseja X, = Dicn, 1 F; x {p"i}. Seja Xo = @pep, Xpe Po={pli: pe Pp,i<
n, — 1}. Podemos proceder assim por inducao.

Dado (z,p) € X,,, denote 77 ((x,p)) = (x, p|m)-

O limite inverso de S é homeomorfo a 2“.

Como cada X,, é uma soma topoldgica finita de compactos com base enumerédvel, X,, é compacto e
metrizdvel. Assim, [], .., X» é compacto e metrizdvel. Assim, lim, S é um subespago fechado de um
compacto metrizavel e portanto é compacto e metrizavel.

Seja (z, : n € w) um thread em [], ., X,. Seja x o ponto de X que corresponde a x, em X,.
Considere F;, o fechado que corresponde ao somando de X,, que contém z,, para cada n € w tal que x,
pertence ao fechado correspondente a F),. Seja O uma vizinhanca de (z, : n € w).

Entdo existe m € w e U aberto em X, tal que (7,,) "*[U] € O. Podemos assumir que U é subconjunto
ao somando correspondente a F,,,. Como F,, é compacto e (\{F, : n > m} é unitdrio, segue que existe
k > k tal que F}, é subconjunto do aberto correspondente a U. Seja Gy, o fechado de X}, correspondente
a Fy que contém z. Entdo (7)) 1[Gi] C (7)) t[U] C O.

Note que neste sistema inverso temos que () ~![Xj \ Gi] é o complementar de (7)1 [G]. Assim,
(71) "1[Gg] é um fechado. Como também é um aberto, temos um clopen. Como (z,, : n € w) e O eram
arbitrarios, segue que lim, S é zero dimensional.

Claramente para cada t € Gj, hd um thread (¢, : n € w) tal que t, é correspondente a t e
(tn 1 n € w) € (m) " L[Gg]. Assim, os pontos de lim,_ S nio sao isolados.

Como lim, S é compacto metrizavel, zero dimensional e sem pontos isolados, segue que lim, S é
homeomorfo a 2.

Funcao continua sobrejetora de 2* em X. Tomemos Y,, = X e 4], é a identidade. Esse vai ser
o sistema inverso T e lim,. T = X.

Para cada n € w tome f,(z) = x € X (identificando o somando F tal que x € F' com o subconjunto
F CX).

E claro que fp, o =00 o frn. Assim f: lim, S — lim, T é uma fungao continua.

Cada f, é sobrejetora e cada X,, é compacta. Assim f : lim, S — lim, T é sobrejetora.

Como o sistema inverso T' é a identidade, é claro que lim, 7T é homeomorfa a X. Como lim, S é
homeomorfa a 2“, segue entao que X é imagem continua de 2.

O

Corolario 31.15. Todo espago métrico compacto é imagem continua de 2.
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Demonstracdo. Seja X um compacto métrico. Entao X x 2“ é um espacgo métrico compacto sem pontos
isolados. Logo existe f : 2¢¥ — X x 2“ sobrejetora e continua. Como a projegao mx : X x 2 — X é
continua e sobrejetora, segue que mx o f : 2% — X é uma sobrejecao continua. O

Espacos métricos compacto sao os espagos compactos que possuem base enumeravel. Vamos ver que
uma generalizagao nao vale, se tomarmos espacos compactos ‘maiores’.

Exemplo 31.16. Sw é um subespaco de 227, mas nao é imagem continua de 22”.

Demonstragio. O conjunto {x € 227 : sptex é enumerdvel } é sequencialmente compacto e denso em
22", Se Bw fosse imagem continua de 22°, entdo a imagem de {z € 22" . sptex é enumerdvel } seria
densa e sequencialmente compacta. Em particular, exisitiria uma sequéncia injetora convergente. Mas,
toda sequéncia convergente em Sw é quase constante. O



Capitulo 32

O conjunto de Cantor. O espaco dos
irracionais.

32.1 O conjunto de Cantor.

32.1.1 Uma discussao informal sobre o conjunto de Cantor.

Exemplo 32.1. O conjunto de Cantor. Visualmente, dividimos o intervalo em trés pedacos igual e
removemos o intervalo aberto do meio. A seguir dividimos cada um dos dois intervalos em trés pedagos
iguais e removemos o intervalo aberto do meio de cada um deles e assim sucessivamente. O conjunto de
Cantor sera os pontos que restarem. A conta pode ser feita usando a expressao dos nimeros na base 3.
Vamos chamar Cy o intervalos [0, 1], C; o conjunto de dois intervalos apds remover o primeiro inervalo,
Cs os quatro intervalos apds remover um intervalo aberto do meio dos dois intervalos em C e assim
sucessivamente. O conjunto de Cantor C' ¢ a interseccao [),,cy Cn-

No processo descrito acima, vemos que no passo 1 é removido um intervalo aberto de tamanho %, no
passo 2, dois intervalos de tamanho =, a seguir, 22 intervalos de tamanho ... Assim, no passo k, sao

372’ 373..
removidos 2~ intervalos de tamanho 3% Assim, a soma dos comprimento dos intervalos removidos é
1
dada pela série geométrica com primeiro termo % e razao % que ¢ 25 = 1. Assim, a medida do conjunto

removido é 1 e o complementar do conjunto que sobra tem medida iie Lebesgue 0.

Note que entre dois intervalos abertos removidos até um certo estdgio k, iremos remover outro
intervalo aberto entre eles. Assim, podemos pensar que os intervalos abertos removidos sdo densos em si
mesmo em termos da ordem (um interlavo I é menor que J se os pontos de I sdo menores que os pontos
de J).

Iremos verificar intuitavamente que o conjunto de Cantor é compacto, zero dimensional e sem pontos
isolados. Como foi removido um conjunto aberto (reunido de abertos é um aberto), temos que o conjunto
de Cantor é um fechado do intervalo [0, 1], assim o conjunto de Cantor é compacto e métrico.

Dado x € C' e € > 0, tome n tal que 3% < 5. Entao z € I, onde I, é um dos intervalos de
comprimento 3% que compde C,. Assim, temos que a distancia de z a qualquer ponto y de I,, é menor
ou igual a 3%’ assim a distancia de x a y é menor que € e portanto I,, Clx — €,z + ¢[. Temos que as
duas extremidades de I,, estardo em todo C,, para m > n, assim as extremidades de I,, sdo pontos de
C. Como um dos pontos nao é z, segue que |z — €,z + ¢[N(C \ {z}) é ndo vazio. Como € é arbitrario,
segue que {z} ndo é um ponto isolado.

Vamos denotar I, = [b,¢]. Como I,, é um dos intervalos que compoe C,,, entdo existe |a, b e ]c, d]
intervalos abertos que foram removidos em algum estdgio < n. Com isto, temos que I,, N C =]a,d[NC C
]z —€,2+ €[NC é um aberto e fechado em C. Como € é arbitrario, segue que x possui uma base local de
clopens. Como x € C' é arbitrario, segue que C é zero-dimensional.

Exemplo 32.2. Um espago compacto zero dimensional sem pontos isolados removendo familia de aber-
tos.

Assim de forma mais geral, seja i uma fami lia de intervalos dois a dois disjuntos que sejam densos
em si mesmos sem primeiro e ultimo elemento contidos em ]0,1[ e | JU denso em [0, 1]. O complementar,
que chamaremos de K é um fechado, portanto um compacto. Vamos verificar que K ¢é zero dimensional
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sem pontos isolados.

De fato, fixe x € K e € > 0. Primeiro, note que existe Uy € U tal que |z — ¢,2[NUy # () e existe
Uy € U tal que |z, + e[NU; # (0. Seja U € U entre Uy e Uy.

Seja xg €]z — €,2[NUy e x1 €lx, x + e[NU;. Entdo U estd contida em [z, 21] Cloz — €, 2 + €]. Assim,
as duas extremidades de U séo elementos de K contidas em |x — €, + €[, assim, {z} ndo é aberto em
K. Logo K nao possui pontos isolados.

Temos que x —e <z <z < x1 < x+€e xg,x1 ¢ K. Assim, K N [xg,x1] = KN]xg, z1[ é um clopen
de K contido em |z — €,z + ¢[NK. Logo, x possui uma base de clopens de K em x. Como x é arbitrério
segue que K é zero dimensional.

32.1.2 O conjunto de Cantor e variagoes.

Podemos remover intervalos abertos disjuntos cuja soma seja qualquer niimero entre positivo e menor
ou igual a 1 e construir um subespago de [0, 1] de medida 1 —e que um compacto métrico zero dimensional
sem pontos isolados. Seguindo exatamente o modelo anterior, mas falando do ponto médio do intervalo.
No primeiro passo, remova um intervalo aberto de comprimento § centrado no ponto médio de [0, 1].
No segundo estagio temos dois intervalos fechado e removemos de cada um deles um intervalo aberto de
comprimento 7 centrado no ponto médio desses intervalos e prosseguimos sucessivamente. Fica a cargo
do leitor notar que os argumentos usados anteriormente também servem para provar que essa variagao

do conjunto de Cantor é um compacto métrico zero dimensional sem pontos isolados.

32.2 ‘What the devil is a staircase?’

32.2.1 A escadaria de Cantor.

Exemplo 32.3. A escadaria de Cantor (‘Cantor’s staircase’ ou ‘Devil’s staircase).

Vamos também apenas dar uma no¢do intuitiva. A conta precisa pode ser feita usando a representacao
dos nimero na base 3.

Primerio, é dado o valor da fungao no complementar do conjunto de Cantor. No primeiro intervalo

aberto removido damos o valor %, ou seja g(x) = % para todo x neste primeiro intervalo aberto removido.

No segundo estdagio temos um intervalo anterior e outro posterior ao primeiro intervalo. Atribuimos
g(x) = % para cada x no primeiro intervalo e g(x) = % para cada x no segundo intervalo. No terceiro
estagio temos quatro intervalos. Para cada um dos dois intervalos do estagio 2, hé os intevalos do estagio
3) mais préximos. Um anterior e outro posterior a esse intervalo. Ao intervalo anterior atriuimos o valor
dado ao intervalo 72% e ao intervalo posterior, o valor dado ao intervalo +2%,. O importante aqui é que
ao final dessa construcgao temos que os valores atribuidos na unido dos intervalos é crescente e a imagem
densa em [0,1]. A funcio de Cantor é definida como f(x) = {sup{g(t) : t € domg N [0,z]}. Devido a
densidade da imagem e o fato da fungao g ser crescente, temos que f é uma fungao crescente e f estende
g. Como g estad definida num aberto e é continua, segue que f é continua nos pontos fora do conjunto

de Cantor.

Resta verificar que f é continua em C. Dado z € C e € > 0, existe a,b € dom g tais que f(z) — e <
gla) < f(z) < g(b) < f(xr) + e Como f é crescente, segue que a < = < b e se t €|a,b[ entdo
gla) < f(t) < g(b). Assim, f é continua em x. Temos que em torno de todo ponto de = € [0,1] \ C
temos que a funcao é constante numa vizinhanga de x, assim a funcao é derivavel em x e a derivada é 0
e os pontos onde a fungao nao é derivavel tem medida nula.

Assim de forma mais geral, se temos uma familia i de intervalos dois a dois disjuntos que sejam
densos em si mesmos sem primeiro e ultimo elemento e um denso D enumerdvel de ]0,1[, podemos
encontrar uma bijecao h de U em D que preserva ordem. Podemos assim, definir como acima uma
fungao g de [ JU em D tal que g(x) = h(I), onde I € U é o unico intervalo tal que x € I. Entao h é uma
funcao crescente. O argumento para estender para uma fungao continua é a mesma de antes.
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32.3 O espaco dos Irracionais.

32.3.1 O que faz o R\ Q ser o espago dos irracionais?

Proposigao 32.4. O espaco dos irracionais é um espago completamente metrizavel, zero dimensional
tal que todo clopen é nao compacto.

Demonstracdo. Ja vimos anteriormente que um Gy de um complemente metrizavel é completamente
metrizdvel. Como R é completamente metrizavel, segue que o espago dos Irracionais (por ser um G de R)
é completamente metrizavel. O espago dos Irracionais é zero dimensional, pois {]a,b\Q : a,b € Q,a < b}
é uma base de aberto-fechados (clopens) do espago dos Irracionais. Falta verificar que os clopens nao
sao compacto. Se W é um clopen do espaco dos irracionais, entao seja U um aberto de R tal que

UNR\U)=U\Q=W. Como R\ @ ¢ denso em R e U é aberto em R, segue que W' =T". Tomando
x € UNQ, existe uma sequéncia (z,, : n € N) em W que converge para x. Logo (z,, : n € N) nao possui
ponto de acumulacao em W, logo W nao é compacto. O

Note que a propriedade ‘todo clopen nao é compacto’ implica em particular que o espaco nao possui
pontos isolados.

32.3.2 Enumeracgao que cresce em arvore.

Teorema 32.5. Seja X um espago completamente metrizavel, zero dimensional tal que todo clopen é
nao compacto. Entao X é homeomorfo a w*. Lembrando que w” € o produto de Tychonoff de w copias
de w com a topologia discreta.

Demonstrag¢ao. Denote Xy = X. Sem perda de generalidade vamos supor que o didmetro de X é < 1.
Suponha que para cada n < k temos X, p € w" definidos, tais que

1) X, é um clopen néo vazio de X de didmetro menor ou igual a 2% para todo p € w";

2) {X, : p € w"} é uma particdo de X;

3) {Xpnri: i € w} é uma particdo de X, para todo n < k e para todo p € w™.

As condigoes estao satisfeitas para kK = 0. Vamos supor que as condigoes estao satisfeitas para todo
n < k e vamos definir para k+1. Fixe p € w*. Como X, é um clopen, por hipétese, existe uma cobertura
aberta U de X, sem subcobertura finita. Podemos tomar um refinamento de V de U que consiste de
clopens de diametro menor ou igual a Qk% Como X possui base de abertos enumeravel, podemos tomar
V' subcobertura enumerdvel de 2. Vamos enumerar V' = {V,, : m < w} e tomar Wy, = Vi, \ (U, Vi)
Como a reuniao finita de clopen é clopen e remover um clopen de um clopen é um clopen, temos que
W, é um clopen. Além disso, temos que | J{W,, : m € w} = J{Vin : m € w}.

Seja W = {W,,, : W,,, # 0}. Temos que W é um refinamento de U, assim W é infinito enumerdvel
e é uma particdo de X,. Reenumere W como {W,,, : i € w}. Defina X,n; = W,,, para cada i € w.
Assim, a condicio 3) estd satisfeita para todo p € w* e 1) est4 satisfeita para todo p € w*+1. Aplicando
a condigdo 2 para k, e usando 3) para k, temos que 2) estd satisfeita para k + 1.

Af. 1 - Para cada f € w*, o conjunto [, Xy, é unitdrio. De fato, temos que { Xy, : m <
w} é uma familia decrescente de fechados cujo didmetro converge para 0. Pela completude da métrica,
segue que a interseccio é um conjunto unitario. O

Defina ®(f) tal que {®(f)} = ,hcw Xf},,- Entao ® : w* — X é uma funcdo. Vamos mostrar que
® é um homeomorfismo.

Af. 2 - & é continua. Tome f € w* e seja U uma vizinhanca de ®(f). Seja m um natural
positivo tal que B(®(f), 2%1) C U. Por hipétese, ®(f) € Xy|,, e pelo diametro de Xy , temos que
X, € B(®(f), 52=) C U. Temos que W = {g € w* : gl = f|m} é um vizinhanca aberta de f e
claramente ®(g) € X, = Xy|,,. Assim, ¢[W] C U e ® é continua em f. Como f é arbitrario, segue
que ® é continua em w®.

Af. 3 - ® é injetora. Dado f,g € w¥, seja n o menor natural tal que f(n) # g(n). Entao temo
que p := fl, = g|n. Temos entd que Xz ., N Xy ., = Xprrm) N Xprgm) = 0. Como &(f) € Xy,.,, e
®(g) € Xy, segue que ®(f) # ®(g). Logo ® é injetora.

Af. 4 - ® é sobrejetora. Tome x € X. Entao por hipétese, existe p,, € w" tal que x € X, . Vamos
verificar que f = J{pn : n € w} é uma fungdo. Para isto, tome k € w e n,m € w estritamente maiores
que k. Suponhamos por absurdo que p, (k) # pm (k). Entao existe I < k minimo tal que p, (1) # pm(l)-
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Entao X, 1 = X, 1€ Xy, N Xp,.ji+1 = 0. Por indugao, temos que X, 2 X, se p C ¢. Assim, temos
que r € Xp NX, CX, ., NX, 41 =0, uma contradicao.

Af. 5 - ® é uma fungao aberta. Para isto basta mostrar a imagem de abertos basicos de w* sao
abertos em X.

Dado p € w", o conjunto W, = {f € w* : f|, — p} é um aberto basico do produto e ®[W,] = X,
que é um aberto de X. Pela definicao de ®, temos que ®[W,] C X,. Usando o argumento de sobrejegao
restrito a pontos x de X,, temos que existe f D p tal que ®(f) = z. Assim, ®[W,] D X, e temos a
igualdade.

Segue das afirmagoes acima que ® é um homeomorfismo entre w* e X. O
Coroldrio 32.6. O espago dos irracionais é homeomorfo a w®.

No préximo resultado, vamos seguir o mesmo roteiro usado para os compactos métricos. Primeiro
vamos usar uma observagao.

Lema 32.7. Seja Z um espago Hausdorff zero-dimensional. Entao nenhum clopen nao vazio de Z é
compacto se e somente se todo subespaco compacto de Z possui interior vazio.

Demonstracdo. Para a ida, suponha K é um compacto de Z. Se o interior de K é nao vazio, entao o
interior contém um clopen nao vazio. Como Z é Hausdorff, segue esse clopen é compacto, contradigao.
Para a reciproca, usamos a contrapositiva. Suponha que U é um clopen compacto nao vazio. Entao U
é um compacto com interior nao vazio. O

Teorema 32.8. Todo espago métrico completo com base enumerdvel é imagem continua de w®.

Demonstra¢ao. Vamos proceder por inducdo. Seja Z um espago métrico completo com base enumerdvel.
Podemos escolhar a métrica completa de forma que o didmetro de Z seja 1. Seja Uy := Z.

Suponhamos que {U, : p € 2"} est@o definidos para todo n < k satisfazendo o seguinte:

1) U, é um aberto de Z de didmetro menor ou igual a

2) U, C U, C Uy, para todo m < |p|;

3) Up = Ujc, Upri-

Claramente temos que as condigOes estao satisfeitas para k = 0. Vamos supor que as condigoes estao
satisfeitas para todo n < k.

Fixe p € w”. Entdo U, é um aberto de Z. Tome uma cobertura aberta enumerdvel de U, tal que
cada elemento de U, tem didmetro menor ou igual a 2,9% e cujo fecho estd contido em U,. Assim, as
condicoes indutivas estao satisfeitas.

Seja X, = {(z,p): x € Up} para cadan <w e p € w". Seja X;, = Bpewn Xp.

Defina 7 ((x,p)) = (x,p|m) para cada m <n < w e p € w". Esse serd o sistema inverso S.

Seja Y, := Z para cadan <w e 4], : Y, = Y, a funcdo identidade para cada m < n < w. Esse serd
o sistema inverso T'. Claramente, lim, T é homeomorfo a Z.

Seja fn @ X, — Y, dada por f,((z,p)) = « para cada x € X, e p € w". Claramente temos que
Of o fn = fm omy,. Assim, existe uma fungdo continua f : lim, S — lim,. T tal que d, 0 f = f, om,
para cada n < w. Para ver que f é sobre, dado = € Z, podemos indutivamente encontrar p,, € w™ tal
que p, C ppi1 € x € Uy, para todo n. Entdo ((z,pn) : n» < w) é um thread e f(((z,pn) : n <w)) é a
sequéncia constante x. Portanto f é uma sobrejegao.

Resta verificarmos qual é a topologia de lim. S.

Seja K,, = w™ para cada n e n" (p) = p|m para cada m < n < w. Denote este o sistema inverso por
L. Temos que lim, L = 2%,

Seja g : X, = w™ dada por g,((z,p)) = p, para cadan <w e p € 2" e x € U,,. Claramente temos
que N, 0 gn, = gm oy, Assim, existe uma fungéo continua ¢ : lim, S — lim, L tal que n,o0g = g, om,
para cada n < w.

Vamos verificar que g é um homeomorfismo.

1) Se ((Tn,pn) : n < w) € lim, S entdo existe z € Z e ¢t € w* tal que =, = z e p, = f|, para todo
n < w. Para cada ¢ existe um tnico z € Z tal que ((z,t[,) : n <w) € lim, S.

Seja ((zn,pn) : n < w) um thread. Entao (2, pm) = 7 ((Xn, Pn)) = (Tn, Pnlm) € assim, x,, =z, €
Pm C Dn. Assim a primeira coordenada de um thread é constante e f = é uma funcdo. Dado

1.
2lpl

n<w Pn
t € w* temos que Uy 2 Uy, 2 Uy, 2 Uy, ... ... com diametro indo a zero. Assim, (1, .., Uy, = <o Ut
¢ um conjunto unitdrio. Vamos denotar esse ponto por zy.
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2) g é injetora. Como vimos acima, dados dois pontos de lim, S est@o associados a (z,1), (2s,5) €
Z X w¥ e que se s =t entdo z; = z;. Assim, t # s. Logo, g((zt,t]n)) : n < w) # g((2¢,t]n) : n < w) pois
o primeiro esta associado a t e o segundo a s.

3) g é sobre. Se ((an : n < w)) é um thread em lim, L entao estd associado a algum ponto ¢ € w®.
Pelo item 1) existe um thread em lim. S associado a (z,t). Entao g((z,t]n)) : n < w) é ((an : n <w)).

4) g é aberta. Dado o thread ((zn,ppn) : n < w) associado a (z,t) e uma vizinhanga U desse thread,
existe m < w e W aberto em X,, tal que ((z,,pn): n <w) € (my,) W] C W.

Podemos escolher Uy, ., e entdo ((2n,pn) 1 n < w) € (Mpma1) Uy, y, X {tme1}] C () W]

Se ((bnyqn) 1 n <w) € (7Tm+1)71[Ut|m+1 X {tmt1}]Nlime S entao gm = t|m+1 e portanto g(((bn. gn) :
n<w)) C{s€w: sDtlmyt1}. Poroutrolado, seu € {s € w* : s D t|m41} entao o thread associado a
(zu,u) é tal que z, € Uy, = Uy,.,,. Assim, o thread associado a (z,, u) pertence a (Tmy1) ! [Uy,, ., X
{tm+1}]Nlim_ S e sua imagem é o thread associado a u. Logo g[(Tm+1) " Uy, X {tm+1}]] é 0 aberto
(Mma1) " tlma1]) que é associado ao aberto gerado por associado a t|,, 11 em w®. O

Ao invés de mostrarmos o homeomorfismo g, poderiamos ter mostrado que lim <SS € um espago com-
pletamente metrizdvel, zero dimensional e tal que todo conjunto com interior nao vazio nao € compacto,
pois isto implica que € uma copia de w®.

O fato de ser completamente metrizdvel seque de ser o subconjunto fechado de um produto enumerdvel
de completamente metrizdveis.

O fato de ser zero dimensional segue de 1) e 4), pois (Tms1) ' [Upp,py X {tme1}] = lIme S\
()M U X {p} ¢ p € 27\ {tlnsn}} -

Se tivessemos um compacto com interior ndo vazio, ele conteria por 4) um clopen bdsico (que deveria
ser compacto) da forma (Tpq1) Uy, o X {tlm+1}]. Porém esse clopen (wpq1) Uy, .y X {tlm+1}]
nao é compacto, pois possui a cobertura aberta {(mmy1) " Uq),, ) i X {(tlms1)" Y]+ @ < w} que ndo
tem subcobertura prdpria por serem dois a dois disjuntos (e logo nao possui subcobertura finita).
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Capitulo 33

Funcoes cardinais.

33.1 ‘Para o w; e além’.

33.1.1 Algumas funcoes cardinais.

Vimos algumas propriedade topoldgicas associadas a ser infinito enumerdvel. Iremos agora associar
a uma propriedade um cardinal e chamaremos isto de funcao cardinal. Essas cardinalidades associadas
devem ser as mesmas para espacos homeomorfos, assim as fungoes cardinais sdo propriedades topoldgicas.
Iremos sempre assumir que uma fungao cardinal é infinita, assim, em geral, usamos espacos infinitos.

Defini¢cao 33.1. O peso de X, w(X) é o menor cardinal infinito x para o qual existe uma base de
abertos B com |B| < k.

Defini¢ao 33.2. A densidade de X, d(X) é o menor cardinal infinito x para o qual existe um subconjunto
denso D de X tal que |D| < k.

Defini¢ao 33.3. O cardter de x em X, x(z,X) é o menor cardinal infinito k tal que existe uma base
local V, para x em X com |V,| < k.

O cardter de X, x(X), é o menor cardinal infinito k tal que existe um sistema fundamental de
vizinhangas {V, : * € X} tal que |V,| < k.

Note que x(X) = sup{x(z,X): z € X}.

Definigao 33.4. Dado um espaco 17 X, dizemos que uma familia de vizinhancas abertas de z, V, é
uma pseudobase local de x se "V, = {z}.

Defini¢ao 33.5. O pseudocardter de = em X, ¢¥(x, X) é o menor cardinal infinito x tal que existe uma
pseudobase local V, para  em X com |V,| < k.

O pseudocardter de X, ¢(X), é o menor cardinal infinito k tal que para cada € X existe uma
pseudobase local V,, de z em X tal que |V,| < k.

Note que (X)) = sup{¢(z, X) : z € X}.

Exemplo 33.6. Seja X um subconjunto enumeravel denso de Z = [0,1]?" (vimos que é separavel).
Como X é um subconjunto denso de um espago T3, segue que para cada xz € X temos x(z, X) = x(z, Z) =
2¢. Por outro lado, X é enumerdvel, assim, t(z, X) = w. Temos ainda que (X x X) < x(X x X) =w
ec(X xX)<dX xX)=wew(X xX)=2v.

Defini¢ao 33.7. Seja X um espago Hausdorff (seque que a intersec¢ao das vizinhangas fechadas de x €
{a}).

O pseudocarater fechado de = em X, ¥.(z,X) é o menor cardinal infinito x tal que existe uma
pseudobase local de vizinhangas fechadas V, para z em X com |V, | < k.

O pseudocarater fechados de X, ¢.(X), é o menor cardinal infinito  tal que para cada x € X existe
uma pseudobase local de vizinhangas fechadas V,, de  em X tal que |V,| < k.

Note que (X)) = sup{tp.(x,X): z € X}.

Definicao 33.8. O grau de Lindel6f, L(X) é o menor cardinal infinito  tal que toda cobertura aberta
de X possui subcobertura enumeravel.

193
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Note que um espaco compacto e um espaco Lindelof tem grau de Lindelof w.

Defini¢ao 33.9. A celularidade de X, ¢(X), é o menor cardinal infinito  tal que toda familia de abertos
disjunto de X possui cardinalidade < k.

Defini¢ao 33.10. O spread de X, s(X) é o menor cardinal infinito  tal que se A C X é um subconjunto
discreto de X entao |A| < X.

Definicao 33.11. O extent de X, e(X) é o menor cardinal infinito x tal que se A C X é fechado e
discreto entdo |4| < k.

Exemplo 33.12. Seja X a compactificagdo por um ponto de um conjunto infinito discreto de cardinali-
dade k. Entéo temos um discreto de cardinalidade &, assim s(X) = . Por outro lado todo subconjunto
fechado e discreto é finito, assim temos e(X) = w.

Exemplo 33.13. Seja X a reta de Sorgenfrey. Vimos que ¢(z) < d(X) = w, w(X) = 29, ¢(X) <
X(X)=w,e(X)<L(X)=wes(X) =w.

Vamos mostrar que s(X) = w, as outras seguem do que ji foi feito anteriormente Suponhamos que A
é discreto nao enumerdvel. Entao, para cada a € A, existe n, € N [a,a+ -~[NA = {a}. Podemos tomar
entdao n € N e B C A nao enumeravel tal que n, = n para todo a € B. Como B é nao enumeravel, existe
a1,az € B tais que a1 < ap < a1 + 1. Assim, as € a1, a1 + i[ﬁA, contradizendo que A é discreto.

Agora, temos que X x X possui um discreto fechado de cardinalidade 2% e é um espago de car-
dinalidade 2¢, assim temos s(X x X) = 2% e 2 = ¢(X x X) < L(X x X). Além disso, temos que
(X xX)<dX xX)=ww=we2¥ <w(X xX)<2v2w=2v

Definigao 33.14. O tightness de z em X, t(x, X) é o menor cardinal infinito x tal que se z € A existe
DC Acom |[D|<kex€D.

O tightness de X, #(X) = sup{t(z, X) : ® € X}, ou seja o menor cardinal infinito x tal que para
todoxeXetodoAtalquexeA existe D C A com |D| < & tal que = € D.

33.1.2 Algumas desigualdades envolvendo fungoes cardinais.
Proposicao 33.15. ¢(z, X) < x(z,X) para todo z € X. Em particular, ¢(X) < x(X).

Demonstragdo. Seja V, uma base local de X de cardinalidade < y(x, X). Dado A C X tal que x € A,
tome yy € VN A para cada V € V,. Entdo D = {yy : V € V,} é um subconjunto de A tal que
|D| < V| < x(z,X). Para verificarmos que x € D, dado U uma vizinhanca de z, existe V € V, tal que
VeU. Logoyy € DNV C DNU e isto termina a prova. [

Proposigao 33.16. Se X é compacto Hausdorff entao ¢(z, X) = x(z, X) para cada z € X.

Demonstracdo. Seja V uma pseudobase de x em X. Se V for finita entao a interseccao é um aberto,
assim {z} é um aberto. Como X é regular, para cada V € V, podemos fixar Uy aberto tal que
z €Uy CUy CV. Assim, ), Uy = {z}. Dado W uma vizinhanca aberta de z, temos que X \ W é
um compacto e ([ J{X \Uy : V € V} D X\ {z} D X\ W. Pela compacidade, existe V' C V finito tal que
U{X\ Uy : VeV}2X\U. Assim, temos que (¢, Uy € W. Em particular, z € (¢, Uy € W.
Portanto {{(\Uy : V € V'} : V' C V finito} é uma base local de x com a mesma cardinalidade que
V. O

Proposigiao 33.17. Seja X um espaco T3. Entao | X| < d(X)HX)¥(X),

Demonstragao. Para cada x € X, seja V, uma pseudobase para z em X de cardinalidade < ¢(X). Para
cada V € V, seja Uy vizinhanca de X tal que Uy C V.

Seja D um subconjunto denso de X de cardinalidade < d(X). Dado z € X e V € V,, temos que
€Uy =UyNDCV. Entao existe A,y CUy ND tal que z € A, v e Az v]| < HX).

Tome f: X — [[D]SHX)]=¥(X) dada por @ v {A, v : V €V}

Primeiro note que |[D]S{X)]<¢(X)| < |[D]=HX) \'/’ < (d(X)HENPEX) = (XM Falta
mostrarmos que f ¢ injetora, para concluirmos que |X| < d( YHXP(X)

Note que para cada x € X temos que = € [\, ¢y, Az v €\ Ve = {x}. Assim, f(x) # f(y) se v # y.
Portanto f ¢ injetora. ]
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Para espagos Hausdorff, podemos ver que ¢(z, X) < ¢.(z, X).
Lema 33.18. Seja X Hausdorff. Entao ¢.(z, X) < x(z, X).

Demonstragdo. Seja V, uma base local de z em X. Vamos mostrar que ({V : V € V,} = {z}.

De fato, dado y # z, pela propriedade de Hausdorff, existe W vizinhanga de x tal que y ¢ W.
Como V, é base local de z, existe V € V, tal que V. C W. Assim, temos que y ¢ V. Portanto
y ¢ ({V : V €V} Comoy # x era arbitrario, segue que (({V : V € V} C {z}. Portanto,
({V:VeV})={z} O

Proposigao 33.19. Seja X um espaco Ty. Entdo |X| < d(X)HX)ve(X),

Demonstracao. Para cada z € X, seja V, uma pseudobase de vizinhancas fechadas para z em X de
cardinalidade < t.(X). Assim, temos que (), V = {z}.

Seja D um subconjunto denso de X de cardinalidade < d(X). Dado z € X e V € V,, temos que
z €V =V nND. Entao existe A, v CVND tal que x € A, v e |Azv| < H(X).

Tome f: X — [[D]SHX)]<¥(X) dada por z {Ai v:V E V-

Primeiro note que |[[D]SHX)]=¥(X)| < |[D]= < (d(X)HEN (X)) = g(X)HOV(X) | Falta
mostrarmos que f é injetora, para concluirmos que |X\ < d( YEX)Pe(X)

Note que para cada € X temos que € (Nyey, Aov € Nyey, V = {z}. Assim, f(x) # f(y) se
x # y. Portanto f é injetora. O

Corolério 33.20. Seja X um espaco Ts. Entdo |X| < d(X)X(X),
Demonstragio. Temos que ¥e(X) < x(X) e t(X) < x(X). Assim, | X| < d(X)X)¥(X) < g(x)x(X) O

Proposicao 33.21. Seja {F, : o < k} uma familia crescente de fechado de X com cof(x) > t(X).
Entao {J,., Fo ¢ um fechado de X.

Demonstragio. Seja x € |J, ., Fa- Entao existe A C |J,_, Fo com [A] < (X) tal que z € A. Para
cada a € A seja a, < k tal que a € F,,. Como {a, : a € A} é um subconjunto de x de cardinalidade
estritamente menor que a cofinalidade, segue que é limitada. Assim, existe 5 < & tal que sup{ay, : a €
A} < B. Temos entao que a € F,, C Fg para cada a € A. Assim, A C Fg. Portanto z € A C F3 = Fj.
LOgO UAS FB C Ua</—c

Portanto U .« Fa C an Fy e U, Fo é um fechado. O

33.2 Cardinalidade de compactos em relagao ao tamanho das
base locais.

33.2.1 A técnica de Pol-Sapirovskii.

Visualmente, a ideia da técnica é como tentar misturar a farinha e os outros ingredientes para fazer
a massa... voce vai catando o que estiver pra fora para que fique tudo dentro da massa.

Teorema 33.22. Seja X um espaco Hausdorff. Entao | X| < 20(X)%e(X)LX),

Demonstragao. Seja k = t(X)1h.(X)L(X). Para cada x € X, fixe uma pseudobase de abertos V, de x
de cardinalidade < ¥(X) (¢.(X) é apenas usado para aplicar uma das proposi¢oes anteriores).

Seja X um subconjunto nio vazio qualquer de X de cardinalidade < 2%. Seja Fy = X,. Como
a densidade de Fy é menor ou igual a |Xg|, segue que |Fp| < d(Fp)tFo)ve(Fo) < (2%)% = 2% pois
t(FO)"/JC(FO) < t(X)"/JC(X) <K

Suponha que {F, : a < 7} estao definidos para alguma v < k* de forma que

1) F, é fechado para todo a < =;

2) |F,| < 2" para todo o < 7;

3) Fs C F,, para todo 8 < a < 7;

)se a+1 < v, O é uma cobertura de F,, com |[O| < ke O C|J

Fast \UO #0.

Claramente Fy satisfaz todas as condigoes (algumas por vacuidade.)

Vamos definir F’,. Para isto dividiremos em dois casos:

Ve, e X\ JO # 0 entao

TEF,
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F,| < k.25 = 2" Seja

F, = U, < F,. Pelo mesmo argumento usado para Fp, podemos concluir que F, é um fechado de
cardinalidade < 2%, assim condicbes 1) e 2) estao satisfeitas. Pela definicdo de F, também segue que a
condigao 3) estd satisfeita. A condicao 4) estd satisfeita, pois v ndo é sucessor.

Caso 2. v = a+ 1. Seja O o conjunto de todas as cobertura O de F,, com |O] < ke O CU,cp Vu
e X \JO # 0. Para cada O € O, fixe z0 € X \ [JO. Note que o ntimero de abertos em (J,.p Vi é
< 2%k =27 Assim, |D] < (27)" = 2%,

Seja Fy = F, U{zp: O € O}. Como F, é o fecho de um conjunto de cardinalidade < 2%, segue
do argumento utilizado anteriormente que F, tem cardinalidade < 2%. Assim condigbes 1) a 4) estéo
satisfeitas.

Seja F' = |J <+ Fo. Como kT é regular, segue que cof (k%) = k¥ > t(X). Portanto F é fechado.
Além disso, temos que |F| < xT.2% = 2%,

Vamos provar que F = X, o que mostra que |X| = |F| < 2%. De fato se X \ F # 0, fixe z € X \ F.
Para todo z € F, existe V, € V, tal que z ¢ V.. Assim, {V, : € F} recobre F. Como F é fechado
temos que L(F) < L(X). Assim, existe F' C F' tal que |F'| < L(X) < k tal que F C | J{V, : = € F'}.
Como F' C | J{F, : a < kT} e |[F'| < k < cof(kT) = k™, existe & < k tal que F/ C Fe. Assim,
O ={V,: z € F'} ¢ uma das coberturas de F¢ que aparecem no estégio £ + 1 (note que X \ |JO # 0).
Assim, o € Fer \JO C F\JO =0, que é uma contradi¢io. Assim X \ F = ().

Caso 1. v é limite. Como v < k™, segue que |y| < k. Assim, U<

[
Corolario 33.23. Seja X um espaco Hausdorff. Entao | X| < 2xCOLX),
Demonstragao. Temos que t(z)1).(X) < x(X) para espagos Hausdorf. O
Corolario 33.24. Seja X um espaco T3. Entdo |X| < 20X W(X)LX),
Demonstrag¢iao. Num espago T3 temos que ¥(X) = ¢.(X). O

33.2.2 ‘E elementaridade meu Caro...’

Prosseguindo a analogia com a massa, submodelos elementares ja vem com os ingredientes misturados
entdo o preparo é mais rapido. O problema é saber qual ingrediente foi usado pra fazer uma nova
massa. Ou seja, uma vez que vocé saiba o que quer provar, a prova usando submodelos vai simplificar a
apresentagao.

Teorema 33.25. (Usando submodelos elementares). Seja X um espaco Hausdorff. Entao |[X| <
t(X)e(X)L(X)

Esbo¢o da Demonstra¢ao. Um submodelo elementar é obtido utilizando Léwenhein-Skolem, e no fundo,
boa parte da construcao de Pol-Sapirovskii é fazer argumento de Léwenhein-Skolen especifico a cons-

trugao.

Basicamente, dado uma férmula ¢ fixada, um submodelo elementar M para a féormula ¢ é tal que
se z1,...2p estdo em M e existe uma testemunha z tal que ¢(z,z21,...,2,) (onde todas as varfaveis
aparecem listadas), entdo existe y € M tal que ¢(y, 21, ..., 25).

Seja k = t(X ). (X)L(X). Para cada x € X, fixe uma pseudobase de abertos V, de x de cardinalidade
< 1.(X) tal que {zx} = {V : V € V,} e tome um submodelo elementar M de cardinalidade 2~ tal que
[M]S® C M tal que s C M, X € M, {V,: v € X} € M. Em adigio também temos que se C € M e
|C| < k entdao C C M. Geralmente as férmulas usadas sao colocadas ‘on demand’ ou seja, depois que
terminamos a prova, sabemos o que devemos assumir sobre o submodelo elementar e incluimos isto no
comeco da prova.

A ideia é provar que X C M, assim vamos tomar X N M. Nao podemos falar de X N M dentro de
M, assim o que faremos a seguir estd fora de M. Tome y € X N M. Entao existe A C X N M com
|A] < #(X) tal que y € A. Como A C M e |A| < k, segue que A € M. Seja W ={ANV : V €V,}.
Temos que o conjunto (ndo o conjunto indexado) é uma familia de tamanho < x de elementos de M.
Logo W € M. Além disso y satisfaz a férmula y € (\{B : B € W} (incluindo o operador fecho em M).
Assim, existe a € M tal que a € ({B : B € W}. Como a intersec¢do é um tinico ponto, segue que
y € M. Logo, temos que X "M C M. Assim, X N M é fechado em X.

Se X N M = X terminamos. Vamos verificar que X N M # X nao pode ocorrer. Fixe z € X \ M.
Para cada x € X N M temos que V, € M. Como |V,| < k, segue que V, C M. Assim, existe V,, tal que
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x €V, €V, CMez¢V,. Entio {V,: XN M} é uma cobertura aberta de X N M. Como X N M é
fechado em X, segue que L(X N M) < L(X). Assim, existe B C X N M de cardinalidade < L(X) tal
que XN M C|{V,: z € B}. ComoBeM eV, €M para cada © € B, temos que {V, : © € B} € M.
Temos que existe z tal z ¢ {V,. : € B}. Segue entao da elementaridade e do fato que {V,,: v € B} ¢ M
que existe b € M tal que b ¢ {V,, : © € B}, mas isto contradiz X " M C (J{V, : = € B}. O



Capitulo 34

Jogos topoldgicos para espacos de
Baire.

O resultado principal apresentado neste capitulo é de W. Moors (Proc. Amer. Math. Soc., 2006).

34.1 Espacos de Baire e cia.

34.1.1 Espacos hereditariamente Baire.

Lembramos que um espaco X é de Baire se toda intersec¢do enumerdvel {O,, : n € w} de abertos
densos é densa em X.

Ja vimos que espagos compactos Hausdorff, e mais geralmente, espagos enumeravelmente compactos
regulares sao espacgos de Baire. Espagos localmente compactos Hausdorff e espagos completamente
metrizaveis sao espagos de Baire.

Definicao 34.1. Um espago X é hereditariamente Baire se todo subespacgo fechado de X é de Baire.

Exemplo 34.2. Espagos compactos Hausdorff e espagos completamente metrizaveis sao hereditaria-
mente Baire.

Um espago X é chamado de Barely Baire se X é de Baire, mas existe um espaco de Baire Y tal
que X X Y nao é de Baire. O primeiro exemplo deste tipo foi obtido por Oxtoby usando a Hipétese do
Continuo. Usando técnicas de forcing, Cohen obteve um exemplo em ZFC (a rigor, forcing é para obter
resultados que nao sdo em ZFC). No préximo capitulo iremos apresentar o exemplo devido a Fleissner
e Kunen que nao utiliza forcing.

34.2 Baire e jogos.

Seja X um espago topoldgico. Abaixo vamos descrever um jogo de Choquet. Temos dois jogadores a e
8. O jogador 8 comeca jogando um aberto nao vazio By. O jogador a responde com um aberto nao vazio
Ap com Ay C By. O jogador 8 entao responde com um aberto nao vazio B; C Ag. A partida procede
com infinitas rodadas produzindo uma sequéncia ((A4,, B,) : n € w) tal que A,+1 C B,+1 € A, C B,
para todo n € w com A,, e B, abertos ndo vazios para todo n € w.

Dizemos que o ganhou a partida se (), .., A, # 0. Caso contrario dizemos que 3 ganha a partida.

Um estratégia para 8 é uma regra que [ ird seguir sabendo quais foram os movimentos anteriores
de o. Mais especificamente, uma estratégia é uma sequéncia t = (¢, : n € w) tal que t(f) é um
aberto nao vazio e t,4+1(Ap, A1,...,4,) C A, é um aberto nao vazio, com Ag D A;... D A,. (ou seja
(Ag, A1, ..., Ay,) é um possi vel inicio de partida).

Dizemos que uma sequéncia decrescente de abertos nao vazios (4, : n € w) é uma t-sequéncia se
A, Ctn(Ag,...A,—1) para todo n.

Dizemos que t é uma estratégia vencedora para [ se para toda partida 8 vence todas as partidas
((An,Bn) : n € w) em que (A, : n € w) é uma t-sequéncia e § responde com a estratégia t.

A equivaléncia abaixo foi provada por Saint Raymond na década de 1980.
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Proposigao 34.3. O espaco X ¢é Baire se e somente se 5 nao possui estratégia vencedora.

Demonstragao. (Ida.) Suponha que X é Baire e seja t uma estratégia para . Vamos definir uma arvore
de conjuntos. Comegamos com uma familia A; uma familia 1-uplas de abertos (A4) contidos em ¢y () tais
que {t1(A) : (A) € Ap} é uma familia densa dois a dois disjuntos em to((). Tal familia existe usando ma-
ximalidade. De fato, tomando § = {F C {t;(A) : A C to(0), A aberto } : F sao dois a dois disjuntos }
com a ordem C em §. Claramente uma cadeia em § tem a unido como majorante em §, assim possui
elemento maximal. Se um maximal F em § ndo fosse denso, existe A C to(0) \ |JF. Assim, ¢t1(4) C A
e F U{A} estenderia F.

A seguir podemos tomar para (Ap) € A; um conjunto As(Ay) tal que os elementos de Az (Ap) sdo da
forma (Ao, A) e A Ct1(Ap) e {ta(Ao, A) : (Ag, A) € A2(Ap)} é denso e dois a dois disjuntos em t1(Ap).
Tal conjunto existe usando maximalidade no conjunto {F C {t2(Ag,A) : A C t1(4p), A aberto } :
F sao dois a dois disjuntos }.

Tome Ay = [J{A2(Ag) : Ag € Ag}. Entao {t2(Ao, A) : (Ag, A) € Az} é densa em tq((}). Para cada
(Ao, A1) € Ay podemos definir A3(Ag, A1) como conjuntos da forma (Ag, A1, A) com A C to(Ao, A7)
tal que {t5(A4o, A1, A) : (Ao, A1, A) € A3(Ap, A1)} é denso e dois a dois disjuntos em t5(Ag, A1). Entéao
tome .A3 = U(AO,A1)€A2 A3(A0,A1). Entao {tg(Ao, Al, Ag) : (Ao, A1, Ag) S .A3} é denso em to(@) e dois
a dois disjuntos. Podemos proceder assim indutivamente para todo n € w.

Defina U,, = J{tn+1(40,..-An-1) : (Ao,...An_1) € A,}. Entdo U, é denso em U para cada
n. Assim V,, = U, UX \ U é um aberto denso em X. Pela propriedade de Baire, temos que existe
Y € UN(Npew Vo = Npew Un. Assim, para cada n € w existe (Ano,...,Ann) € Ap tal que y €
tnt1(Anos .-, Ann—1). Sem > ntemos que y € tyi1(Amo,--- Amn—1). Assim, t,11(Ano,. .. Ann-1) =
tnt1(Amo, .- Amon—1). Logo, (Ano,...Ann-1) = (Amo,...Amn-1). Para cada n tome A, tal que
A, = Am.n para algum (todo) m > n.

Assim, (A4,, : n € w) é uma t-sequéncia tal que y € A,, para cadan € w (pois y € tyy2(Ao, ..., An) C
Ap).

Portanto y € (,,c,, An € t ndo é uma estratégia vencedora.

(Volta.) Suponha que 5 nao possui estratégia vencedora e seja {U, : n € w} uma familia de abertos
densos de X. Seja W um aberto nao vazio de X e seja to(0) = W. Supondo jogados (A, ... A,) seja
tnt1(Ao,... Ay) = A, NU,. Como A, é aberto nao vazio e U, é aberto denso, segue que 4, NU,, C A,
é um aberto nao vazio.

Assim, ¢t é uma estratégia para §. Como t nao é uma estratégia vencedora, existe uma partida
vélida para a estratégia ¢ em que o ganha. Assim, existe ((A,,B,) : n € w) tal que A9 C By C W,
A1 € Bpy1 € A NU, com WA, e, Un 2 Nyew, An # 0. Assim temos que (., Un é denso em
X. O

Note que no caso de um espago meétrico completo ou de compacto, podemos construir uma arvore
e cada ‘caminho’(na verdade é chamado de ramo) que seguirmos na &rvore, teremos um ponto na
intersecgao dos abertos densos. No caso do espago de Baire, sabemos que existe algum caminho que vai
ter algum ponto. Isso vai se refletir na hora de definir um estratégia em X para mostrar que o produto
de um Baire X por um espaco hereditariamente Baire Y é Baire.

34.3 Produto de Baire com métrico hereditariamente Baire.

A ideia seria que dada uma famfilia de abertos densos, vamos encontrar um ponto z tal que {z} x Y
mantém informacoes suficientes para que possamos usar a propriedade de Baire de Y. Isso na verdade
nao pode ser garantido para Y, mas para algum Z enumerdvel, construido indutivamente a partir
de conjuntos finitos. Como a propriedade hereditariamente de Baire é para fechados, esse Z vai ser
construido e ¢é utilizado Baire em Z.

Se tentarmos todas as possibilidades de partidas sabemos que em alguma delas « ird ganhar, assim
temos que montar uma estratégia que dé uma informacao que queremos independente da t-sequéncia
vencedora de a. Para isso, vai ser usado o proximo lema:

Lema 34.4. Seja X um espago topoldgico, seja (Y, d) um espago métrico e seja O um aberto denso de
X x Y. Entao dado um conjunto finito Z de Y, € > 0 e um aberto nao vazio U de X, existe um finito
Y’ de Y e um aberto nao vazio W de U tal que

i) para cada z € Z existe y € Y’ com d(y, z) < e.

i) WxY'CO.
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Demonstra¢igo. Enumere Z = {zg,...,2z,_1} e tome Wy = X Entdo Wy x Bg(zo,€) é um aberto nio
vazio, logo

(Wo x Bg(z0,€)) NU # 0. Tome (xo,y0) € (X X Bg(z0,€)) N U e seja Wi x By(yo,€o0) tal que
(x0,y0 €)W1 X Bg(yo, €0) C U. Em particular, temos que Wy x {yo} C U.

A seguir, Wy x Bgy(z1,€) é um aberto nao vazio, logo existe (z1,y1) € Wi X Bg(z1,€) NU. Assim,
existe Wy e €1 tal que (x1,y1) € Wa X By(y1,€1) C U. Note que d(y1,21) < €. Assim Wy x {yo,y1} C
(W1 x{yo}) UWa x{y1}) S U.

Podemos assim construir indutivamente W; ;1 e y;. Ao final da indugao sobre n, teremos W,, tal que
Wi x {yo, -, Yn—1} C U com d(y;, 2;) < € para todo ¢ < n. Tome W := W,,. O

A ideia bésica e usar encontrar um ponto z € X e encontrar um fechado Z de Y tal que a propriedade
de Baire é aplicada em Z. O Z vai ser tal que ({x} x V)N ZNO,, é denso em ({z} x V)N Z, e assim,
({z} x V)N ZNO, é aberto denso em podemos usar a propriedade de Baire em {x} x Z. Para chegar a
Z, é feito uma unido crescente de finitos. Para que o ponto ({z} X Y)NZ tenha pontos para a densidade,
temos que colocar isso na estratégia de [ para que qualquer ponto z que testemunhe a vitéria de «
satisfaca a condi¢ao acima e pra isso vai ser usado i1). O Z nao é fixo, depende do possivel x e vai
ser também construido em arvore. Assim teremos junto com a construcao da estratégia a contrucao da
aproximagao de Z associada a jogada.

Teorema 34.5. Seja X um espago de Baire e (Y, d) um espago métrico hereditariamente Baire. Entao
X xY é um espago de Baire.

Demonstragao. Seja (O, : n € w) uma sequéncia de abertos densos de X x Y. Vamos assumir sem
perda de generalidade que O, 11 C O, para todo n € w. Precisamos mostrar que (), ., On é denso em
X x Y. Para isto, vamos mostrar que se U x V' é um aberto bésico nao vazio do produto X x Y entao
Mhew On N (U x V) # 0. Iremos usar a caracterizacao da propriedade de Baire usando jogos. Vamos
definir uma estratégia (necessariamente ndo vencedora) ¢ = (t, : n € w) para  em X.

Passo 0. Escolhay € Ve Uy C U tal que Uy x {y} C Op. Note que isto é possivel pois (U x V)NOy #
0. Seja Yy := {y}, Zp := Yy e defina to(0) = Up.

Passo 1. Para cada jogada (Ap) de o em resposta a to(()), podemos aplicar o lema acima para
encontrar um conjunto finito Y 4,) de V' e um subconjunto U4,y de Ag tal que

i) para cada z € Zj existe um y € Y(4,) tal que d(y, z) < 2% = %;

i) Utag) X Y(ay) € O1.

Entao definimos

iit) Z(Ao) =Zp U Y(AO) e

iv) t1(Ao) = Ua,)-

Vamos supor que a estratégia ¢ estd definida até n, com Y4, .. a;) € Z(4,,.. ;) subconjuntos de V
definidos, um aberto ndao vazio Uga,,... a,) € A; para toda jogada (Ao,...,A;) uma possivel jogada de
o em resposta a t; com j < n tal que

i) para cada z € Z(a,,...A,_,) existe y € Y(a,, .. 4,) tal que d(y,z) < 55;

i) Ula,,...A;) X Y(Ao,...A;) C Ojt1;

i) Z(ag,..A;) = Z(Ao,..A;1) UY(A,..4;) €

iv) tj+1(A0, ce ,Aj) = U(AO,...,A]-)~

Passo n + 1.

Seja A, uma possivel resposta de ava t,, (Ao, ..., A,_1). Apliqueolemaem Z4, .4, ,)eUa,,..a
para obter Uia,,...4,,) € Y(4,,...4,) tal que

n—l)

i) para cada z € Z(a,,...a,_,) existe y € Y4, a,) tal que d(y, z) < %

i1) Ula,,...A,) X Y(4q,...4,) © Ojr1 € Uay,...a,) € Ua,,...A,_1)-

Com isto, definimos

1) Z(Ag,..An) = D(AgyAn—r) YUY (40,..1,) €

iv) tn+1(AQ, e ,An) = U(Ao,...,An)'

Assim, a inducéo esta satisfeita.

Como t é uma estratégia para 8 em X, existe (A, : n € w) uma t-sequéncia para a qual « vence.
Seja x € ,cw An-

Seja Z = Unew Z(Ao,...,A,_1)- Vamos verificar que ({z} x Z) N ({z} x V) N O, ¢ denso em ({z} x

7) N ({z} x V).

e
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De fato, dado ¢ > 0 e z € Z, existe 2/ € Z tal que d(z,2') < 5. Entao existe m tal que 2’ €
Z(Ag,....Am_1)- Tome k > max{m,n} tal que 2% < §. Entdo existe y € Y(4,,....4,) tal que d(2',y) < 2%,
(w,y) € Uay,....An) X Y(4o,....A) € Ory1 € Oy Assim (z,y) € ({o} x Z)N({x} xV)NO, com d(y, z) < e.
Assim, esté provada que ({2} x Z) N ({z} x V)N O,, é denso em ({x} x Z) N ({x} x V).

Como {z} x Z é Baire e ({2} x (ZNV))NO,, é denso em ({z} x (ZNV)) com {z} x (ZNV) aberto
em {z} x Z, segue que ({2} x (ZNV)) NN, e, On # 0. Logo, (U x V)N, On # 0. Portanto (¢, On
é denso em X x Y. O
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Capitulo 35

Alguns tipos de construcao.

Métrica de Haudorff. Hiperespacos de Vietoris. Teorema de Alexander.MAD families e ¥-espagos.

35.1 ‘Exponenciagao’.

Existem alguma topologias que sao definidos no subconjuntos fechados de um espago topoldgicos.
Vamos apenas definir a topologia de Vietoris, que é para os subespacgos fechados néo vazios de X. A
notagdo para alguns autores é 2% mas iremos usar CL(X).

35.1.1 A topologia de Vietoris.

Defini¢cao 35.1. Dado um espago topoldgico X. Dado U = {Uy,...U,—1} uma familia de abertos nao
vazios, denotamos por (U) = (U, ...,U,—_1) o conjunto dos fechados nao vazios F' de X tais que

a) FNU; # ( para todo i € {0,...n — 1};

b) F g Ui<n Ul

Definigao 35.2. Seja X um espago topoldgico e seja CL(X) o conjunto de todos os subespagos fechados
de X.
A topologia de Vietoris de CL(X) é a topologia gerada pela base B = {{U) : U familia finita de abertos nao vazios de -

Proposigao 35.3. O conjunto B é de fato uma base para uma topologia.

Demonstra¢ao. Temos que CL(X) = ({X}), assim a primeira propriedade para base estd satisfeita.

Dado U e V duas familias finitas de abertos tais que () N (V) # 0.

Seja W' = (UU)N(UV) esejaW={UnNnW':UeclU}tU{VnW :VeV}

Temos que se F' € (U) N (V) se e somente se UNF # () para cada U € U, FNV # ) para cada
VeV, FCJUe FC|JVseesomentese UelU, FNV # () paracada V € Ve F C W’ se e somente
se FNW # () para cada W € W e F C |JW se e somente se F' € (W). Assim, a segunda propriedade
para base de abertos para uma topologia estd satisfeita. O

Proposig¢ao 35.4. Dado X um espago topolégico X, temos que CL(X) é Tp.

Demonstragio. Sejam F e G dois fechados distintos. Entao F\ G # ) ou G\ F # (. Se F'\ G # ) entao
Fe(X\G,X)eG¢g (X\G,X). SeG\F#0entao Ge (X\F,X)e F¢ (X\F X). O

Note que se X nao é Ty, CL(X) pode ser Ty por ter pouco elementos.
Proposicao 35.5. X é um espago T; se e somente se CL(X) com a topologia de Vietoris é T7.

Demonstragio. Assuma que X é Tj e seja F em CL(X). Tome G € CL(X) distinto de F'. Se G\ F' # ()
entao (X, X \ F') é um vizinhanca de G que nao contém F.

Caso contrério, temos que F'\ G # (). Tome y € F\ G. Como X é T3, segue que X \ {y} é um aberto
contendo G. Assim, G € (X \ {y}) e F' ¢ (X \ {y}). O

Proposicao 35.6. Se X é T} entdao Z = {{z} : © € X} é homeomorfo a X. Se X é T entdo Z é um
subconjunto fechado de CL(X).

203
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Demonstragdo. Precisamos de T} para que os pontos sejam fechados e assim {z} € CL(X).

Vamos considerar a fungdo ¢ entre X e Z tal que z — {z}. Claramente ¢ é uma bijegdo. Se U é
aberto em X, temos que ¢[U] = (U) N Z. Assim, ¢ é uma funcéo aberta. Por outro lado, se i é uma
familia ndo vazia de abertos ndo vazios com () # (U) N Z entao (U) N Z = (U) N Z = $[U] e como
¢ é bijecao, temos que ¢~ [({U) N Z] = (NU. A interseccio finita de abertos de X e portanto a imagem
inversa de (U{) é um aberto.

Assuma que X é Tp. Vamos verificar que Z := {{z} : © € X} é fechado. Seja F um fechado
que nao é um unitario. Entao podemos tomar dois pontos de F' e vizinhancas disjustas deles, U e V'
(assim, UNF £V NFeUNV =0). Assim, F € (U, V,X). Como U e V sdo disjuntos, temos que
ZN{U,V,X)=10. Assim, CL(X) \ Z é aberto e Z é fechado. O

Corolério 35.7. Se CL(X) é T; com i € {1,2,3,33,4} entdao X é T;.

Demonstragio. Se CL(X) é T; para i € {1,2,3,31} entdo CL(X) é Ti. Assim, X é Ty. Logo X ¢é
homeomorfo a um subespago de CL(X) e como T; é uma propriedade heredidria, segue que X é T;.

Se CL(X) é Ty entdo CL(X) é Ty e pelo visto acima, X é Tp. Assim, X é homeomorfo a um
subespago fechado de CL(X). Como normalidade é preservada por fechados, segue que X é normal.
Assim, X é Ty. O

Proposicao 35.8. Se X é T} entdo F(X) = {F € CL(X) : F é finito } ¢ denso em CL(X).

Demonstra¢do. Seja U uma familia finita de abertos tais que (U) # (). Para cada U € U, fixe zy € U.
Como X é Ty temos que F = {zy : U € U} é um fechado. Claramente temos que F' € (U). Assim,
F(X)Nn{U) # (. Como F(X) intercepta todo aberto da base, segue que F(X) é denso em CL(X). O

Proposicao 35.9. X é T3 se e somente se CL(X) é To.

Demonstragao. (Ida.) Suponhamos que X é T3. Sejam F' e G dois fechados nao vazios distintos de X.
Entao assuma sem perda de generalidade que F'\ G # () e tome y € F' \ G. Pela regularidade, tome W
uma vizinhanga aberta de y tal que W NG = (). Temos que (W, X) é uma vizinhanca aberta de F e
(X \ W) é uma vizinhanga aberta de G.

Vamos verificar que (W, X) N (X \ W) é o conjunto vazio. Se A € (W, X)N (X \ W) entdo temos que
ANW #0e AC X\ W, o que implicaria que A = (), contradicao.

(Volta.) Suponhamos que CL(X) é Ty, entao X é Ty e os unitarios de z sdo conjuntos fechados.

Seja x € X e F um fechado de X tal que ¢ F. A tentativa mais imediata é usar que {x} e F
possuem vizinhancgas disjuntas e tentar usar isto para obter os abertos de X, porém isto € insuficiente.
Seja G := {z} U F. Entao G e I sao elemento distintos de CL(X) e possuem vizinhangas abertas
disjuntas () e (V) em CL(X).

Seja V := JV. Como F € (V), segue que FF C V. Como GNV' D GNV' # ) para cada V' € V
e G ¢ (V), segue que G € V. Assim, x ¢ V. Note que isto nao € suficiente pois necessitamos de uma
vizinhan¢a de x© que nao intercepta V.

Sejaly ={UelU: UNF=0tely ={U €elUd : UNF # (}. Claramente temos U = Uy U U;.
Afirmamos que Uy # (). De fato, como F ¢ (U), segue que existe U € U tal que UNF = 0 (ja que a
condigdo F' C | JU estd satisfeita.)

Afirmamos que existe existe Uy € Up tal que Uy NV = . Por contradigao, suponha que U NV # ()
para todo U € Uy. Tome zy € UNYV para cada U € U. Entao H := FU{Xy : U € U} € CL(X).
Temos que HNU 2 FNU #0seU €Uy e HNU 2D {zy} # 0 para cada U € Uy. Além disso,
H CJUyu U, = UU. Assim, H € (). Por outro lado, HNV' O FNV’' # () para cada V' € V
e por definicao H C V = V. Assim, H € (V). Logo H € (U) N (V). Como Uy € Uy, temos que
0£GNUy={z}UF)NUy = {2} NU})U(FNUy) C {z}. Assim, z € Uy. Por outro lado, temos que
F CV, assim X é regular. Como X é T} entao X é T5. O

Para a demonstracao abaixo iremos usar uma sub-base que definiremos a seguir.

Definicao 35.10. Seja X um espago topoldgico. Entao Ut = {A € CL(X) : A C U} = (U) e
U-={AeCL(X): AnU # 0} = (U, X).

Proposigao 35.11. {U™T : U aberto em X} U {U~ : U aberto em X} ¢ uma subbase da topologia de
Vietoris.
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Demonstracio. Como visto acima, temos que UT e U™ sdo abertos. Dado I uma familia finita de
abertos de X, seja V = [ JU. Entao temos que V¥ N[, U™ = (U)U. De fato, se A€ VI N[, U™
se e somente se A C Ve ANU # ) para cada U € U se e somente se A € (U). O

Proposigao 35.12. Se X ¢ T3% entdo CL(X) é funcionalmente Hausdorff, ou seja, existe uma fungao
continua que separa pontos.

Demonstragio. Sejam F' e G dois fechados de X. Como F e G sao distintos, temos que F'\ G # 0
ou G\ F # 0. Se z € F\ G, pela regularidade de X existe uma fungio continua tal que f(z) = 0 e
fIG] = {1}. Tome ¢ : CL(X) — [0,1] dada por ¢(A) = inf f[A]. Primeiro, temos que ¢(F) = 0, pois,
f(z) = 0. Temos também que ¢(G) = 1, pois f[G] = {1}.

Para ver a continuidade de ¢, dado e > 0e A € CL(X), tome W = {X\ f~1{0, p(A)—5]], f ! {]o(A) —

5,0(A) + 5[]} Temos entdo que A € (W). Além disso, se B € (W), temos que inf f[B] > ¢(A) — § e
inf B < ¢(A) + 5. Assim, ¢(B) €]¢(A) — €, p(A) + ¢[. Logo ¢ é continua em A.

No caso em que © € G\ F # 0, tome f: X — [0,1] tal que f[F] = {0} e f(x) =1 e tome (A) =
sup f[A]. Entéo ¢(F) =0 e ¥(G) = 1. Para ver a continuidade de v, dado € > 0 e A € CL(X), tome
W = {X\ £ U [0(A) + 5111, £ [6(4) — 5, 6(A) + 50} Dado B € (W) temos que sup f[B] < 6(4)+5
e sup f[B] > ¢(A) — 5. Assim o resto do argumento ¢é similar a de ¢. O

Proposigao 35.13. X ¢ T se e somente se CL(X) ¢é Tj se e somente se CL(X) é Ty3.

Demonstragao. Para isto, basta mostrarmos que X Ty implica que CL(X) é T3 e que se CL(X) éT;
entao X é Ty.

Primeiro, vamos supor que CL(X) é T5. Em particular, X é T5. Sejam F e G dois fechados
disjuntos de X. Seja H = {GU{z}: z € F}.

Afirmamos que H é um fechado em CL(X). De fato, se A é um fechado de X que néao pertence a H
entao temos trés possibilidades:

1) G nao é subconjunto de A. Neste caso, tome y € G\ A e U um aberto contendo A tal que y ¢ U.
Entéo (U) é uma vizinhanca de A tal que H N (U) = 0.

2) A nao intercepta F. Neste caso tome um z € A e uma vizinhanca V' de z tal que VN F = (). Ento
(V, X) é uma vizinhanca de A disjunta de H.

3) A intercepta G em mais de um ponto. Neste caso, tome dois pontos distintos y,z € ANG e tome
vizinhancas disjuntas U e V' de y e z respectivamente. Entao (U,V, X) é uma vizinhanca de A que é
disjunta de H.

Assim, H é fechado. Claramente G ¢ H, assim podemos aplicar a regularidade de CL(X) para G e
H.

Como G é um ponto de CL(X), existe U uma familia finita de abertos tais que G € () e @CL(X) N
H=0.

Seja U = |JU. Claramente G C U. Falta mostrar que F N T =0.
Seja z € F. Entdo GU {z} € H. Como GU{z} ¢ @CL(X), segue que existe uma familia finita de

abertos W tal que GU{z} € (W) e (W) N {U) =0.

Como G € (U), segue que G ¢ (W). Como G C W, segue que W = {W e W: WNG =} é ndo
vazio. Como G U {z} € (W), segue que z € W := [ W'. Se WNU # () entdo existe y € WNU. Assim,
GU{y} € U)N (W), que é um contradi¢ao. Assim, WNU = . Como W é uma vizinhanca de z segue
que z ¢ T~. Como » € F é arbitrario, segue que F'N UX = 0.

Para a reciproca, assuma que X é normal. Fixe F € CL(X). Dada U tal que F € UT, pela
normalidade tome f : X — [0,1] continua tal que f[F] = 0e f[X \ V] = {1}. Entao, dada v tal que
(A) = sup f[A] para cada A € CL(X), temos que ¥(F) = 0 e ¢(A) = 1 para todo A ¢ U*, pois
A\ U # (. Como visto anteriormente 1 é continua.

Dada U tal que F € U™, tome € FNU e considere uma fungdo f : X — [0,1] continua tal que
f(x) =0e fIX\U] = {1}. Tome ¢ = inf f[A] para cada A € CL(X). Como visto anteriormente, ¢
é continua. Agora temos que ¢(F) = 0 (pois, f(z) =0ex € F) e $(A) = 1 para cada A ¢ U~ (se
AeU™ entao ANU =0, ouseja A C X \U).

Como temos as fungbes continuas para as vizinhangas subbésicas de F, segue que C'L(X) é comple-

tamente regular em F'. Como F' é arbitrario, segue que CL(X) é completamente regular.
O
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Algumas referéncias aleatoérias de
topologia geral e conjuntista feita no
Brasil.

Quem tiver interesse, o Prof. Renan Maneli Mezabarba da UFES estd escrevendo um texto com
diversos tépicos que nao sao cobertos neste texto:

https://drive.google.com/file/d/1SgLc-kd0Tibn_qz7w-5QH0wns8HHZYWI/view

Pelo menos um dos autores citados em cada referéncia abaixo foram indiretamente ligados ao grupo
de topologia geral do IME-USP, liderado pela Prof. Ofélia Teresa Alas. Todas as referéncias sao de 2017
até 2021 para ilustrar o que tem sido feito em anos recentes.

Nem todos os artigos abaixo estao disponiveis mesmo via CAPES Cafe, mas alguns tem uma versao
préxima & final no arXiv. As referéncias foram tiradas do Mathscinet (no caso MR=Math Review) que
podem ser acessadas via CAPES Calfe.

MR4243404 Prelim Bellini, Matheus Koveroff; Rodrigues, Vinicius de Oliveira; Tomita, Artur Hi-
deyuki; Forcing a classification of non-torsion Abelian groups of size at most 2¢ with non-trivial conver-
gent sequences. Topology Appl. 296 (2021), 107684.

MR4186077 de Oliveira Rodrigues, Vinicius; dos Santos Ronchim, Victor Almost-normality of Isbell-
Mréwka spaces. Topology Appl. 288 (2021), 107470, 13 pp.

MR4229481 Bellini, Matheus Koveroff; de Oliveira Rodrigues, Vinicius; Tomita, Artur Hideyuki; On
countably compact group topologies without non-trivial convergent sequences on Q(x) for arbitrarily
large x and a selective ultrafilter. Topology Appl. 294 (2021), 107653.

MR4076721 Alas, Ofelia T.; Junqueira, Lucia R.; Passos, Marcelo D.; Wilson, Richard G. On cellular-
compactness and related properties. Rev. R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Mat. RACSAM
114 (2020), no. 2, Paper No. 101, 13 pp.

MR4054280 Alas, O. T.; Junqueira, L. R.; Wilson, R. G. Lindel6f domination versus w-domination
of discrete subsets. Acta Math. Hungar. 160 (2020), no. 1, 109-118.

MR4150856 Garcia-Ferreira, S.; Tomita, A. H. Selectively pseudocompact groups and p-compactness.
Topology Appl. 285 (2020), 107380, 7 pp.

MR4081069 Aurichi, Leandro; Zdomskyy, Lyubomyr Covering properties of w-mad families. Arch.
Math. Logic 59 (2020), no. 3-4, 445-452.

MR3942367 Alas, Ofelia T.; Junqueira, Lucia R.; Tkachuk, Vladimir V.; Wilson, Richard G. Star
countable spaces and w-domination of discrete subspaces. Rev. R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser.
A Mat. RACSAM 113 (2019), no. 2, 807-818.

MR3924509 Alas, Ofelia T.; Junqueira, Lucia R.; Wilson, Richard G. On linearly H-closed spaces.
Topology Appl. 258 (2019), 161-171.

MR4013201 Bellini, Matheus Koveroff; Boero, Ana Carolina; Castro-Pereira, Irene; Rodrigues, Vini-
cius de Oliveira; Tomita, Artur Hideyuki Countably compact group topologies on non-torsion Abelian
groups of size continuum with non-trivial convergent sequences. Topology Appl. 267 (2019), 106894, 30

pp.
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MR3984281 Rodrigues, Vinicius de Oliveira; Tomita, Artur Hideyuki Small MAD families whose
Isbell-Mréwka space has pseudocompact hyperspace. Fund. Math. 247 (2019), no. 1, 99-108.

MR3958277 Tomita, Artur Hideyuki A van Douwen-like ZFC theorem for small powers of countably
compact groups without non-trivial convergent sequences. Topology Appl. 259 (2019), 347-364.

MR4011099 Gullo Mercado, Henry Jose; Fiorini Aurichi, Leandro Maximal topologies with respect
to a family of discrete subsets. Topology Appl. 267 (2019), 106891, 11 pp.

MR3924520 Aurichi, Leandro F.; Dias, Rodrigo R. A minicourse on topological games. Topology
Appl. 258 (2019), 305-335.

MR3924512 Aurichi, Leandro F.; Mezabarba, Renan M. Bornologies and filters applied to selection
principles and function spaces. Topology Appl. 258 (2019), 187-201.

MR4011922 da Silva, Samuel G. Reductions between certain incidence problems and the continuum
hypothesis. Rep. Math. Logic No. 54 (2019), 121-143.

MR3928388 da Silva, Samuel G. On uniformly continuous functions between pseudometric spaces
and the axiom of countable choice. Arch. Math. Logic 58 (2019), no. 3-4, 353-358.

MR3834837 Ortiz-Castillo, Y. F.; Rodrigues, V. O.; Tomita, A. H. Small cardinals and the pseudo-
compactness of hyperspaces of subspaces of Sw. Topology Appl. 246 (2018), 9-21.

MR3766565 Ortiz-Castillo, Y. F.; Tomita, A. H. Pseudocompactness and resolvability. Fund. Math.
241 (2018), no. 2, 127-142.

MR3831310 Aurichi, L. F.; Bella, A. A definitive improvement of a game-theoretic bound and the
long tightness game. Acta Math. Hungar. 155 (2018), no. 2, 458-465.

MR3803685 Aurichi, Leandro F.; Zdomskyy, Lyubomyr Internal characterizations of productively
Lindelof spaces. Proc. Amer. Math. Soc. 146 (2018), no. 8, 3615-3626.

MR3799752 Aurichi, Leandro F.; Bella, Angelo; Dias, Rodrigo R. Tightness games with bounded
finite selections. Israel J. Math. 224 (2018), no. 1, 133-158.

MR3820876 da Silva, Samuel G. The I-Hurewicz property and bounded families modulo an ideal.
Questions Answers Gen. Topology 36 (2018), no. 1, 31-38.

MR4014221 Brunner, Andreas B. M.; Mariano, Hugo L.; Pinto, Darllan C.; da Silva, Samuel G. More
on categorical forms of the axiom of choice. South Amer. J. Log. 4 (2018), no. 2, 351-372.

MR3624475 Alas, Ofelia T.; Wilson, Richard G. Properties related to star countability and star
finiteness. Topology Appl. 221 (2017), 432-439.

MR3708780 Passos, Marcelo D.; Santana, Heides L.; da Silva, Samuel G. On star covering properties
related to countable compactness and pseudocompactness. Comment. Math. Univ. Carolin. 58 (2017),
no. 3, 371-382.

MR3619286 Aurichi, Leandro F.; Lara, Dione A. Relations between a topological game and the
Gs-diagonal property. Topology Appl. 220 (2017), 140-145.

MR3685096 da Silva, Samuel G.; de Paiva, Valeria C. V. Dialectical categories, cardinalities of the
continuum and combinatorics of ideals. Log. J. IGPL 25 (2017), no. 4, 585-603.

MR3624479 Morgan, Charles J. G.; Rangel, Dimi R.; da Silva, Samuel G. Almost disjoint families
and relative versions of covering properties of k-paracompactness type. Topology Appl. 221 (2017),
476-490.
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