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1. Calculo de Limites
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1. Calculo de limites

 Propriedades de Limites:

* Selim f(x) e lim g(x) existem, ent3o:
x—a x—a

O limite da soma, diferen¢a ou produto é a soma, diferen¢a ou produto de cada um dos limites.
a) Propriedade dasoma: lim[f(x) + g(x)] =lim f(x) + lim g(x)
x—>a x—-d x—a
b) Propriedade da diferenga: lim[f(x) — g(x)] =lim f(x) — lim g(x)
x-d x—-d x—-d
c) Propriedade do produto: lim[f(x).g(x)] =lim f(x) .lim g(x)
x—>a x-d x—-a
d) Propriedade do quociente: se lirrcll g(x) # 0, entdo: o limite do quociente é a razdo de cada limite:
X—

lim f(x)
lim f(x) — x.—>a
x—0a g(x) }Cgré g(x)
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1. Calculo de limites (continuacso)

* Propriedades da soma/ diferenca:

Exemplo 1: f(x) =x3 eg(x)=—3x +1 calcular linzl [f(x) + g(x)] = linzl f(x) + linzl g(x)
x— x— x—

lim[x® —3x+ 1] =

xX—2
= lim x° — lim 3x + lim 1

xX—2 xX—2 xX—2

— Resolver o limite substituindo x = 2:

=(2)3-32)+(1)=8-6+1=3

= OBS: o limite de uma constante = a propria constante, ou seja, li'n% 1=1.
X—

= Ou seja, linzl[x3—3x +1]=3
X—

ACH 4532 - Calculo I_ MKT EACH



1. Calculo de limites (continuacso)

* Propriedades do produto:

Exemplo 2: f(x) =4 eg(x)=x? Calcule = lirré f(x).glx) = lirré f(x). limgg(x)
xX— xX— x—

lim 4x?2 =
x—3

= lim 4 . limx?

xX—3 xX—3

— Resolver o limite substituindo x = 3:

=4.(3)%= 36

= OBS: o limite de uma constante = a propria constante, ou sejaq, lin% 4 =4,
X—

= Ou seja, lin?,l 4x* =36
X—
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1. Calculo de limites (continuacso)

* Propriedades do quociente:

lim f(x)

. f(x)= 3x2 — =x — im L&) — x=0
Exemplo 3: f(x)=3x*—8 e g(x)=x—2 Calcule )lcl_{rlgg(x) lim 90

X—

* \Verificar se a regra do limite do quociente se aplica, ou seja, se o limite do denominador é diferente de

Zero: lim[x —2] =0-2=-2
x—0

* Como o limite do denominador ¢é diferente de zero, quando x tende a 0, podemos usar a regra do limite

3x2_g lim 3x%-8

do quociente: lim = X220
x>0 X—2 chl_r}(l) xX—2
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1. Calculo de limites (continuacso)
* Propriedades do quociente:

Exemplo 3:

3X2 —8 hm 3X2 —8
lim = x=0
x—0 x — 2 limx — 2
x—0

— Resolver o limite substituindo x = 0:

3x2—8 3(0)>2-8 -8

4

li =
X0 x — 2 0—2 —2

. .. 3x%-8
= Ou seja, lim =
xr—=0 x—2
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Agenda

2. Limites Infinitos
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2. Limites infinitos

x+1

e Exemplo 4: Calcule lim —
x—>2 X—2

* Verificar se a regra do limite do quociente se aplica, ou seja, se o limite do denominador é diferente de zero:

limx —2 =2—-—2=0

X—2

e Como o limite do denominador é igual a zero, quando x tende a 2, ndao podemos usar a regra do limite do

quociente.
 Como resolver esse limite, entdo?

e Calcular os limites laterais quando x tende a 2.
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2. Limites infinitos (continuacgéo)

x+1

* Exemplo 4: lim —
x—2 X—2

x+1

e Limite lateral pela direita: lim —

x—2tx-2

x esta assumindo valores de uma sucessao que converge para 2 pela direita:

x+1
fx)=—— " v
f2,1) = 21 31
2,01 301
f(2,01) =301 2,001 3001
2,0001 | 30001

£(2,001) = 3001

(...)

(...)

£(2,0001) = 30001

=> as respectivas imagens (ou respectivos de y)

estao cada vez maiores, ou seja, y tende a +o:

x+1
lim, —— = +o0
x—2tx-2
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2. Limites infinitos (continuacgéo)

x+1
* Exemplo 4: lim —
x—2 X—2
x+1
e Limite lateral pela esquerda: llm —
x—=2"Xx-2

x esta assumindo valores de uma sucessao que converge para 2 pela esquerda:

+1
ftx) ===
2 X y
f(1,9) = 1,9 -29 => as respectivas imagens (ou respectivos de y)
f(1,99) =-299 1,99 293 estao cada vez maiores, ou seja, y tende a +0:
1,999 -2999
£(1,999) =-2999 1,9999 -29999 Ii x+1
Im ——=—00
£(1,9999) = -29999 (...) (-..) X2~ X—2
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2. Limites infinitos (continuacgéo)

. x+1
* Exemplo 4: lim —
xX—2 X—2
o Lo . x+1
» Limite lateral pela direita: lim, ——= + o
x—27T x—2
FEET
o . x+1
e Limite lateral pela esquerda: llm_—= — OO
x—2 X—2

= interceptos: se x =0 ->y=-1/2

—>Sey=0->x=-1

— X = 2 é assintota vertical

— y = 1 é assintota horizontal
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2. Limites infinitos (continuacgéo)
* Propriedades do quociente:

2
Exemplo 5: f(x) = "

* \Verificar se a regra do limite do quociente se aplica, ou seja, se o limite do denominador é diferente de

zero: limx —4 =4—-4=0
xX—4

* Como o limite do denominador é igual a zero, quando x tende a 4, nao podemos usar a regra do limite
do quociente.
 Como calcular esse limite?

=> Calcular os limites laterais e verificar se o limite global existe.
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2. Limites infinitos (continuacgéo)

. 2
e« Exemplo 5: lim —
x—4 X—4

2
 Limite lateral pela direita: lim, —
‘xoat x—4

x esta assumindo valores de uma sucessao que converge para 4 pela direita:

fix) = — X Y
x_4 . . .

4,1 20 => as respectivas imagens (ou respectivos de y)
fla1) = 4,01 200 estao cada vez maiores, ou seja, y tende a +o:
£(4,01) = 200 4,001 2000

4,0001 20000 1; 2

: im, — = +00

f(4,001) = 2000 (...) (...) x—4F x—4

£(4,0001) = 20000
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2. Limites infinitos (continuacgéo)

. 2
e« Exemplo 5: lim —
x—4 X—4

2

* Limite lateral pela esquerda: lim —
x—4~ X—4

x esta assumindo valores de uma sucessao que converge para 4 pela esquerda:

2
f(x) = 2 X y o :
39 0 => as respectivas imagens (ou respectivos de y)
13,9) = -20 3,99 -200 estao cada vez maiores, ou seja, y tende a +o:
f(3,99) =-200 3,999 -2000 )
£(3,999) = -2000 3'(99?9 ‘Z(OO?O A=

£(3,9999) = -20000
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3. Formas Indeterminadas
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3. Formas indeterminadas

* S30 expressoes impossiveis de serem calculadas.

Exemplos:

0
.« —

0

o0
° — = Quando nos deparamos com formas

o

indeterminadas, torna-se necessario

[ J . . fe . ~

0. 00 simplificar algebricamente a funcdao para
. 1% calcular o limite desejado.

— Para tanto, utilizar técnicas de fatoracao.

® OO -0
° 00
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3. Formas indeterminadas (continuacao)

o . x—3
 Exemplo 1: Calcule o limite da fungao f(X) = o

guando x tende a 3:

. xX—3
llmz—
x—>3 X°—9
—> Se substituirmos x = 3 para calcular o limite:
limx__3—915i—>rr~%—x—3—3_3—9_f indet inad
75  lmx—- — 3-9- 0 => forma indeterminada
xX—3 i

= Necessario simplificar algebricamente a funcao para calcular o limite.

= Para tanto, utilizar técnicas de fatoracao.
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3. Formas indeterminadas (continuacao)

x—3
* Exemplo 1: Calcule o limite da fungao f(X) = -9 quando x tende a 3:

. x-3 . x—3 . (x-=3) : 1
lim =— = lim 5—; = lim = lim —
x—3X=9 x-3x°-3°  x-3((x—3)(x+3) x—3 X+3
= Substituindo x = 3 para calcular o limite:
lim 1
1 iy 1 1
llm —_— = X—>3 = = -
x—3Xx+3 ;Clr% (x+3) 3+3 6

. x—3 1
= Portanto, lim —— = =
x—3 X°—=9 6
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3. Formas indeterminadas (continuacao)

o . xX*+10x . X*+10x
* Exemplo 2: Calcule o limite da funcdo f(Xx) = ——— quandoxtendea0: lim———
2X x-0 2x
. 2
o o . x’+10x Im (x"+10x) 024100 0
= Se substituirmos x = 0 para calcular o limite: lim——— = , = ———— = - =>forma
x—>0 2x )lcl_r)r(l) 2X 2.0 0
indeterminada
L q. X*4+10x . x(x+10) . (x+10)
— Fatorando a funcdo: lim —— = lim ———= = lim ———
x—>0 2X x—-0 2Xx x—0
lim (x+10)
e . x+10 o 0+10 10
= substituirmos x = 0, lim ( ) _x 9. - ) _10_ 5
x—0 2 LI_I)I{I\ 2 2 2
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3. Formas indeterminadas (continuacao)

x’—14x+49

* Exemplo 3: Calcule o limite da fungao f(X) = _— quando x tende a 7:

2
) x“—14x+49 0 . .
lim = — =>forma indeterminada
x—7 x—7 0

L4, x*—14x+49 . (x=7)* ..
= Fatorando a funcdo: lim = lim =lim (x-7)
x—7 x—7 x—>7 X—7 x-7

= substituirmosx=7, lim (x-7)=7-7=0
xX—7
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3. Formas indeterminadas (continuacao)

2
o . xX“—=5x+6
* Exemplo 4: Calcule o limite da fungao f(X) = %2 quando x tende a 2:
. x*-5x+6 0 . .
lim ——— = - =>formaindeterminada
x—-2 X—2 0

: xX—2)(x—3 :
= Fatorando a fun¢do: lim x-2)(x=3) lim(x — 3)
xX—2 xX—2 xX—2

— substituirmosx=2, limx —3=2-3=-1
X—2

ACH 4532 - Calculo I_ MKT EACH



3. Formas indeterminadas (continuacao)

- Exemplo 5: Calcule o limite da fungdio f(X) = 2x3 + 2x?% — 8x + 10 quando x tende a oo:

lim 2x3 + 2x2% — 8x + 10

X— 00

=> Substituindo x = oo:

2(0)3+2(00)2—8(0) + 10 =2.00 +2.00-00 =00 + 00 - 00 = 00 - 00 => forma indeterminada

10
— Fatorando a funcdo: lim X3(2 -|- - — —2 +—=
X— 00 X
I 3 2 8 10
= substituirmos x = oo, (0)*(2+—=- ()2 (00)3) oo (2 + —— = + ) = 0(2+0-0+4+0) =
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Agenda

4. Limites nos extremos do dominio
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4. Limites nos extremos do dominio

_ x+1 lim x+1 oi1 OO X y
 Exemplo 6: lim = =4 = =— forma indeterminada
2 1 2 ©-2 10 1,4
X—>+00 X— m xX-— - ¢
X—+00 100 1,03
e x estd assumindo valores cada vez maiores e y se aproxima de 1: 1.000 1,003
10.000 | 1,0003
1 1 _ 1 1 (...) (...)
e lim 2o gim 2P gy 8 _al () () a+o) (1) _
—2 EN 2y T 2T -2y a1-0) (1)
x>+ X=2 x>+ x(1-7)  x—+oo (1-) xl_l)g_noo(l 2 (1-3) (1-0) (1)
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4. Limites nos extremos do dominio

. 3 2
« Exemplo 6: lim x+2x — xl_l)r_noox e _ G2 ) —ootoo
© xo—o0 x2-2x im x*=2x  (—e0)P=2(-o0)

* Colocar x de maior expoente em evidéncia no numerador e no denominador:

2 2 . 2 2
lim Ba2x® . XA+ - x(1+)  Im x(1+7)  (-00)(I+=3)  (—0)(1-0) _(-w) _
= N N N 2 = . -
x——00 X' =2X  x--—wx’(1-3) x--0 (1-) Jim (1-9) (1-—) (1+0) (1
x3+2x2 xl_l)g_noox3+2x2 . (OO)3+2(OO)2_ (0e]

forma indeterminada

 Exemplo?7: lim == — =
P x>+ 00 x’—2x xl—igl-nooxz_zx (00)2—2(00) 00— 00

forma indeterminada

—0CO0

. x+2x? : x3(1+§) . x(1+§) xl_i}gloox(“%) (00)(1+%) (0)(1-0) ()
x1—1>r-l¥loo x*=2x _x1—1>r-l¥loo xz(l—i)_xl—g—lpoo (1—%) - xl_i)mﬁ(l—%) - (1—%)  @1-0) (D

= 400
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4. Limites nos extremos do dominio

e Exemplo 8: lim 2x3 4+ 2x% —8x + 10

X——00

*  Substituir x = oo nafungdo => 2(—0)3 + 2(—0)% —8(—) + 10 =

=—00+00+00+10=

= 00 - 0 => forma indeterminada

e Como resolver esse limite?

. 1 4 5
=> Fatorar! Nesse caso, colocar x com maior expoente em evidéncia: lim 2x3(1 +—-— — + =
X——00 X X X

1 4 5 ) =
—o0 (-00)? | (-00)3

=2.(=0)(1 =0 =0+ 0) = 2. (—w0)(1) = -0

* Substituir x = oo na fungao => 2(—00)3(1 +
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Agenda

5. Limite exponencial fundamental
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5. Limite exponencial fundamental

e Base dos logaritmos naturais ou logaritmo neperiano

* Definicdo do numero e (numero de Euler) = 2,718281...

e= lim (1 +%)x

X—+00

1
= l 1 A P
e im ( +x)

X——00

ou

1
e = lim(1+ x)x

x—0

(1+1/x)"

X (1+1/x)*
1 2
2 2,25
5 2,48
10 2,59
100 2,704
1.000 2,7169
100.000 | 2,718268
1.000.000|{ 2,718280

(...)

(...)

-10
-100
-1.000

-100.000
-1.000.000

(...)

2
2,25
2,48
2,59

2,704
2,7169
2,718268
2,718280

(...)
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Agenda

6. Resumo
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6. Resumo

* Pode-se destacar 3 tipos de limites:

i. Limites laterais
lirg+f(x) =L ; lirg_f(x) =M => ndo existe limite global
X— X—

(selim, f(x) =L = lim_f(x) = L = existe o limite global lim f(x) = L)
x—>a x—>a x—>a

ii. Limites infinitos

lim f(x) = 4o ou lim f(x) = —
x—d x-d

iii. Limites nos extremos do dominio

lim f(x) =K ou lim f(x) =2

X—+ 00 X——00

ACH 4532 - Calculo I_ MKT EACH



Agenda

Referéncia:

Cap 4.
MORETTIN, P.A.; HAZZAN, S. e BUSSAB, W.O. Calculo — Func¢des de uma e varias variaveis. Sao Paulo: Editora Saraiva, 32 ed, 2012.

ACH 4532 - Calculo I_ MKT EACH



