SEL 309 Eletromagnetismo

Prof. Dr. Ben-Hur Viana Borges

Campo Magnético Estacionario

Fonte: “Eletromagnetismo”, Hayt Jr, 82 Edig&o, Capitulo 7.

1)

2)

Definicéo

Um campo magnético estacionario pode se originar de uma corrente constante, de um imé
permanente, e de uma campo elétrico variando linearmente com o tempo. Mas aqui, nos
iremos focar nossa atengdo no campo magnético produzido por um elemento de corrente
continua no espago livre.

Lei de Biot-Savart (ou também, Lei de Ampére para o elemento de corrente)

Primeiro, considere uma corrente | circulando em um comprimento diferencial vetorial dL de
um filamento. A lei de Biot-Savart nos diz que, em qualquer ponto P, a magnitude do campo
magnético produzido por dL é proporcional ao produto entre a corrente, a intensidade de dL,
e 0 seno do angulo entre o filamento e a reta que conecta o filamento ao ponto P no qual o
campo é desejado. Ainda, a magnitude do campo magnético é inversamente proporcional ao
quadrado da distancia de dL ao ponto P. A dire¢do da intensidade de campo magnético é
normal ao plano que contém dL e a linha desenhada do filamento ao ponto P. Das duas
normais possiveis, a escolhida é aquela que esta no sentido de progressdo de um parafuso
dextrogiro que é girado, pelo &ngulo mais curto, de dL até a reta que liga o filamento a P. No
sistema mks, a constante de proporcionalidade é 1/4x.

Matematicamente, a Lei de Biot-Savart é escrita como:
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Com base na figura anterior, a equacgéo (1) torna-se:

_ IldLl X aR12

aH, =2 (A/m) @

Tendo em vista que o elemento de corrente ndo pode ser isolado, as equagdes (1) e (2) ndo
podem ser verificadas na préatica. Para correntes continuas, a densidade de carga néo € funcéo
do tempo, e a equacdo da continuidade torna-se:

dpc

ViI=—% =

que, apds aplicar o teorema da divergéncia (Aula 5, equacéo (8)), torna-se:

i]-ds=o (3)

que nos diz que qualquer corrente que atravessa uma superficie fechada € igual a zero. Isso
quer dizer que apenas a forma integral da Lei de Biot-Savart mostrada abaixo pode ser
verificada na pratica,

=§1deaR (3)

41R?

Podemaos, também, expressar a Lei de Biot-Savart em termos da densidade de corrente J e da
densidade superficial de corrente K.

Obs.: uma vez que K circula em uma lamina extremamente fina, isso implica que J = o .

Da figura abaixo, podemos concluir que se K é uniforme, a corrente total em uma largura b
sera:

I =Kb

Caso K seja ndo-uniforme,

I= j KdN (4)



onde dN é o elemento diferencial do caminho no qual a corrente circula. Assim, podemos
escrever ldL da seguinte forma,
IdL = KdS = Jdv (5

Com isso chegamos a seguinte forma alternativa da Lei de Biot-Savart,

H‘f K X apdS P
), 4mR? ©)
e
] X agdv
o [ AT ®
vor 4mMR?

Como exemplo, vamos aplicar a Lei de Biot-Savart no caso ilustrado na figura abaixo, onde
temos om filamento infinitamente longo, e determinar o campo no ponto 2. A geometria do
problema nos diz que ndo pode haver variagdo ao longo de z ou ¢.

Espaco livre

L
pa, (Ponto 2)

Assim,
Ri;=r—-r'=pa,—-7a,

pa, —z'a,
ARy = —TF/———
¢p2 + ZIZ
Rf, = IRy,|? = p? + 2"
Se dL = dz'a,, logo, temos que,

! ! ! !
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Idz'a,

dH; = 4(p? + 2/2)3/2 x (pa, — z'a,)

® Idz'a, ,
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Ipag z' ®
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Veja que H, ndo e funcdo de ¢ ou z, e varia inversamente com p. A direcdo do vetor
intensidade de campo magnético descreve uma circunferéncia. As linhas de forca sdo, desta
forma, circulos em volta do filamento, e a separagdo entre elas é proporcional ao raio, ou

inversamente proporcional a intensidade de H,, veja figura abaixo.

Agora, vamos considerar o campo de um elemento de corrente de comprimento finito, como

mostrado na figura abaixo.

Assim,

fIdeaR fZZIdeaR
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4mR? 4mR?
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st (e 4m(p? + z2)3/2

ptan (a;) Ipa¢dz
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Iza¢,

- 4mp./ p? + z*

O campo H deste problema €, entdo, dado por,

tan(a,) tan(a;)

H - a¢
J1+tan2(ay) +/1+ tan?(ay)

ptan (az) I
4mtp [

ptan (a;)

I
H= yr (sina, — sina;)ay 9

Esta equacdo nos permite encontrar H devido a filamentos de corrente arranjados como uma
sequéncia de segmentos de reta.

Ponto 2

Exemplo:

1) [Hayt Jr] Determine H no ponto P»(0.4, 0.3, 0) no campo de uma corrente filamentar de
8 A direcionada do infinito para a origem ao longo do eixo x positivo, e depois da origem
para o infinito ao longo do eixo y, conforme a figura abaixo.

8 A

8A /%, @,
e 7 ‘\“2,\'
¢ —g— —\

al\"‘ P5(0,4,0.3.0)



Vamos considerar primeiro a corrente semi-infinita no eixo x. Da figura podemos extrair
que ai, = 90° e a,, = atan (0.4/0.3) = 53.1°. A distancia radial p ¢ medida em
relacdo ao eixo x, logo, p,, = y = 0.3, que é o afastamento do ponto P em relacdo ao eixo
X.

Assim,
B fldeaR B J‘xZIdeaR
Y7 J anr? T ). 4nR?
1
_ Px3y + xa,

o PxptTa
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R =
dL = —a,dx

—ytan(azx) I(_ax)dx pxap xax
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y

X
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1 =
tan(aqy)

—ytan(a,y) I tan(a,y) tan(ay,)

Ia¢ X
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H =—-——
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Simplificando, temos,

ytan(aqy)

I
H, =- H [—sin (@) — sin (alx)]a¢
Da figura temos que y = 0.3, logo, substituindo valores,

H. = —
! 41(0.3)

[—sin (53.13°) — sin (90°)]a,

H, = 8+1
1= 03y 08 T 1ag

12 12
H, = ?a(p = —?az A/m
Para o eixo y, por analogia temos que @4, = atan(0.3/0.4) = 36.9° e a,, = 90°. Agora
podemos utilizar a mesma equacéo derivada acima (marcada em amarelo) e substituir os
valores diretamente. Assim, a distancia radial p ¢ medida em relacdo ao eixo y, logo, p, =
x = 0.4, que é o afastamento do ponto P em rela¢éo ao eixo y.

Pydp — yay
A = —/—

py+y°

R = fp32,+y2



3)

dL = a,dy

H fxtan(azy) I(ay)dy Pyadp — yay
5 = X
—xtan(ayy) 4”(/)32/ + yZ) ’p}zl + yz

~ Ia¢ xtan(azy) xdy

H, = —
4m —xtan(ayy) (x2+ y2)3/2

x tan(azy) I tan(a,y) tan(a,)

—xtan(a,y) Amx \/1 + tan?(ayy) Jl + tan?(ay,)

e vy

H = - <
VU dm  [x2 4 g2

Ay

I
H, = Tox [sin(azy) + sin (aly)]a¢

H, = 0D [sin(90°) + sin (36.9°)]ag
H, = 8 __8 A
5 = na¢ = naZ /m
O campo total torna-se, entdo,
Hy=H, +H, = ——a,— >a, = —2a, A
T — 1 2 — n_az n_az_ T[aZ /m

Exemplos:

1) [Hayt Jr] Dados os seguintes valores para P1, P2 e 11AL;, calcule AH2: (a) P1(0, 0, 2),
Pa(4, 2, 0), 2ma, pA-m; (b) P1(0, 2, 0), P2(4, 2, 3), 2ra, pA-m; (c) P1(1, 2, 3), Po(-3, -1,
2), 2n(—a, + a, + 2a,) pA-m.

Respostas: —8.51a, + 17.01a, nA/m; 16a, nA/m; 18.9a, — 33.9a,, + 26.4a, nA/m

2) [HaytJr] Um filamento de corrente pelo qual passam 15 A na direcéo a, se posiciona ao
longo de todo eixo z. Calcule H em coordenadas cartesianas em: (2) Pa( 0, 4); (b) Ps(2,
-4, 4).
Respostas: 0.534a,, A/m; 0.477a, + 0.23%9a,, A/m

Lei Circuital de Ampére

A Lei Circuital de Ampére nos diz que a integral de linha do campo H em um caminho
fechado € igual a corrente continua envolvida pelo caminho. Matematicamente, temos,

1=9€H-dL (10)

A corrente positiva é aquela que circula na direcdo do avanco de um parafuso dextrogiro,
girado na direcdo na qual o caminho fechado é percorrido. Conforme a figura abaixo, a



integral de linha em (1) produzir4d o mesmo resultado para os caminhos a e b, mas um
resultado inferior para o caminho c.

1

Como exemplo, considere a linha de transmisséo coaxial infinita da figura abaixo, pela qual
flui uma corrente total I, uniformemente distribuida no condutor central e -l no condutor
externo. A simetria do problema nos diz que o campo H néo é funcédo de z ou ¢.

‘ pP=p1 P=p
\\ p=—o . ¢ -,

1) i Hy, apenas

(@) (b)

Para facilitar a analise, podemos dizer com base na simetria do problema que:

e Os condutores se constituem de filamentos. Ndo ha filamentos com componente na
direcdo z. A Lei de Biot-Savart permite inferir isso sem fazer o produto vetorial;

e O componente H, em ¢ = 0° produzido por um filamento posicionado em p = p1, ¢ = ¢,
e cancelado pelo componente H,, produzido pelo filamento simetricamente posicionado
em p = p1, o = —¢1 (veja figura (b) acima);

o Com isso, teremos apenas a componente H.

Logo, para um caminho circular de raio p, onde a < p < b, chegamos a expressao de campo
para a componente Hg,
Hy=—
¢ 2np
ou

I

H=—
2npa¢

Caso p < a, temos que a corrente envolvida sera,

e que,



p?

anH¢::IEE
ou
Hy = lp <
$ =573 parap < a

Para p > ¢, nenhuma corrente sera envolvida e Hg = 0. Isso ocorre porque 0 campo

produzido por cada condutor ira se cancelar tendo em vista que as correntes nestes condutores
tem sinais opostos.

E parab < p < c, temos que,
I CZ _,02
Hy=————
¢~ 2mp % — b2

A variagdo da intensidade do campo magnético com o raio € mostrada na figura abaixo,
supondo b =3a, ¢ = 4a. Note a continuidade do campo magnético em todas as fronteiras.

4a

0 2a 3a=b da=c

Considere, agora, uma lamina de corrente que flui na dire¢do +y, posicionada no plano z = 0,
como mostra a figura abaixo.

A densidade superficial de corrente € K = K, a,,. Como a lamina € infinita nas direcGes x e y,
H n&o pode variar nestas diregdes. Primeiro, apenas veja a Lei de Biot-Savart:

IdLxap IdLXR
dH = =
4mR? 47R3

(11)

Se considerarmos a lamina como sendo constituida por filamentos condutores, a Lei de Biot-
Savart nos mostra que as contribuicbes para H, de pares simétricos se cancelam, resultando




4)

em H, = 0. Também podemos ver que H,, = 0, ja que dL X ag ndo produzira componente
nesta dire¢do. Assim, so teremos a componente H,.

Seguindo o caminho 1-1°-2°-2-1 sugerido na figura acima, a Lei Circuital de Ampere no diz
que:

I= ffH +dL = Hy L + Hyp(=L) = K, L

Simplificando,

Hyy — Hyy = Ky

Caso o caminho escolhido seja 3-3’-2’-2-3, encontraremaos,
Hy3 — Hy, = Ky

Comparando a as duas Gltimas equagdes vemos que H,; = H,4, € que H, € 0 mesmo para
qualquer z.

A simetria nos diz que:

1
szz y (Z>0)

1
Hx = —E y (Z < 0)
Assim,

H=lK
=_Kx
2 L an

onde ay € o unitéario normal a superficie.

Agora, se incluirmos uma segunda lamina em z = h com corrente circulando no sentido
inverso, onde K = —K, a,, a expressdo para H entre as laminas torna-se,

H=KxXxay (0<z<h)

H=0 (z<0,z>h)

Rotacional

Nesta secdo, a Lei Circuital de Ampére sera utilizada para discutirmos a terceira e Gltima das
derivadas espaciais na analise vetorial, ou seja, o rotacional.

Primeiro, iremos obter a forma pontual da Lei Circuital de Ampere. Mas para isso, vamos
escolher em coordenadas cartesianas um caminho fechado incremental de lados Ax e Ay,
como ilustra a figura abaixo.



H=H,=Ha,+Hya,+Ha,
. 2

- 3

Ay

Suponha que uma corrente produza o seguinte campo elétrico no centro do quadrado,

H = Hypa, + Hypa, + Hya,
A integral fechada de H- dL ao longo do caminho especificado na figura resulta, para o
caminho 1-2, em

(H-AL);_, = Hy,_,Ay

Assim,

Logo,

H- AL =(H 1aHyA A
( )i—2 = yoto5o-Ax |Ay

Para o0 segmento 2-3,

(H-AL);_3 = Hy,_3(—Ax) =— (on +3
Repetindo para os seguimentos restantes e somando, temos

3§H dL = OHy _OH, AxA
~\ox dy i

A Lei Circuital de Ampere nos diz que o resultado da equacdo acima deve fornecer a corrente
gue é envolvida pelo caminho. Logo, para uma corrente qualquer J, a corrente envolvida sera,

Al = J,AxAy
e
3§H dL = OHy _OHy AxAy = ], AxA
Ou ainda,

$H-dL _0H, OH,

AxAy ~ 9x  dy =Jz

No limite em que o caminho fechado tende a zero,



$H-dL 0H, OH,

li = — =
Ax,Ay 0 AxAy ox  dy Jz

Fazendo uma anélise semelhante, mas escolhendo caminhos fechados orientados
perpendicularmente a cada um dos dois eixos coordenados restantes, teremos,

$H-dL 0H, oH,

li =
ahzmo Aydz | dy | 0z Jx
$¢H-dL 0H, O0H,
im = — =Jy
AzAx—-0 AzAx dz  Ox

Logo, podemos concluir que o rotacional € definido como,

) _(ﬁH -dL
VXH= lim
ASN—0  ASy

onde ASy € a area plana envolvida pela integral de linha fechada. O subscrito N indica que o
componente do rotacional é normal a superficie em questdo.

Em coordenadas cartesianas:

oH, oH, 0H, 0H, OH, OH,
VXH—(ay —¥>ax+<az —W)ay+ - — |4, (12)

Na forma de um determinante,

3 4 0
VxH=|0 o 5, (13)
H, H, H,

Em coordenadas cilindricas:

10H, O0H, 0H, 0H, 10(pHy) 10H,
H=|-———-— —_——— - —= 14
v <pa¢ az>ap+(az )2\ pap ) Y
Em coordenadas esféricas:

1 [0(Hgsind) OH 1/ 1 0H, O0(rH
VxXH=— (Hgsing) 0H, a +2(— » 0(rHy) 2
rsind a0 do r \sinf d¢ oar
1/0(rHy) O0H,
+?< or 06 ) (1)

Exemplo:
1) [Hayt Jr] Suponha que H = 0.2z%a, para z > 0, e H = 0 nos outros pontos, conforme

mostrado na figura abaixo. Calcule § H - dL ao longo de um caminho quadrado de lado d,
centrado em (0, 0, z1) no plano y = 0 onde z; > d/2.



2

2

1 1
fﬂ-dL:O.z(zﬁEd) d+0—0.2<zl—§d> d+0 = 0.47,d2

No limite, & medida que a area tende a zero, podemos aplicar a relagéo,

. $H-dL 0.4z,d?
@)y = = = I

= 0.4'21
Como os outros componentes serao zero, temos que,
VxH=04za,

Sem ir pela defini¢do, podemos usar a forma em determinante, ou seja,

a, a, a,

o d 0 0 5
VXH-= ox oy 07| E(O.Zz Ja, = 0.4za,
H, H, H,

Que produz o0 mesmo resultado quando z = z;.



Retomando a definigdo do rotacional aplicada & Lei Circuital de Ampere (e da defini¢do de
rotacional), obtemos,

VxH=] (16)

gue € a forma pontual da Lei Circuital de Ampere, e também a segunda das quatro equacdes
de Maxwell para campos ndo variantes no tempo. Podemos aproveitar e escrever a terceira

equacdo de Maxwell,
VXE=0 (17)

que é a forma pontual de ¢ E - dL = 0, também para campos néo variantes no tempo.

Exemplos [Hayt Jr]:

EP7.4. (a) Calcule a integral de linha fechada de H ao longo de um caminho
retangular P((2, 3,4)a P>(4,3,4)a P5(4,3, 1) aPy2,3,1)a P,,dado H = 3za,
— 2x’a, A/m. (b) Determine o quociente da integral de linha fechada pela drea
envolvida pelo caminho como uma aproximagcdo para (V x H),. (¢) Determine
(V x H), no centro da drea.

Resp. 354 A; 59 A/m?; 57 A/m?

EP7.5. Calcule o valor do vetor densidade de corrente: (a) em coordenadas
cartesianas em P4(2, 3, 4) se H = xzzar\, —yzxa; A/m; (b) em coordenadas ci-

2
lindricas em Pg(1,5, 90°,0,5) se H = —(cos 0,2¢)a, A/m; (c) em coordenadas
D
1
esféricas em Pe(2, 30°, 20°) se H = ——ay A/m.
sen

Resp. —16a, + 9a, + 16a, A/m?; 0,055 a. A/m?; ag A/m?

5) Teorema de Stokes
Considere a figura abaixo.

ay

AS

AS

Aplicando a definicdo de rotacional em cada elemento de area AS seguindo o caminho
indicado na figura, temos,

$H - dLyg

AS = (VxH)y



6)

com o subscrito N indicando a superficie normal dada pela regra da méo direita. 1sso é o
Mesmo que escrevermos,

gSH'dLAs

Ou ainda,

}gﬁ-dLAsi(VxH)-aNAsz(VxH)-As

Determinando a circulacdo de todos os AS que comp8em S e somando (cancelamentos irdo
ocorrer ja que as paredes interiores sdo percorridas uma vez em cada dire¢do). Somente as
fronteiras externas ndo sofrem cancelamentos. Com isso, temos,

H-dL= | (VxH)-dS (18)
pu-an=

Esta equacdo é uma identidade, e vale para qualquer campo vetorial, sendo denominada de
Teorema de Stokes.

Obs.: O Teorema de Stokes relaciona uma integral de superficie a uma integral de linha
fechada, enquanto o Teorema da Divergéncia relaciona uma integral volumétrica a uma
integral de superficie fechada.

Exemplo [Hayt Jr]:

EP7.6. Calcule ambos os lados do teorema de Stokes para o campo H
Oxya, — 3y2a_\-A /m e o caminho retangular ao redor da regido,2 <x <35, —1
y < 1,z = 0. Considere que o sentido positivo de dS seja a..

Resp. —126 A; —126A

Al

Fluxo Magnético e Densidade de Fluxo Magnético

A densidade de fluxo magnético no espaco livre é definida matematicamente como,

B =y H ou Tesla (T) (19)

m?
onde po, = 4w X 1077 H/m é a permeabilidade magnética do espaco livre. Hoje em dia, a
unidade Tesla é mais utilizada para B. Podemos dizer que B é o campo de for¢a associado a
H. Podemos agora definir o fluxo magnético que atravessa uma superficie como sendo,

c1>=f B-ds:uof H-dS Wb (20)
S S

definido aqui no espaco livre. Se outro meio for considerado, basta trocar p, por p
(permeabilidade magnética do meio de interesse). Em se tratando de &, a unidade serd sempre
0 Wb (Weber).

Em nossos estudos, vimos pela Lei de Gauss que as cargas sao as fontes de fluxo elétrico
(linhas que comegam nas cargas positivas e terminam nas negativas).



Quando o assunto é fluxo magnético, é importante dizer que_ndo existe uma fonte para as
linhas de fluxo magnético. As linhas de fluxo magnético sdo fechadas e ndo terminam em
uma “carga magnética”.

Portanto, a Lei de Gauss para campo magnético é dada por,

}Q B-dS=0 (21)
S
E do Teorema da Divergéncia ¢ A-dS = [[[(V-A)dv (ver equagdo (20) da Aula 3),
obtemos que,

V-B=0 (22)
A equacdo (22) é a quarta e ultima equacdo de Maxwell para campos estacionarios.

Agrupando todas as quatro, temaos,

V-D=p,
VXE=0
(23)
VXH=]
V-B=0

Podemos também incluir as relagdes entre D e E e entre B e H, também conhecidas como
relagdes constitutivas, relacionadas aqui (por conveniéncia) ao espaco livre,

D = g,E (24)

B = poH (25)
Além da relacdo entre Ee V,

E=-VV (26)

Podemos também expressar o grupo de equacdes em (23) na forma integral,

%D-ds=f pyadv
S v
%E-dL=0
3€H-dL=f J-dS
s

f B-dS=0
S

onde foram usadas, respectivamente, as defini¢cdes de divergente, de rotacional na segunda e
terceira, e novamente de divergente.

(27)



Exemplo [Hayt Jr]:

EP7.7. Um condutor sélido de secao reta circular € feito de um material ndo
magnético homogéneo. Se o raio ¢ = 1 mm, o eixo do condutor posiciona-se
no eixo z ¢ a corrente total na direciio a, € 20 A, calcule: (a) Hy em p = 0,5 mm;
(b) B em p = 0,8 mm; (c) o fluxo magnético total por unidade de comprimen-
to dentro do condutor; (d) o fluxo total para p < 0,5 mm: (e) o fluxo magnético
total fora do condutor.

Resp. 1.592 A/m; 32 mT; 2 uWb/m: 0,5 uWb; cc

7) Potencial escalar e vetor magnéticos
Em nossa trajetdria até aqui, vimos como obter E de uma configuracéo de cargas, e como
obter a intensidade de campo elétrico E a partir do potencial V pela relagdo E = —VV. Vimos
também que a equacdo de Laplace nos permitiu desenvolver um método de obter o potencial
V de potenciais conhecidos. Agora, iremos definir uma quantidade intermediéria que nos
permite obter B (e por extensdo, H). Essa quantidade é definida como o potencial vetor
magnético A (energia potencial por elemento unitéario de corrente), definido como,

VxA=B (28)

que é consistente com a definicdo de V- B = 0, ja que se aplicarmos o0 V - nos dois lados de
(28) iremos obter zero como resultado. O potencial vetor magnético A tem unidade de Wb/m
ou T-m.

Podemos agora encontrar 0 campo magnético a partir do potencial A,
1
H=—VXxA (29)
Ho
E, por sua vez, aplicando V x nos dois lados de (29), temos,
1
VxH=]=—VxVxA
Ho

ou,

1
VXH=—VXVXA (30)
Ho

onde VXV xA=V(V-A)—V?A é uma identidade vetorial. VA ¢é o Laplaciano de A.
Retomaremos esta equacao mais a frente.

Se impusermos a seguinte condigdo adicional,
V-A=0 (31

e usarmos a definicdo de B e a Lei de Biot-Savart, poderemos obter A de uma corrente
conhecida | da seguinte forma,

A—jﬁ”"ld]‘ filament 32
=P 2R (filamento) (32)



Podemos, também, obter uma expressao para A a partir de uma fonte de corrente distribuida,
IdL = KdS

gue no caso de uma circulagdo de corrente por um volume com densidade J, temos,
IdL = Jdv

Com isso, obtemos as seguintes solucdes alternativas para A,

_f HoKdS lAmi (33

=) amw (ldamina) )
d

A= fv ";’LR” (volume) (34)

Assim como no caso eletrostatico (onde definimos um potencial conservativo V), podemos
também definir um potencial escalar magnético Vi que, diferentemente de V, ndo é um campo
conservativo. No caso magnetostatico, vimos que,

VXH=0

%H-szl

mesmo que J seja zero ao longo do caminho de integragdo. Ao darmos uma outra volta
completa no caminho, o resultado aumenta de 1. Porém, se nenhuma corrente € envolvida pelo
caminho, podemaos definir uma funcéo potencial de valor Gnico, tal que,

sempre que J = 0, mas

a
Vinab = — 55 H-dL (35)
b

Exemplo [Hayt Jr]:

1) Considere o potencial vetor magnético em volta de um filamento diferencial, como ilustra
a figura abaixo. O filamento encontra-se na origem no espaco livre, e se estende no
sentido positivo de z de forma que dL = dza,. Utilize coordenadas cilindricas para
encontrar dA no ponto (p, ¢, 2):



Espaco livre

R= p‘“’-‘r::2

» P(p, p,2)

ldL =1dz a,

N

O que se pede neste problema é que encontremos dA, que é a forma diferencial da
equacéo (32), ou seja,

UoldL
dA =
4nR
Temos que,
R =./p?+2z2
dL = dza,
Logo,
Idza
dA _ .Uo Z

- 41,/ p? + z2

Como so temos unitario na diregdo a,, dA4 = dA, = 0. Portanto,

Idz
dA, = Ho

- 4m\/p? + 22

Agora podemos calcular a intensidade de campo magnético, que é obtida tomando-se o
rotacional de (36),

(36)

1 1/ 8dA,
dH=—V><dA=—(— )a¢

_ ldz p
- E(pz + z2)3/2 Ap

que é o mesmo valor que serd obtido por meio da Lei de Biot-Savart.
Agora, vamos retornar a equacédo (30), rescrita aqui por conveniéncia,
1
VxH=H—V><V><A (37)
0

onde Vx V x A =V(V-A) — V2A é uma identidade vetorial. V2A é o Laplaciano de A.

Lembre-se de que em (31) impusemos a condigdo (cuja prova é deixada como exercicio)
deque V-A = 0. Com isso, de (37),



1 1
VxH=—[V(V-A) —V?A] = ——V?A (38)
Ho HUo

Com um pouco de algebra, e com a ajuda do potencial eletrostatico e da equagéo de
Poisson, podemos chegar a seguinte expressao para o Laplaciano de A,

V2A = —p1o] 39)

Assim, substituindo (39) em (38), obtemos a equacdo (16) a partir da definicdo do
potencial vetor magnético A, ou seja,

VxH=]



