SEL 309 Eletromagnetismo

Prof. Dr. Ben-Hur Viana Borges

Campo eletrostatico: Trabalho, Energia e Potencial

Resolucdo dos problemas pares propostos no Capitulo 4 do Hayt Jr, 82 Edigdo

Quiz 3:

1) SuponhaD = 2xya, + x%a, + 6z3a, C/m.
a) Use a Lei de Gauss e calcule a carga total em um cubo de lado a no quadrante positivo
com um vértice na origem.

a a a a a a
Y= Q=_4>—D-nda =ff2aydydz+ff—2(0)ydydz+ff—x2dxdz+
00 00 00

a a a a a a
ffxzdxdz+ff—6(0)3dxdy+ff6a3dxdy
00 00 00

Q = 6a® +a*

Sequéncia de integrais (relativas as faces do cubo): frente, atras, esquerda, direita, fundo,
topo.

b) Sabendo que,

oD, dD, 0D,
= A
¢ <6x + dy + 0z XAV

Use a equagéo acima e encontre o valor aproximado da carga em P(a/2, a/2, a/2).
A equacdo acima € 0 mesmo que,
Q =(V-D)xAv
V-D = 2x + 18z?
Q= (2x + 18z%) x a3
No ponto P,
Q = (a+4.5a®)a® = 4.5a° + a*
¢) Mostre que para a — 0 os resultados em (a) e (b) tendem a concordar.

No limite que a —» 0, Q = a* em ambos os casos, entdo (a) e (b) concordam.



2) Em P(r =2, ¢ = 40°, z = 3) temos que E = 100a, — 200a4 + 300a, V/m. Calcule o
trabalho incremental necessario para mover uma carga de 20 pC por 6 pm:
a) nadirecdo de a,;

dW = —qE-dl
dl = dra, = 6 X 10~ °a,
dW = —(20x 107 C) X (100 V/m) X (6 X 107 m) = —12 nJ
Onde o produto escalar E -dl = 100 V/m

b) na direcdo de ay;
dl = rdgay, = 2dgpa, = 6 x 10 °a,
dW = —(20 x 1076 C) X (=200 V/m) X (6 X 1076 m) = 24 nJ

c) nadirecdo de a,;
dl = dza, = 6 x 10~ %a,
\%
dW = —(20 x 1076 C) x (300 E) x (6 X 10 m) = —36 1]

d) nadiregdo de E;
dl =6 x 10" %ag

100a, — 200a4 +300a, 100a, — 200a, + 300a,
adr = =
E V1002 + 2002 + 3002 374.166

ag = 0.267a, — 0.535a4 + 0.802a,

dW = —(20 x 107¢ C) x (100a, — 200a, + 300a,)
-(0.267a, — 0.535a,4 + 0.802a,) X (6 X 107 m)
dW = —44.9 nJ
e) nadirecdo de G = 2a, — 3a,, + 4a,.
dl = 6 x 10~ %a,

2a, —3a, +4a, 2a,—3a,+4a,

VZr3t e 5385

ag = = 0.371a, — 0.557a,, + 0.743a,

dW = —(20 x 107° C) x (100a, — 200a, + 300a,)
-(0.371a, — 0.557a, + 0.742a,) x (6 X 107° m)

dW = —(1.2x 1071° Cm) x [37.1(a, - a,) — 55.7(a, - a,) — 74.2(a, - ay)
+111.4(ay - a,) + 222.9(a, - a,)]

Agora vocé deve recorrer a relacdo entre coordenadas retangulares e cilindricas, de
onde (checar Aula 1),



a, -a, = cosp
a, -a, = sing
a,-ay = —sing
a,-ag = coso
Logo, e sabendo que ¢ = 40°,

dW = —(1.2 x 10719 Cm) x [37.1(cos¢) — 55.7(sin¢) — 74.2(—sing)
+ 111.4(cos¢) + 222.9(1)]

dW = —41.8 1]

3) Calcule 0 V- D nos seguintes casos:
a) D = (10xyza, + 5x%za, + (2z% — 5xy)a,) em P(-2,3,5);

10 10x?
VD=—240+2+—> =8.96
VA
(-2,3,5)
b) D = 5z2%a, + 10rza, em P(3,-45° ,5);
10 1 (’)D¢ aD 5z%
V-D=—= (D) +-— ~=—+10r = 71.67
ror ¢ r (3,—45°,5)
¢) D = 2rsinfsinga, + rcosfsingag + rcospag em P(3, 45°, -45°).
VD—la(ZD)+ a(D 9) + 9Dy
2oy D)t e ag Pesb) + e 5

cos (20)sin sin
VD = 6sinfsin¢ + (,) ¢— _¢ =-2
sin sind | (3 450,—45°)




Solucéo dos problemas pares do Hayt Jr:

Capitulo 2:

2.2 Cargas pontuais de 1 nC e —2 nC estdo localizadas no espago livre em (0, 0, 0) e (1, 1, 1),
respectivamente. Determine o vetor forca que age sobre cada carga.

A forca F; em uma carga Q; devido a uma carga Q; é dada por (ou seja, de 2 para 1):

F, = &am (leia — se,indo de Q, para Q,)
ry; rn—-r, (0-1a,+((0-1a,+((0-1a, a, +a, +a,
dp1 = = = = —
2 Iyl I =y VIZ+ 12 + 12 V3
(I1nC) x (—2nC)| ay+a,+ az] 2 (nC)?
| = — |- = (ay +a, +a,)
4mey(V3) V3 4meo3V3

F, = 3.464(a, +a, +a,) nN

A forca F, em uma carga Q: devido a uma carga Q: € dada por (ou seja, de 1 para 2):

) = Ql—QZZalz (leia — se,indo de Q4 para Q,)
4meory;
P r,-r, (1-0a,+(1-0a,+(1-0)a, a,+a,+a,
a = = = =
P el ey — VIZ+ 17 + 12 V3
1nC) x (—2nC)/a, +a, +a 2 (nC)?
F2:( ) ( > )(x y Z>= ( ) (ax+ay+az)
4mey(V3) V3 47‘[603\/_

F, = —3.464(a, +a, +a,) nN

2.4 Oito cargas pontuais idénticas de Q C estdo posicionadas nos vértices de um cubo cujo lado
tem comprimento a, com uma carga na origem e com as trés cargas mais préximas em (a, 0, 0),
(0, a, 0) e (0, 0, a). Encontre uma expressdo para o vetor da forca total na carga em P(a, a, a),
considerando o espagco livre.

Sabemos que a forga em uma carga Q, devido a n cargas é dada por:

F1=—321+ a31+ a4
4egrh ATegrd e rh ~ 4rme,

Q10 Q103 Q104 ) z Qx ak1 )

Assim, para uma carga Qp localizada em P(a, a, a), temos (resolvendo da forma mais geral
possivel):



_ Qp0y QrQ; 4 % + QpQs A+ Qp0s

P amegrt M T dmegrt TP dmegr?, T amegrl T Amegrd
QrQs QrQ;

A 2 deP T 5

4megrp ATegTsp

Qr Q1 Q2 Qs Q4 ds Qs Q7

p=r——|Zawrt ZaptFapt FaptaptFap +5ap
dmeo [1p 2p T3p 4p U3 6P T7p

F 5P

rp—1; (a—0)ay+(a—0)a,+ (a—0)a, aa,+aa,+aa, a,+a,+a,

Ap = = = =
Y rp -1 va? + a? + a? a3 V3
. Tp—T; (a —0)a, + (a—a)a, + (a—0)a, _aaytaa, ay+a,
2P T rp — 1y va? + a? a2 V2
aes = rp—13 (a—a)ay+(a—0)a,+(a—0)a, aay+aa, a,+a,
7 rp — 13 va? + a? a2 V2
S rp—1, (a—0)ay+(a—0)a,+(a—a)a, aa,+aa, a,+a,
P e — 14l va? + a? a2 V2
4 = Tp—T5 (a—a)ax+(a—0)ay+(a—a)az_aay_a
T rp — sl Va? a Y
rp—1¢ (a—0)a,+(a—a)a,+ (a—a)a, aa,
a = = =—=2a
F  rp — 16l Va? a N
rp—r; (a—a)ay+(a—a)a,+(@a—-0)a, aa,
a = = =—=2a
T va? a z
Assim,
Qp [ ay +ay,+a, a, +a, a, +a, ay +a, a, a,
Fp= +Q +0Q +Q + Q52+ Qg—
P 4ne a?3v3 42242 > a22v2 Y a22v2 5 a? ®a?
aZ
+ 0

Como as cargas sdo iguais,

2 ra,+a,+a, a,+a, a,+ta, a,ta
Fp= QZ [x y z X z+ y z x y+ay+ax+az]
4ma’e, 3v3 2V/2 2v2 2V2

Fr = [ s s )+ (ot ot 1)
= a a
P ana?eo I\3v3 ' 2vZ 22 *T\3v3 2v2 2V2 Y

1 1 1
+( + + +1)a]
3W3 2V2 22 ’
F—Q2(1+1+1)[+ +a,|
P 4na2e, \3v3 V2 ATy T

1902
P 4maze,

[ay +a, +a,]



2.6 Duas cargas pontuais, de valores iguais a ¢, estdo posicionadas em z = +d/2. (a) Encontre o
campo elétrico em qualquer ponto sobre o eixo z; (b) encontre o campo elétrico em qualquer
ponto sobre 0 eixo x; (c) repita (a) e (b) se a carga localizada em z = — d/2 possuir valor — ¢ em
vez de +q.

__Q .
4megr? T
r—r

a, = —
N e

O campo elétrico total é igual a soma dos campos elétricos (lembre-se de que r’ é onde a carga
esta posicionada, e que r é um ponto arbitrario onde queremos observar o efeito), logo

Q1 Q2

ET = aq +
Ameyry 4TE(TS,

a) Sobre o eixo z:

' za da z d
r—r z 99z 2
) ey
2772 2
r—r zaz+%az z+%
A = T az; = a,
e (erg) (+9)
q q
Er = sa; + >a,
4meg (Z—i) 4meg (Z+7)
q 1
ET=47TEO d > 4 > a, V/m
(2-3) (2+3)
b) Agora sobre 0 eixo x:
d
_I‘—l" Xay 732
A [r —r'| d2
x2+T
B r—r _xax+7az
a2 [r —r’| d2
x2+T
d
q Xay —5a, q xay +5a,
Er= , , d? , d2 + , , d? ’ d2
47T€0 (x +T) x2 _|_T 4‘7T€0<x +T) x2_|_T
q
Er = i [2xa, + 0a,] V/m
4-7T€0(x +T



q Vv
Er = 2xa, - ao longo de x

o\ 3/2
4te, (xz + d—)

4

c) carga localizada em z = — d/2 possui valor —q
Podemos usar o que ja foi calculado em a) e b), e inverter o sinal da carga em z=-d/2, logo,

Sobre o eixo z:

1 q q
i a, V/m

E+ =
s (242

Sobre 0 eixo X;

d d
; q Xay —5a, q Xay +5a,
T= -
d? , 2 d? 2
4‘7TEO (xz + T) xZ + dT 47'[60 (xz + T) xZ + dT
E; = 4 Oa, — da,] V
T — dz 3/2 [ Ay — aZ] /1’1’1
41e <x2 + T)
Ep = 94 v longo d
T=— = 3723z = ao longo de x
41e, (xz + T)

2.10 Uma carga de —1 nC esté localizada na origem, no espago livre. Qual carga deve ser inserida
em (2, 0, 0) para fazer com que E, seja zero em (3, 1, 1)?

Supondo que Q1 = -1 nC em (0,0,0) e que Q. em (2,0,0) seja a carga desconhecida, e 0 ponto
P(3,1,1) seja onde o0 campo E,, deve ser zero.

A posicéo da carga de referéncia sempre fica em r' = aa, + ba,, + ca,

Enquanto o vetor onde queremos avaliar o efeito fica em r = xa, + ya, + za,. Assim, como
gueremos o efeito no ponto P, temos que,

r=3a,+ay,+a,

Novamente, temos que o campo elétrico total devido as duas cargas é dado por,

Q1 Q2
ET = 2 > a; + 2 d;
TEGTS 4megry
Que avaliado no ponto P tem resulta em,
Q1 Q2

Ep=———a;p+——ay
ATeyrs 4TENTE



r-r (B-0a,+(1-0)a,+(1—-0a, 3a,+a,+a,

a;p = = =
e V32 12 + 12 V11
r-r (3-2)a,+(1-0)a,+(1-0)a, a,+a,+a,
a = = =
e VIZ + 12 + 12 V3

E. — (—=1nC) 3ax+ay+az+ Q; ay+a,+a,
P 4me,(11) Vil 41€4(3) V3

Como E, é zero em (3, 1, 1), tomamos a componente em X da equagdo acima e a igualamos a
zero. Logo,

(=1nC) 3 N Q2 _0

dmeo(11) V11 4me,(3V3
_ (-1nOW3

Q, = s A 0.427 nC

2.14 Um feixe de elétrons em determinado tubo de raios catddicos possui simetria cilindrica, e a

densidade de carga é representada por p, = — p2+'10_8 pC/m3 para0<p<3x10“mep, =0
para p > 3 x 10 m. (a) Determine a carga total por metro ao longo do comprimento do feixe.
(b) Se a velocidade do elétron é de 5 x 107 m/s, e com um ampeére definido como 1 C/s, encontre

a corrente do feixe.

a) Para encontrarmos a carga total, temos que integrar a densidade ao longo do comprimento do
cilindro, tal que

3x107%

1 f2m ~3x107% —01 1
= ————pdpdpdz = —0.2 (—)l 241078 = 0.17ln(10
o=| [ | rrigmedededz = —02n(3) mGo? + 10 nin(10)

Q =-0.23r pC/m

b) Calculando a corrente do feixe,

Da definicdo de corrente, temos que

carga

Corrente = X v

Como a velocidade do elétron é v = 5 x 107 m/s, e sabendo que 1 Ampére de corrente ¢ igual
a1l Cl/s, temos,

Corrente = 1 = (—0.23m pC/m) X (5 x 107 m/s)

C
[ =—11.57 x 10° p? = —11.5m uA

2.18 (a) Determine E no plano z = 0 que € produzido por uma linha uniforme de carga p;,, que
se estende ao longo do eixo z na faixa —L <z < L em um sistema de coordenadas cilindricas.
(b) Se a linha finita de carga for aproximada por uma linha infinita de carga (L — «), qual é
oerro percentual em E, se p = 0.5 L? (c) Repita (b) com p =0.1 L.



a) Sabemos que,

L'p,dz r—r

E= —_—
_4mey Ir —r'[3

O plano z = 0 significa qualquer lugar no plano xy, portanto, 0 nosso ponto de observacao &,
r=pa,

Por outro lado, nosso diferencial de carga se encontra ao longo do eixo z, assim,
r' = za,

Portanto,

r—r pa, — za,
Ir =1 (p? + 22)3/2

. fL pdz pa,—za,  p, (" (pa, — za,)dz
LAmeg (p% +22)3/2 4Amey ), (p? +22)3/2

Resolvendo a integral, note que a componente em za, dara zero por conta da simetria. Logo,

L dz
E pLp J'

= —-a23 —_—
dmey P J_ (p? +22)%/2
Tomando apenas a magnitude de E, ou seja, a componente E,,,

L
PL PL 1

L
.  2meop [p2 + 12 2mEgp n (p)z

PLp

z
E =
P 4me, 02/p? + 22

b) Linha infinita (L — o), calcule o erro percentual em E, se p = 0.5 L
Nesse caso, da equacdo acima, temos (fazendo L — ) :

PL

P~ Zmegp

Assim, o erro % torna-se (tomando-se o resultado em (b) como referéncia):

g0 _ @ 1
Erro% = %‘ x 100 = |1 - ———[x 100
E 2%
g 1+(7)
Parap=05L,
1
Erro% = |1 - ————=——x 100 = 10.56%
0.5L
1+ (=)

c) Repetindob) parap=0.1L



Erro% = |1 —

L

]lx 100 = 0.496%

Que conclusdes vocé tira desses resultados?



Capitulo 3

3.2 Um campo elétrico no espaco livre é dado pela seguinte expressdo: E = (5z2/gy)a, V/m.
Determine a carga total contida no interior de um cubo centrado na origem e com lado de 4 m,
no qual todos os lados sdo paralelos aos eixos coordenados (e, em consequéncia onde cada lado
intercepta um eixo em 2).

Q:fD-dszsofE-ds

522
Q =£0f£—az-ds=j€522az-d8
€o
Tomando os seis lados do cubo, temos
2 2 2 2 2 2
Q= f f 5z%a, - a,dydz + f f 5z%a, - (—a,)dydz + f f 5z%a, - aydxdz
—-27-=2 —2J=2 —-27=-2
2 2 2 2
+f f 5z%a, - (—ay)dxdz+f f 5z%a, - a,dxdy
—2J-=2 —2J-=2
2 2
+f f 5z%a, - (—a,)dxdy
-2J-2

Observe que nos pontos indicados em amarelo nas integrais, o resultado do produto escalar é zero.
Assim,

2 2 2 2
Q =f f SZZaZ-adedy+f f 5z%a, - (—a,)dxdy
—2J=2 -2J=2
Tomando z = 2, temos,
2 2 2 2
Q =J f 5(2)2az-azdxdy+f f 5(2)%a, - (—a,)dxdy
—2J-2 -2J-2
Q=0

3.4 Um campo elétrico no espaco livre é E = (5z3/55)a, V/m. Encontre a carga total contida
no interior de uma esfera de raio igual a 3 m, centrada na origem.

De novo, da Lei de Gauss, temos que,

Q:fﬁD-dS:eong-dS

5z3
Q =eojg—az-ds=j£523az-ds
€o
dS = r?sinfdfdga,
Q= 3§ 5z3a, - r?sinfdOdga,
Da Aula 1 (ver primeira Tabela), temos que a, - a, = cosf, e que z = rcosf = 3cosf. Assim,

Q= % 5(3)3cos3 0 (3)%cosOsinfdOdep = 1215 § cos* 0 sinfdfd¢



2w T
Q= 1215f f cos* 6 sinfdOd¢
o Jo

=972r C
0

T 5
cos”> 0
Q =1215x (271)[ cos* 0 sinfdf = —1215 x (2m) X < z >
0

3.6 No espago livre, uma carga volumétrica de densidade constante p,, = p, existe na regido —oo
<X <o, —00<y<owe—0/2<z<d/2. Encontre D e E em todos 0s pontos.

O problema nos indica que os campos sdo uniformes em x e y para um dado valor de z, e tém
direcdo ao longo de z. Além disso, sua geometria sugere que a superficie Gaussiana especial é
retangular. Assim, podemos supor uma superficie Gaussiana limitada por,

—-1<x<l,-1<y<le—-d2<z<d/2

fv,-as= [[] i

Trabalhando o lado esquerdo (LE) da equag&o acima,

1 rd/2 1 d/2 1 rd/2
LE = f f D,a,-a,dydz + f f D,a, - (—a,)dydz + f f D,a, -aydxdz
-1 -1 -1

-d/2 -d/2 -d/2
1 1 1 1
+ f f D,a, - (—ay)dxdz + f f D,a, - a,dxdy
—1J-1 -1J7-1

1 1
n f f D,(~a,) - (—a,)dxdy
—1J-1
1 1 1 1
LEzf jDZaZ-azdxdy+f fDZ(—aZ)-(—az)dxdy
—1J-1 —1J-1

1,1
LE = Zf .f D,dxdy
-1J-1

Como D, é constante dentro desse volume,

1 .1
LE = 2sz f dxdy = 8D,
-1J-1

Agora o lado direito (LD),

z 1 1
LD = f f f podxdydz
-zJ-1J-1

z 1 1
LD = pof f f dxdydz = py(2z X 2 X 2) = p8z
-zJ-1J-1

Igualando LE=LD,
8D, = py8z

D, = poz



D =pyza, C/m? para —d/2 < z < d/2

D PoZ
E=—=—a, V/m para —d/2 < z < d/2
€ %o

Para a regido onde z > |d/2|, temos

a2 1 (1
LD = pof f f dxdydz = po(d X 2 X 2) = po4d
-d/2J-17-1

Como o lado esquerdo ndo muda, igualando LE=LD,

8D, = pyad
d
Dz = pOE

d C
D= 'DOEaZF para z > d/2

d C
D= P05 A paraz < —d/2
D pd V
E=—=——a, —para z> d/2
& 2& m
D pod \%
E=—=—-——a, —paraz< —d/2
o 26 " m

3.10 Um cilindro dielétrico, infinitamente longo, de raio b, contém carga no interior de seu volume
de densidade p,, = ap?, onde a é uma constante. Encontre a intensidade de campo elétrico no
interior e no exterior do cilindro.

O ponto de partida para resolver esse problema é a Lei de Gauss, porque ela permite relacionar a
intensidade de campo elétrico com a carga envolvida. Assim,

o005 = [[[ ot
coffas = [[[ ot

Como ja vimos anteriormente, a simetria do problema nos diz que teremos apenas a componente
radial, E = E,a,. Logo, supondo um cilindro de comprimento L para p < b, temos,

L p2m L 21 p
Sof f E,a, -a,pd¢dz = f f f ap?pdpdpdz
0 YO 0 J0 0

L (27 L f2m (p
Epfof f ar-arpd¢dz=af f fp3dpd¢dz
0 Jo 0oJo Jo
4

E,eop(2mL) = a% (2nL)

Sabendo que D = &;,E,



3
Epeg = a—

4
_ap’
P 4,
ap® o
E=-—a, valido para p < b.
4e,

Para encontrarmos E no exterior do cilindro ( p > b),

L 21 L r2n b
Epeof f ar-arpdqbdz:af f fp3dpd¢dz
0 Jo 0oJo Jo
b4-

E,eop(2mL) = ar (2nL)

b4

E =a—
pEop =a—

ab*

3.16 Uma densidade de fluxo elétrico é dada por D = Dya,,, onde D, € uma constante conhecida.

(@) Que densidade de carga gera este campo? (b) Para o campo fornecido, qual carga total esta

contida no interior de um cilindro de raio a e altura b, onde o eixo do cilindro corresponde ao eixo
z?

a) Densidade de carga:
Uma vez que conhecemos D, podemos usar a primeira equacao de Maxwell para obtermos a
densidade de carga, ou seja,

V-D=p,
Assim,
py=V-D= li(pDo) _D C/m?3
pdp p

b) Carga total no cilindro:
De novo, da Lei de Gauss, sabemos que,

§ho,-ds = ([ pav = Qe

Podemos usar qualguer uma das duas integrais acima para calcular a carga envolvida. Assim,

e

b 2w ra DO
Qenv = f f f — pdpdepdz = 2mabD, C
oJo Jo P



Ou também,

b r2m
Qenv = #‘ D;-dS = J;) fo DOap ) apad¢dZ = 2mabDy C



Capitulo 4

4.2 Uma carga pontual positiva, de intensidade qi, repousa na origem. Deduza uma expressao
para o trabalho incremental realizado para mover uma segunda carga pontual g, por uma distancia
dx da posicéo inicial (x, y, ) no sentido —a,,.

dW = —q,E;, - dl

Onde E;, € o campo elétrico devido a q; avaliado na posicéo de .
dl = —dxa,

Em coordenadas esféricas,

_ Tq2q

dw =
Ameyr?

a, - (—dx)ay

comr? = x? +y%2 + 22, a, - a, = sinfcos¢. Logo,

q2q1 Jx% +y? x q2q1xdx

dmeg(x? +y? +2°) \[x2 + y2 + 22,[x2 + y2 X T dme, (2 + y2 + 22)3/2

Onde o termo em amarelo vem de siné, e 0 azul de cos@, ou também da relacdo x = rsinfcosd.
Ver tabelas da Aula 1.

4.4 Um campo elétrico, no espaco livre, é dado por E = xa, + ya, + za, V/m. Determine o

trabalho realizado para deslocar uma carga de 1 pC através deste campo (a) de (1, 1, 1) para (0,
0,0); (b)de (p=2,¢9=0)para(p=2, ¢ =90°); (c) de (r=10, 6 = 6p) para (r=10, 6 = 6, + 180°).

a)de (1,1, 1) para (0, 0, 0)

0 0 0
W=_qu.dlz—10‘6lfxdx+fydy+fzdz‘=1.5u]
1 1 1

b) de (p=2, ¢ =0) para (p =2, ¢ =90°)

Primeiro vamos definir o caminho incremental, em coordenadas cilindricas (estamos andando
apenas em ¢):

dl = pdoagy
/2

W =-10"° f (xa, + ya, + za,) - pdgay
0

Das tabelas da Aula 1, temos que:
a,-ay = —sing a,-ag = cos¢ a;-ap =0
X = pcos¢p = 2cos¢p y = psing = 2sin¢g

Assim,



/2
W =-10"° f [—(2)2cospsing + (2)%cospsingldep = 0
0

c) de (r =10, 8 = 6y) para (r = 10, 6 = 6, + 180°)

Estamos andando apenas em ag, em coordenadas esféricas, logo

dl =rdfag
Go+m
W =-10"° f (xa, + ya, + za,) - rdfag
6o
a, - ag = cosOcose a, -ag = cosBsing a,-ag = —sinf
x = rsinfcos¢ = 10sinfcos¢ y = rsinfsing = 10sinfsing Z = rcosb

Fazendo as substitui¢des, temos,

90 +m

W =—10e"° f (10)?[sinfcos6 cos? ¢ + sinBcosb sin? ¢ — cosfsinh]dO = 0
o

4.6 Um campo elétrico, no espaco livre, € dado por E = xa, + 4za, + 4ya, V/m. Dado V(1, 1,
1) =10V, determine V(3, 3, 3).

Da definicdo de potencial, temos que,
3,3,3

V(3’3'3) - V(l,l,l) = — f (xax + 4Zay + 4yaz) * (dxax + dyay + dZaZ)
1,11

3

3 3
V(3’3’3) - V(l,l,l) = - dex + f 4'Zdy + 4‘de
1 1 1

Atencdo: veja que vocé tem que definir o caminho a ser seguido.
Assim, moveremos ao longo de x partindo de x=1 para x=3.

Ao longo de y partindo de y=1 para y=3. Veja que o integrando em y € func¢do de z. Portanto,
fixamos valores de x e z (nesse caso, tome x=3 e z=1).

Ao longo de z (mesma coisa aqui) partindo de z=1 para z=3, fixando x=3 e y=3.
Veja se outro caminho é possivel.

Continuando, temos,

3 3 3

V(3,3’3) - V(l,l,l) = — fxdx + J‘l’(l)dy + J 4’(3)dZ = _36
1 1 1

Assim,



V(373'3) = —36 + V(l,l,l) = —36 + 10 - —26 V

4.8 Dado E = —xa, + ya, V/m, (a) calcule o trabalho envolvido no deslocamento de uma carga

unitaria positiva por um arco circular do circulo centrado na origem, de x = a até x = y = aV/2;
(b) mostre que o trabalho realizado no movimento da carga ao redor do circulo inteiro de x=a é
zero.

a) Como a ideia é mover ao longo de um arco, entdo podemos definir esse caminho de ¢ = 0 a
¢ =m/4.
Assim,

/4 /4

W=—fE-dl:—f E-ad¢a¢:—f (—xa, +yay) - adga,
0 0

/4

W=—f (—xa,-ag +ya,-a,)-ade
0

Das tabelas da Aula 1, temos,

a,-ay = —sing a,-ag = cos¢p X = acosg y = asing
Assim,
T T
3 4 T
aZ 4 2
W= —f 2a’singcospdp = —f a?sin(2¢) d¢ = 7cos(2¢) ===
0 0 0

b) Nesse caso temos que,

21

a2
W= —f a?sin(2¢) d¢ = 7cos(2¢)

0 0

2

=0

4.10 Uma esfera, de raio a, contém uma densidade superficial de carga de pso C/m?. (a) Determine
o0 potencial absoluto na superficie da esfera. (b) Uma casca condutora aterrada, de raio b, onde b
> a, é agora posicionada ao redor da esfera carregada. Qual é o potencial na superficie esférica
interna neste caso?
a) Da equacéo do potencial temos que,

a

a
Vz—fE-dl:—fE-ardr

o)

Da Lei de Gauss, temos,



apPso
€o

\'

[ee]

a
2 a
.[ dr = a‘pso|
a,- = =
sorz g
[oe]

b) A esfera externa esta aterrada. Com isso, s existe campo entre as superficies a e b, sendo que
0 campo é zero para r > b. Logo,

2 2 a
a”pPso a~pPso
V=- — ar" ardr = =
EgTr

azpso[l 1
EoT b

€o

a b

4.12 Em coordenadas esféricas, E = 2r/(r? + a®)? a, V/m. Calcule o potencial em qualquer
ponto, usando a referéncia (a) V = 0 no infinito; (b) V=0em r=0; (c) V=100 Vemr =a.

a) Como V = 0 no infinito, temos que

V() = 2rdr +C= 1 +e
r (r2 + a2)2 " r2 4q?

Quando r — o, C =0, logo,

V) = ———
() r2 + a2

b) V=0em r=0.Podemos partir da derivacdo acima,

1
V(0 ———+C=0
©) =57
C:—E
Logo,

1 1 r2
r2+a2 a?  a?(ri+ a?)

V(r) =

c)v=100Vemr=a.

1
|74 =—+C =100
(@) a? + a?

C =100 !
- 2a2

Assim,



I T ikt
r2 4+ a? 2a? _2a2(r2+a2)+100 v

V(r)



