Disciplina: 0313320 - Métodos Numéricos Aplicados a Engenharia Civil

Curso: Engenharia Civil

Horario: Tercas-feiras das 15h00 as 16h40 e sextas-feiras das 13h10 as 14h50
Data: 24/11/2023

Assunto: Notas de Aula - Equacdes Diferenciais Ordinarias

Problemas de Valor Inicial (PVI)

O objetivo é resolver numericamente o Problema de Valor Inicial (PVI) para equagdes
diferenciais de 12 ordem:

y'(x) = f(xy)

y(a)=n S

PVI {

- d
emquea <x <b,—o <y < ococoma eb finitos e y'(x) =£.
A solucao desse problema é uma funcdo continua e derivavel.

Note que, f em (1) pode ser uma fungao qualquer (linear e nao-linear).

Teorema (Existéncia e Unicidade): Assumindo que:
a) f(x,y) seja definida e continua em D definida por

Xo=a <x <b,—0<y< o

com a e b finitos.
b) Existe uma constante L (constante de Lipschitz) tal que, dados (x, y) e (x, y*) em 0, vale:

lfCoy) = fOoy)<Lly— vyl

Observacio: A condicdo inicial y(xo) = n é arbitraria.
A demonstracao do teorema de Existéncia e Unicidade pode ser encontrada em
“Henrici, P. Discrete Variable Methods in Ordinary Differential Equation, John Wiley S. Sons. 1962".

O objetivo em resolver PVI (1) é encontrar y numa sequéncia {x, } definida como:

_ (b-a)

Xp=X9+nh, n=01.., N -

na qual h é o tamanho do passo (h = Xj4q — xj).



Interpretacao Geométrica:

Ay
v v(x) - solucdo exata
*
* Ay (x)
* |
*
*
n
: X
Xo=a X X, >
Yn = ¥ (%n)
fo = fCn, yn)

A sequéncia de valores {y,}, a qual aproxima o PVI (1) nos pontos de discretizacio {x,},
constitui uma solu¢do numérica do PVI (1). Geralmente, pode-se considerar o PVI (1) como um
sistema de m equacgdes de 12 ordem, em que y, f e n representam vetores com m componentes.
Assim,

{Y(x) = F(x,Y(x))

Y(xO) = T’ )
em que
Y1 fi(x,y) Zl
v=("7 Fxy) = | 20 e n=|:
: : .
Ym fin () "

Reducdo de uma equacdo de ordem elevada a um sistema de equagdes de 12 ordem

Seja equacao
y™ = fyy, ., y™)
com as condig¢des iniciais:
y@ =y®(a) =1,
yP(@) =m
y@(a) =,

Y™ (@) = Ny



Definindo-se a mudanga de variavel:

yi=y=y9
y, =y =yW
vz =y; =y@
: (2)
Vm-1 = Ym—p =y
Ym = Ym-1 =y
Vi1 = Y = y™
De (2), tém-se:
Yi=Y2
yé =3

yrln—z =Ym-1
Ym-1= Ym

yrln =Vm+1 = y(m) = f(x:yp}’z, ;ym)
[sto constitui um sistema de m equagdes de 12 ordem com condig¢des iniciais dadas por

yi(a) = 1o
y2(a) =,

Exemplo1:y"' = —y" +y

y1=y r
.=y =y Y1 = )2
ys=y;=y" , 2T
Ve =yh=y" Y3 =—Y3+t)1

Métodos Lineares de Passos Multiplos
(Métodos de k - passos)

Definicao: Um método linear de Passo Multiplo é definido por
Ak Yn+k T A-1Yn+k-1 + -+ QYn = MBrfori + Br-1fnrk-1 + - + Bofnl 3)
ondeaje f;,j =0,1,..,k sdo constantes reais e h € o tamanho do passo.

Tem-se ainda que (3) pode ser dado por
k

k
Z AjYnyj = hZ Bjfn+j
=0

j=0 J



ou
k k

z AjYn+j —h ) Bifusrj = 0.
j 0

j=0 j=
Observacdo: Seja a, = 1. Como f; = f(x;,y;) entdo
a) Se S # 0, o método é implicito;

b) Se B, = 0, o método é explicito.

Exemplo 2: Considere a equagao

h
Yn+2 + Yn+1 — Zyn = Z [f(xn+2: yn+2) + 8f(xn+1' yn+1) + 3f(xn' yn)]-

Tem-se que

k=2

a, =1 B, = 1/4 - Implicito
a, = 1 Bl =2

ay = —2 Bo = 3/4

Exemplo 3: Considere a equagdo

h
Yn+2 = Yn+1 = § [3fn+1 - an]

Tem-sequek =2e

a, =1 B, = 0 — Explicito
al = _1 ﬁl = 1
ay =0 ,30:—2/3

Exercicio 1: Considere agora, a seguinte equagao:
1 1 3 h
Yn+a T Zyn+3 - Eyn+2 - Zyn+1 = g [19fn+3 + 5fnsal-

Analise o método se é explicito ou implicito. Justifique!

Derivacao de M.L.P.M por Série Taylor

Desenvolvendo em série Taylor a fungdo y(x + h) tem-se

Y+ R =y + 2y () + Ly () + 0(h?) @



Truncando a série no termo de h?:
yx+h) =yx)+hy'(x) ou y(x,+h) =y, +hy'(x,)

em que, o erro de truncamento local é O(h?).
A partir dessa aproximacao, define-se:

Yn+1 = Yn t hfn, n=0,1,..

que é chamada de Método de Euler.
Neste caso k = 1 (método de 1 passo), onde

a; =1 B1 = 0 - Explicito
CZO == 0 ﬁo == 1

Desenvolvimento agora,
h , %z ., h3
:V(xn_h) :yn_ﬂy (xn)+zy (xn)_;y (xn)+"' (5)

e, fazendo (4) - (5), obtem-se

h3
Y+ h) =y e = h) = 2 hy' Gen) + 577" () + -

Truncando esta série no termo h3, tem-se:
y(n +h) —y(x, —h) = 2 hy'(x,)
Assim,
Yn+1 = Yn-1 = 2hfyy = f(Xn, ¥n)

Considerando n = n + 1, chega-se na seguinte expressao:

Yn+z — Yn = 2hf (Xn41, Yn+1)

Neste caso, tem-seque k = 2 e

a, =1 B, = 0 = Explicito
a; =0 B =2
a, =—1 Bo=0

Essa derivacio é chamada de Regra do ponto médio cujo erro é O(h3).



Exemplo 4: Seja o PVI:

' 1

{y (x) = xy /s ) x € [1,2]
y() =1

Resolver numericamente usando o método de Euler e comparar com a solugdo analitica: y(x) =

(x2+2)3/2
3 .

Solucdo: Sabe-se que f(x,y) = xy1/3. Tomando-se N = 10, tem-se que h = b%a =0,1.

Logo,
— — _ 1/ _
Tl—(), yl_y0+hf(x0)yo)—1+0,1(11 3)_11

n=1, y;=y +hfC,y)=11+01(11-11")=1214
n=2, y3=y,+hf(xzy;) =1214+01(1214 (1214)"3) = 1.342

Xn 1.0 1.1 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 (19 |20
Vn 1.0 11 1.214|1.342|1.485|1.645|1.822|2.017 |2.238 | 2.467 | 2.724
Ve(xn) 1.0 1.187|1.2281.364|1.517 | 1.686|1.8742.081|2.308 | 2.557|2.828
2.8 . . w
i "Bempiol Numerco Fuker o6+
24 .
22 .
o
) 18 -
16| -
14+ .
12 -
11 1I2 1|4 1‘5 1‘3 2

Exercicio 2: Repetir o exemplo numérico usando a regra do ponto médio. (Pegar um ponto do
P.V.I. e 0 segundo de Euler).

Exercicio 3: Considere o PVI:

(o) = 1
YO =1 ran20) | refod]
y(0) =0
cuja solucdo exata é dada por y(x) = tan™1(y).
a) Resolva o PVI pelo método de Euler. Tome N = 5e N = 10 e compare.
b) Resolva o PVI pelo método do Ponto Médio e, compare com os resultados do item a).



Ordem de precisao de um M.L.P.M.

Motivacdo: Dentre os M.L.P.M. de 12 passo, qual é o mais preciso, isto é, qual possui o menor erro
de truncamento local?

Yn+1 T @Yn = hf1fni1 + hBofn-
Sabe-se que fr1 = f(xp + A, ¥, + h) € f = f(xn, yn)- Logo,
y(xn + h) + agy(x,) = hp1f(xn + h,yn + h) + hBof (X, Vi)

= y(x, + h) + agy(x,) — hpy f(xn + R, y(xn + 1)) — hBo f(xn, y(x,)) = 0. (6)
y' (xn+h) y! (xn)

Desenvolvendo (6) em série de Taylor em torno do ponto x,, obtém-se:
2

h
yC) + hy'(en) + 275" () + 0 | + a0y (xn) — Ry
— hBoy'(xn) = 0.

h2
Y () + hy" () + ory" G + l

ou ainda,

1 1 1
Rus = (1 @)y(ea) + h(1 = fy = Bo)y'Ce) + B2 (5= B2 )" Ce) + % (¢ = 581 ) v ()
+ 0(h*) = 0.

O objetivo é que R,,;; = 0, para isso,
l1+tag=0=>a,=—1;

1—Bo— B =0=By=1/y;
1/2—,31:0:‘[31:1/2'

Assim, chega-se no seguinte método:

h
Yn+1 = Yn = E(fn+1 - fn)

conhecido como Regra do Trapézio, em que:

1

1 nr
Rusr = (3= 3) 139" (xa) + 0(h*) = O(K).
Portanto, R,,;; = 0(h®) com constante do erro — 11—2

Seja
K K

Z AVn+j = hZﬁj fr+j-
=0

Jj=0

Definicao: (Operador de diferen¢a £ associado aos M.L.P.M.) O operador linear de diferenca £,
associado a um M.L.P.M,, é definido por:



Mw

L[y(x); h] [a;y(x + jR) — h(B;y (x + jR)],

j=0

em que y(x) é uma funcdo arbitraria, ndo necessariamente solucdo do PVI e continuamente
diferenciadvel em [a, b].
Expandindo y(x + jh) e y'(x + jh) em série, obtém-se:

ClyGosh]
k
ih 2 h 3
=y ey + Gy + By |
=0
§ :
-1y |y + 0+ 0 + By 4

= [a,y(x) — hB,y' (x)]j=0

h? h3
+ |y (y(x) + hy'(x) + 7y”(x) + gy”’(x) + o )

hZ
—hp, <y’(X) +hy" () + 5y + - >l + [l + o+ [ =1
j=1

kh)? kh)3
( ZI) y"'(x) +—( 3!) y" () + )

+ |y (y(x) + khy'(x) +

kh)?
— hpy <y’(x) + khy" (x) + %y’”(x) + - )l
! ik

a +2a; + -+ kay — (Bo + B1+ -+ Bi)

C1

y'(x)

= <a0 +a; +---+ak)y(x) +h

Co
1 22 k?

+ h? S0t oyt oy - By + 2B+ -+ kBi) |y (x) + -

C2

2(q-1) k(a1

1 24 k4 .3 -
2 (g —1)!

1
ha|= ll ety — [ ——— il
M TR TR T <(q—1)!ﬁ1+(q—1)!
Cq

.Bk> y@D(x) + -

Entdo o operador £ fica,
LIy () h] = c,y(x) + heyy' (6) + h2cpy" (x) + -+ hcgy @ (x) + -

Definicdo: (Ordem de precisdo ou simplesmente ordem). O operador L[y(x); h] tem ordem q
se:
Co=¢==¢;=0ecq1 #0

O termo ¢y, € a constante do erro.



Exemplo 5: Determinar a ordem de precisdo e a constante do erro da regra do Ponto Médio:
Yn+2 = Yn = 2hfnsq

Solucdo: Tem-se que k = 2 e
a, = 1 ﬁz = 0
al = 0 ,81 == 2
ay = -1 ﬁo = 0

Logo,
C0:a0+a1+a2:_1+0+1:0

Cl=a1+2a2—ﬁ0—ﬁ1—ﬁ2=0+2—0—2—0=0
C2:O

(3 = 1/3

Portanto,aordem é q = 2 ecgyq = €3 = 1/3.

Exercicio 4: Determinar a ordem de precisdo e a constante do erro da regra do Trapézio:

h
Yn+1 —Yn = E [fn + fn+1]-
Exercicio 5: Considere o método:

Yn+z — Yn = 2hfniq

y'(x) =1
y(0)=0
a) Resolver numericamente o PVI.

b) Calcule a ordem de precisao e a constante de erro.

para resolver o PVI: { , cuja solucdo exata é y(x) = x.

Definicao: (Erro de truncamento local) O erro de truncamento local em x,,,; de um M.L.P.M. é
definido como sendo a expressdo L[y(x,): h] onde £ é o operador de diferengas associado e y(x)

é a solucdo tedrica do PVI: {y () = fx y).
y(xo) = ¥o
Notacdo:
k k
Tsse = R = LY R] = Y (e + ) = h Y f;y'Cou + jh).
j=0 =0

Hipotese: Assume-se que erros de truncamento anteriores sao desconsiderados, isto é,



Yn+j = Y(xn+j)

, j=012,..,k—1
Vn+k * y(xn+k) J

Se 0o método tem ordem g, entdo:
Thyk = L[y(x); h] = Cq+1hq+1y(q“) (x,) + O(hq+2).

Observacdo 1: Note agora que, é exigido que y(x) tenha derivadas até ordem q + 1. O termo
q+1

Cq+1h y@*+D(x,) é chamado erro de truncamento local principal. A medida de preciso local

€ da ordem g com constante de erro ¢4 ;.
Quando nao se impde que

Yn+j = J’(xn+j) ,j=012 . k-1
trata-se do erro de truncamento global (ou truncamento acumulado) definido por:

en+k = Y Xnik) — Yn+k

Observacdo 2: As medidas de precisdo local sdo as ordens p do método e a constante do erro. A
ordem p de M.L.P.M. indica a rapidez com que o erro tende a zero quando h — 0. Entretanto,
métodos de mesma ordem nao correspondem erros iguais, o que os distinguem € a constante do
erTo Cpy1.



