0313320

Métodos numéricos aplicados a

engenharia civil

Integracao Numerica

Prof. Dr. Fernando A. Kurokawa
24/10/2023




Integracao Numeérica

® Ideia

® Decomposi¢ao do dominio em partes( um intervalo contido de sub-

intervalos);
® Integragao aproximada da fungao de cada parte;

® Soma dos resultados numeéricos obtidos.

(x) fungao peso
AT /5
AN .
ﬂ j f@wx)dx = z Arf (i)
@ k=0




Formula de Newton-Cotes

Sao aquelas em que @ e b do intervalo sao pontos da férmula de quadratura,

istoé:a =Xgeb = xp;

Os pontos X}, sdo igualmente espagados de uma quantidade fixa h, isto é:
Xi+1 — X = h, k=012..,n—1

A fungdo peso w(x) ¢ constante igual a 1;

O intervalo de integragao ¢ finito;

Basecado nos Polinémios de Lagrange: Xg,X1,X2,..., X, n+ 1 pontos
distintos no intervalo [a, b] e sejam [y, f1, f2,..., fn, 1+ 1 valores y =
f(x)sobrex = x,,k=12,..,n.

PaG) = ) fO)le ()
k=0




Formula de Newton-Cotes

® Assim:

b Xn = xn
ja F ) dx = j RECE ’;ﬂxk) j e

X—Xo

e Fazendo u = tem-se que:

X0

| " ) = Z Foah [ N
k=0 0

Em que 1 sao os polindmios usados na formula de Lagrange:

l (x) — (X—XO)...(X—xk_l)(x—xk+1)...(x—xn)
k (Xp=%0)..(Xp=Xp—1) (X —=Xk+1) - (X —%X7)




Formula de Newton-Cotes (n=1)

® Portanto:

["reoax = Y femond
*o k=0

® Paran = 1 tem-se dois pontos consecutivos XO e Xl. Usando o polinémio

de Lagrange de primeiro grau:

X1 1 1
fdx = ) f(x)hA A = | A (uw)du
jxo ;;) k k fo

Dos polinémios usados na formula de Lagrange, paran = 1:

1 1(y —
j Ao(u)du = j =1 du = !
0 0

(0—1) 2




Regra do Trapézio

1 1(u—0) 1
j()?xl(u)du—jo (1—0)du=E

L Logo:

{ 2 fedx = h |5 F (o) +35 £ ()| = SIF (o) + £ ()] }

que ¢ a formula de Newton-Cotes conhecida como Regra do Trapézio.

Se o intervalo [a, b] ¢ pequeno a
aproximagao ¢ razoavel; mas se [a, b] e

grande o erro tambem pode ser grande.




Regra do Trapézio Generalizada

* Se o intervalo de integracdo ¢ grande podemos dividir o intervalo [a, b] em N
(b—-a)

de tal forma que X = A e X, =

sub-intervalos de amplitude h =
e em cada sub-intervalo [X;, Xj41], ] = 0,1,...,N — 1, aplica-se a Regra do
Trapezio.

/ 4
® O erro agora € a soma das areas entre a curva e as retas.

y

/ f;;nf(x)dx E%[f(x0)+ 2(f(x1) + f(xz) + o+
fxn—1)) + f(xp)]

® Regra doTrapezio Generalizada (ou Compostas)

-




Exemplo

* Calcular, usando a Regra do Trapézio

1.2
X
e*cos(x)dx
0
Solugao: Temos que:

Ip I Ia Iq Iy Iy Ies
X 0] 02 | 04 | 06 | 0.8 | 1.0 | 1.2
o 1 | 1.221 | 1.492 | 1.822 | 2.226 | 2.718 | 3.320
cos x| 1 | 0.980 | 0.921 | 0.825 | 0.697 | 0.540 | 0.362
¢® cos x| 1 | 1.197 | 1.374 | 1.503 | 1.552 | 1.468 | 1.202

Aplicando Trapezio Generalizada:




1.2
/ e’ cos rdr = g [flxo) +2(f(z1) + ... + [filxs))+ fxe)]
Jo

_ %[1 +2 (1197 + 1.374 + 1.503 + 1.552 + 1.468) + 1.202]

= 0.1[1 + 2(7.094) + 1.202]

= 0.1[1+14.188 +1.202] = 0.1[16.39] = 1.639.

Aplique agora apenas a Regra do Trapézio Simples e compare!




Formula de Newton-Cotes (n=2)

® Lembrando que:

| " ds = Z F(uOhdy
*o k=0

® Para m =2 tem-se dois pontos consecutivos X, X1, X2. Usando o polinomio

de Lagrange de segundo grau:

X1 2 2
Fodx = Flx)hA A = | A wdu
[ 3 s [

Dos polinomios usados na formula de Lagrange, paran =2:

2 1(q — _
[Ny e P
0 0

(0 —1)(0 —2) 3




Regra de Simpson

2 - 0wE-2)
Jofl(”)d” ~, a-oa- 2)°
: Fu-0E-1
J, Pewdu = | oy Ty

L Logo:

4
Y73
1
"3

. — %[f(x0)+ 4f (1) + f(x2)]

e 1 4 1
| redr =[5 100 + 3700 + 300

que ¢ a formula de Newton-Cotes conhecida

COmo Regra 1/3 de Simpson.




Regra 1/3 Simpson Generalizada

* Usando a Regra 1/3 de Simpson ao longo do intervalo [x;, Xj42], ] =
0,1,...,2N —2, temos:

[72 F@dx =3 [f Geo)+ 4(fCrr) + £ ()
F2 [ (o) + 4(F (o3) + £(xa)
+----+§ [f Ceon—2)+ 4(f (xon—1) + f(xan)]

L [2 O =2 [F o)+ 4(F (xy) + 2f () 4 (x) + 2 (x) J

oA 2f (on—2)* 4(f (xon—1) + f(xon)]

® Regra 1/3 Simpson Generalizada (ou Compostas)




Exemplo

* Calcular, usando a Regra 1/3 de Simpson

1.2
j e*cos(x)dx
0
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