A INTEGRAL DE RIEMANN EM DUAS VARIAVEIS

As ideias envolvidas na definicao da integral de Riemann para funcoes
de duas varidveis f : A C R? — R sdao muito semelhantes ao caso de
uma unica variavel. Algumas dificuldades adicionais, porém, apare-
cem nesse caso. Uma delas é que o dominio de integracao D C A
pode ser bem mais ”complicado” Para contornar esse problema, defin-
imos inicialmente a integral para os dominios mais simples possiveis;
os retangulos no plano.

1. INTEGRAL EM RETANGULOS

Definicao 1.1. Um retangulo (ou intervalo bidimensional) é um
subconjunto R de R? que € produto cartesiano de intervalos da reta
Iy e Iy, ou seja:

R={(z,y) eR*:zcI, ycl)}

Diremos que o retangulo R é compacto se Iy = [a,b] e I = ¢, d]
sao intervalos fechados e limitados.

As definicoes de particao, particao marcada, somas e integral de Rie-
mann em R remetem ao caso de uma variavel.

Definicao 1.2. Uma parti¢cao do retangulo compacto R = [a, b] X
lc, d] € um produto cartesiano P = Py X Py, sendo

Pl:{x())ajl?x%'”)xnv}
P2:{y07y17y27“' 7yTTl}
particoes de |a,b] e [c,d|, respectivamente.
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2 A INTEGRAL DE RIEMANN EM DUAS VARIAVEIS

Dada uma particao P do retangulo R, este fica dividido em sub-
retangulos R;; = [x;—1, %] X [yj—1,y], 0 <i <mn, 0 < j < m. Usare-
mos as notacoes Ax; = x; —x,_1, Ay; = y; —yj—1 € A(R;;) = Ax;Ay;
(a drea do 7j-ésimo retangulo R;;).
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Definigao 1.3. A norma da particio P, denotada por ||P| € o
mdzimo dos comprimentos das diagonais dos subretangulos R;;

Definigao 1.4. Dizemos que a particao P do retangulo R foi mar-
cada, se foi escolhido um ponto &; em cada subretangulo R;;.

Definicdo 1.5. Se f: ACR2 5 R e P ¢ uma particio marcada
de R C A, definimos a soma de Riemann de f relativa a P
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Z Z f (&) Axi Ay; = Z f(&i)A

' ” 1=1 j=1
%emog agora definir a integral de Riemann de f no retangulo R.

Defini¢ao 1.6. Dizemos que a funcio f : D C R? =+ R ¢ Rie-
mann integrdvel no retangulo R C D se existir o limite L das
somas de Riemann de f no retangulo R ou, mais exatamente, se
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para qualquer € > 0, existe o > 0 de forma que a soma de Rie-
mann de [ relativa a qualquer particao marcada P, com ||P|| < §
satisfaz

IS(f;P) — L] < e

Se f ¢ Riemann integravel no retangulo R, o limite L acima ¢ de-
nominado a integral de Riemann de f em R e escrevemos

[

Outras notagoes, como [, f(z,y)dz dy, f[ .
sao frequentemente usadas.

| f(x,y) dxdy também

x[c,d
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