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Introducao

7 Assuma que deseja-se conhecer um parametro de interesse 0 de certa
caracteristica dos elementos de uma populacdo que possa ser representada por
uma variavel aleatéria X com fun¢ao densidade f(x;0), em que 0 é desconhecido.

7 Assuma também que os valores xi,Xz,...,.Xn da amostra aleatoria Xi1,Xz,...,Xn de f(x;0)
foram observados.

7 Baseado nos valores observados da amostra aleatéria, queremos estimar o valor
do parametro desconhecido 6.

7 Na estimagao pontual, o valor de alguma estatistica t(X1,Xz,...,Xn) representa, ou
estima, o parametro desconhecido 6.



Exemplo

7 Suponha que uma urna contém bolas pretas e brancas e que a razao entre elas
é de 3/1, mas nao sabemos se ha mais bolas pretas ou brancas. Assim, a
probabilidade de retirar uma bola preta é 1/4 ou 3/4 .

7 Se n bolas sdo retiradas da urna com reposicao, a distribuicdo de X = nUmero
de bolas pretas é dada pela distribuicdo binomial

emquep=1/40up=3/4.

7 lremos retirar uma amostra de trés bolas (n = 3) com reposicdo e tentar estimar
0 parametro desconhecido p da distribuicao.



Resultados de x 0 1 2 3
- 1 9 =z o

P(X = x; 4 64 64 64 64
- o7 7 9 i

P(X = x; 4 64 64 64 64

7 Se encontrarmos x = 0 em uma amostra de 3, a estimativa 0,25 para p deve ser
preferida sobre 0,75 porque a probabilidade 27/64 é maior que 1/64, isto é, porque
uma amostra com x = 0 e mais verossimil (no sentido de ter maior probabilidade)
ter surgido de uma populacdao com p = 1/4 do que de uma com p = 3/4 .

7 O estimador pode ser definido como

o 0,25, para »=1, 1
p=p(x)=
075, parax=238.

7 O estimador entdo seleciona para cada possivel x o valor de p, dito p, de tal forma

que ,
Pl p) = Phap),

em que p' e o valor alternativa de p.



Funcao de Verossimilhanca

Definicao: A funcao de verossimilhanca de n varidveis aleatorias X1,Xz,...,.Xn é definida como a
densidade conjunta das n variaveis aleatérias, isto e, L(0; X1,X2,...,Xn) = f{ X1,X2,...,Xn ;0), qUe €
considerada ser uma funcao de 9, com 6 € ©, em que © é 0 espaco parameétrico.

Em particular, se X1,Xz,...,.Xn € uma amostra aleatéria da densidade f(x;60), entao a funcao de
verossimilhanca é L(0; x1,Xz,....xn) = [Ti_1 f(xi; ),

Interpretacao: A funcao de verossimilhanca L(6; xi,X,...,xa) N0OS da a verossimilhanca relativa a um particular
valor xi,xz,...,.Xn que a variavel aleatéria assume. Supondo 0 conhecido, entdo um particular valor da variavel
aleatdria € mais “provavel que ocorra”, ou mais “verossimil”, quando o valor da func¢ao for o maximo.

O Principio da Verossimilhanga postula que para fazer inferéncia sobre uma quantidade de interesse 6 s6
importa aquilo que foi realmente observado e ndo aquilo que “poderia” ter ocorrido mas efetivamente nao
ocorreu.



Estimador de Maxima Verossimilhanga

Definicao: Seja L(0) = L(0; x1,X2,...,xn) @ funcdo de verossimilhanca das variaveis
aleatdrias Xi,Xz,.... Xn. Se § (em que § é funcdo das observagdes xi1,Xz,...,xn) € 0 valor de 0
€ O que maximiza L(#), entdo @ o estimador de maxima verossimilhanca (EMV)

de 0, ou seja,

6 = argmax L(9; X1,X2,...,Xn).
66

Se a funcdo de verossimilhanca conter k parémetros, ou seja,

entdo os estimadores de maxima ver055|mllhanga de 61,02,...,6x sdo variaveis
aleatorias (que dependem da amostra), em que 4,.6,. .... 4, sao valores em © que
maximizam L(61,6z,...,6x).



Procedimento usual

7 O logaritmo natural da fun¢ao de verossimilhanca de 6 é denotado por
((0) = log[L(0)].

7 Como o logaritmo é uma funcdo crescente e continua, o valor de 6 que
maximiza L(0) também maximiza (). Se ¢(0) é variavel, o estimador de
maxima verossimilhanca pode ser encontrado como a raiz da equacdo de
verossimilhanca

di(0)

4 i —
B ==z ==,

7 Para se concluir que e um ponto de maximo, é necessario verificar se

_%(0)

¢(0) = —p5 " lo<s <O



Outras formas de encontrar o estimador

7 Nos casos em que o suporte da distribuicdo de X depende de 6 ou 0 maximo
ocorre na fronteira de ©, o estimador de maxima verossimilhanca é em geral
obtido inspecionando o grafico da funcdo de verossimilhanca.

7 Quando ndo é possivel encontrar analiticamente o ponto de maximo da
funcao de verossimilhanca, podemos utilizar métodos numéricos, como o
método de Newton-Raphson. Computacionalmente, no R temos a rotina “mle”
do pacote “stats4” ou o “optim” do pacote “stats".




Exemplo

Exponencial

Sejam Xi,Xz,...,.Xn uma amostra aleatéria da variavel aleatoria X ~Exp(6) com
densidade

f(x; 0) = e~ %,

0 >0 e x>0. Encontre o estimador de maxima verossimilhanca para 6.
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Exemplo

Normal

Sejam Xi,Xz,...,.Xn uma amostra aleat6ria da variavel aleatoria X ~ N(u,02), onde u e 62
sao desconhecidos. Temos entdao que 0 = (u,0?) e

f(x;B):( : )1/2e_£%£

2mo?

-0 <x<w 0y <o e g2>(0, Encontre o estimador de maxima verossimilhanca
para 6.




n/2 a == )2
1) = (5mz) o T

2mo?

£6)=—= Iog(21raz) Z i

2
= 20

oLe Xi — .
o0 -y b=l %

lo®)=—= log(27ra ) — E (x, x)

i=1

(c®)  n ~(x—x%)? _ = _ 1L _——

do? 202 -
i=1




Exemplo
Weibull

Sejam X1,Xz,...,Xn uma amostra aleatéria da variavel aleatoria X ~ Weibull(s,A), onde g
e A sdo desconhecidos. Temos entdo que 0 = (5,A\)

f(x;0) = BA(Ax)B—te— ()7
Xx>0,3>0eA>0. Encontre o estimador de maxima verossimilhanca de 6.

n
L(8; X) = [] BA(Ax)P e~ )
i=1

0(6;X) = nlog(B) + nBlog(\) + (B —1) Y _ log(x)) — > (Ax))*

S = A ;(x.)

oUeX) .- log(\) + z": log(x;) — i (Ax)? log(Ax;).
i=1 i=1

B B



Utilizandoo R

library(stats)

Wl . B 0y A oAy 8. 105 105 12, 15 e T8 A9: 20, 22, 25; 28; 38, 20, 2§)
n=length (x)

log.vero.W=function (1) {

lambda=1[1]

beta=1[2]

-( log(beta)*n + (beta-1l)*sum(log(x)) + beta*log(lambda)*n - sum( (lambda*x)“beta )
)

}

optim(c(1,1),log.vexo.W)

Spar

[1] 0.05132946 1.62517976

I o ol el ol i o Nt N R N

Svalue
[1] 73.91645

Scounts

function gradient
119 NA

Sconvergence

[1] ©




Propriedades dos
Estimadores de Maxima
Verossimilhanga



O método da maxima verossimilhanca é um método estabelecido de estimacdo de
parametros de modelos estatistico, sendo utilizado por muitos estatisticos tedricos
e praticos. O uso generalizado do método se deve as propriedades probabilisticas
das estimativas produzidas por ele.

Assumindo-se que a funcdo de verossimilhanca satisfaz algumas propriedades
matematicas basicas, que sao frequentemente alcancadas pelos modelos mais
utilizados, os EMV tem as seguintes propriedades:

Consisténcia: os EMV sdo consistentes, ou seja, elas convergem em probabilidade
para o valor do parametro. Ou seja, os EMV sao nao-viciados para grandes
amostras (n — «).



Eficiencia Assintotica: O Teorema do Limite Inferior de Cramer-Rao afirma que, para
um dado parametro qualquer, existe um limite inferior para a variancia das estimativas
ndo-viciadas. Para grandes amostras, os EMV atingem esse limite e, portanto, tém a
menor variancia possivel dentre as estimativas nao-viciadas.

Invariancia: os EMV sdo invariantes sob transforma¢des monotonicas. Por exemplo,
seja pum EMV que pode ser transformada para:

01 = log(fi),
6, = Vi
53 = eﬁ,

entao as estimativas 51, 52 e §3também sao EMV.

Normalidade Assintoética: os EMV convergem em distribui¢cdo para distribuicdo normal.
Ou seja, para grandes amostras os EMV tem distribuicdo aproximadamente normal.



Teorema (O principio da invariancia):

Sejam X1,Xz,...,.Xn uma amostra aleatéria da variavel aleatoria X com func¢ao de
densidade (ou de probabilidade) f(x;0). Se § € um estimador de méaxima
verossimilhanga de 0, entdo g(g) é um estimador de maxima verossimilhanca de g(0).

Prova:

Provamos o resultado para o caso em que g e 1:1. Sendo g(.) uma func¢ao 1:1, temos
qgue g(.) e inversivel, de modo que 0 = g"(g(0)). Assim,

L(6;X) = L( g7(g(9)) :X),
de modo que g maximiza os dois lados da equacdo acima. Logo
i=5(20).
portanto,

g(0) = g(9),

ou seja, o estimador de maxima verossimilhanca de g(0) e g(9).



Distribuicao em grandes amostras:

No caso em que a amostra é grande, o suporte A(x) = {X, f(x;0) > 0} seja
independente de 0 e que seja possivel a troca de ordens das operacdes de
derivacao e de integracdo sob a distribuicao da variavel aleatéria X, temos que

Vvn(6—6) 2, N(O,WIH)),

Vi(e®) - g@) 2 n (0 E0L).

Assim, para grandes amostras, os estimadores de maxima verossimilhanca de 0 e
g(0) sao aproximadamente ndo viciados, cujas variancias coincidem com os
correspondentes limites inferiores das variancias dos estimadores nao viciados de 6
e g(0). Neste caso, em grandes amostras o estimador de maxima verossimilhanca é
eficiente.

O estimador de maxima verossimilnanca nem sempre é nao viciado, mas muitas
vezes ele pode ser modificado para que se torne ndo viciado.



Erro Quadratico Médio

Nem sempre um estimador viciado ndo é bom, as vezes o que perdemos por ter um
viés pequeno pode ser compensado pela concentracdo em torno do valor
verdadeiro. De alguma forma temos que combinar os dois fatores: E( §) “proxima”
de 6 e Var(§) “préxima” de 0. Isto pode ser obtido através de uma medida muito util
de proximidade chamada erro quadratico médio (EQM).

Definicdo: Seja # um estimador de 6 baseado em uma amostra aleatéria X1,Xz,...,Xn.
O erro quadratico médio (EQM) de § é:

EQM(A, 0) = E[(§ - 6)2] = Vicio(d ,0)2 + Var(h),
em que Vicio(§,0) é o vicio de g e Var(g) é a variancia de §.

Se § € nao viciado, entdo EQM(4, 6) = Var(g). Se § é viciado, entdo EQM( g, 0) pode
ser pensado como uma medida de espalhamento de # em torno de 6.



E(T)

v Viés (T) = [E(T)- 6]

Fonte: https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/2250126/mod_resource/content/0/Aula20-2016-SLIDES.pdf




Exemplo

Seja X1,Xz,...,.Xn @.a. com n observacdes de uma populacdo X ~ Poisson(A).

Encontre o EMV de A.
Compare o estimador encontrado anteriormente com o estimador T = 1.
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