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Sistemas de forgas concorrentes

Um sistema de forgas concorrentes ¥ é um conjunto de forgas cujas linhas
de agao sao retas que possuem um ponto de concorréncia comum:

F={F,P;):i=12...,n|3A €R: (P; - P) = L;F;}

Se todas as forgas puderem ser modeladas como vetores deslizantes, ¥
é equivalente a uma unica forga (R, P) com R denotando a resultante do
sistema de forcas:

ﬁ=ﬁ1+ﬁ2+...+ﬁn=2ﬁk
k=1

AN |

5 P | R
F> \ —a
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Sistemas de forgas paralelas

Um sistema de forgas paralelas ¥ € um conjunto de forgas cujas linhas de
acgao sao retas paralelas:

F={(F,P):i=12,...,n|3F; € R:F; = F;i}

Caso a resultante R = Rt do sistema seja nao-nula, pode-se afirmar que
¥ equivale a uma unica forga (R, C) com a posi¢édo do centro de forcas
paralelas C com respeito a uma origem arbitraria O sendo dada pela
média das posi¢des, com respeito a mesma origem, dos P de aplicagdo
de forgas, ponderadas pelas respectivas componentes de forga F, ou seja:

F~{(R0,Q)} & R=) F#0 e &—@=%Z@@r0)
k=1 =1

A demonstracéo deste resultado é apresentada nos dois slides seguintes
para um par de forgas paralelas e pode ser estendida por indugéo para um
sistema com n forgas, e via Cdlculo para um sistema de forgas distribuidas.
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*Par de forgas paralelas

H = j(Py - Py)

(Py = P) = A1 (Fy 6+ H)

(Py = P) = Ay(Fy0 — F)

(P1=P2) = (M Fy - 1aF2)t + (A + p)H

[p(A +2p) = 11(Py = Pp) + (M Fy = ApFp)ti = 0

pA+ ) =1 1)
=4 zA = —
{/11F1—/12F2:0 VT WA+ Fy)
F
— =—= (Pr=-P
(P-Pq) (F|+F2)( 2 —P1)

S —

paralelo a (P, — Pq)

Médulo 1.2
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*Par de forgas paralelas

F P
P-P)=—""(Pr,-P) !
( v (FL+R) 2 1 6
— P
paralelo a (P, — Pq) / \Fzﬁ—l:(
F
= (C-Py)= —2—(P,-Py)

(F; + F>) Fia+H

Caso sejam conhecidas as posigdes de Pq

e P, com respeito a uma origem O: °
- Py
(C-P)=(C-0)-(P1-0) LIS )
(Pz_Pl):(PZ_O)_(Pl_O) (F1+F)a

Apds simplificagao, obtém-se:

F1(P1-0)+FR (P, -0)

(€-01= (FL+ )
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Centro de massa

Considere um sistema material M formado por um numero finito
n de particulas P, de massas my, k =1,...,n. O centro de
massa ou baricentro de M é o ponto G definido a partir da
seguinte expresséao:

n n G
(G-0)= lZ:mk(Pk—O), com m:ka lm,f/
M= =1

Esta defini¢do pode ser estendida para um sistema material S de

massas distribuidas em um meio continuo:
1
(G-0) = —/(P—O)dm, com m=/ dm
mJs S G
. ymg
Em um campo gravitacional constante, o centro de massa de um

sistema coincide com o centro de gravidade (centro de forgas
paralelas gravitacionais).
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Propriedades

Por serem definidos como médias ponderadas, os
conceitos de centro de massa (e de centro de forgas
paralelas) herdam todas as propriedades matematicas
associadas a médias:

P1 Se houver simetria de uma distribuicdo de massas com respeito a um
plano ou a um eixo, entéo o centro de massa esta contido neste plano
ou eixo.

P2 Se um sistema de massas M pode ser descrito como a unido de um
numero finito s de subsistemas disjuntos:

M=M1UMZU...UMScomM,-ﬂMj=(Z),i¢j

e séo conhecidas as massas m, e as posi¢des dos centros de massa
G, de cada subsistema M, entdo para M:

1 S S
(G-0) = ;Z;mr(Gr—O), com m:Z;mr
r= r=
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Propriedades

P3 O conjunto de pesos de ponderacéo utilizados no célculo da posi¢do
de um centro de massa pode ser substituido por qualquer outro
conjunto de pesos proporcional sem que isto afete o resultado.

Quando a distribuigdo de massas em um corpo respeita todas as
simetrias de sua geometria, havendo uma proporgédo constante entre
massa de cada porgéo e seu volume (isto €, hd uma densidade de
massa p constante tal que m, = pV, para qualquer subsistema
material deste corpo), dizemos que tal corpo € homogéneo. Neste
caso, o centro de massa corresponderd ao centréide ou centro
geométrico deste corpo, ou seja:

1< $
(G—O)=vZ;V,(Gr—O), com V=Z;Vr
r= r=
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Binario
Binario é um sistema de forgas paralelas, formado por duas forcas (F,P) e

(—13, Q) de mesma intensidade e mesma diregdo porém com orientagdes
opostas e linhas de agao distintas.

/ N
P /Q
&
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Momento do binario

Momento do binario

M=P-QAF

® Direcao: direcdo normal ao plano definido -F
pelo binario.

® Orientacdo: dada pela regra da mao
direita, corresponde ao sentido de rotagdo
induzida pelo binério. -

® Intensidade: drea do paralelogramo
definido pelas for¢as do binario.

|1\7[|:l(P_Q)/\f:l=|13HP—Q|Sin¢:Fd -1
d=|P-Q|sin¢g

13/35
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*Momento do binario

Proposicao 1

Dois bindrios sao equivalentes se e somente se B
tém o mesmo vetor momento. ‘/’ A
P /
-F

Notando que ambos (P — A) e (B - Q) séo
vetores paralelos a F:

M=(P-Q)AF
=[(P-A)+(A-B)+(B-Q)] AF NN
=(A-B)AF AF
Ainda, como F — F’ é paralelo a (A — B): - B\ Bl

M=(A-BA[F+(E-F)=(A-B)AF
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*Momento do binario

Notando que ambos (A — P’) e (Q’ — B) sdo vetores paralelos a B
M=[(A-P)+ (P -Q)+(Q -B]AF = (P -Q)AF
Analogamente: M= (A’ -B) A P = (A’ -B) A B = P -Q")A B
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*Momento do binario
O momento M enquanto vetor livre ndo estd associado a nenhum plano
especifico. Para que dois bindrios sejam equivalentes ndo é necessario
que eles estejam no mesmo plano, apenas que os planos sejam paralelos.

-F -F
F B F B
e T
= F
—F 29N
F -
— -F
-~ _F
e, N S
-F
— —
F
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*Momento do binario

Proposicéo 2

Um sistema formado por dois ou mais binarios é equivalente a um Unico
bindrio cujo momento € igual a soma dos momentos de cada um dos
binarios originais.

- ) 5T
-F - F,
Q R _Flv\/Q Q1 :

- p P

[-& e A f:1+r:2\

o
/ '

N

il
N
-—

M=P-QAF +F)=P-QAF+P-Q AF=M+M,

Um vetor momento é uma representacdo matematica completa de um
binario e de toda a classe de binarios a ele equivalentes.
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Momento de uma forga com respeito a um polo
O o

Definicao
O momento de uma forca (13, P) com respeito a um polo O,
denotado por M, é a medida do binario produzido quando

se transporta a forca de sua linha de agéo original, passante
por P, para uma linha de acéo paralela passante por O:

i

Mo = (P-0)AF

Dado um polo O arbitrario, qualquer forga (13, P) que possa
ser modelada como vetor deslizante equivale ao sistema
formado por uma forga de mesma intensidade, diregéo e =

sentido (13, 0O), aplicada em O, e um binario de momento 1\710.

. . - - - N F
{(EP)} ~ {(EP),(-F,0), (F.O)} ~ {(F.O0), Mo} /

N — P
binério de momento Mo
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Momento de uma forga com respeito a um polo

P1 Se o polo O escolhido ja pertence a linha de agdo da
forca (13, P), entdo o momento 1\710 é nulo.

P2 Consistentemente com o modelo de forga como vetor
deslizante, o momento de uma forga independe do
ponto de aplicagdo considerado ao longo de sua
propria linha de acdo. Se Q é um ponto sobre a linha

de agdo de (F, P) entdo (P — Q) é um vetor paralelo a E:

Mo =(P-0)AF
=[(P-Q+(Q-0)] AF
=(Q-0)AF
P3 A intensidade de 1\7[0 € igual ao produto da intensidade
da forga pela distancia do polo O a sua linha de agéo

(trata-se, portanto, da distancia de um ponto a uma
reta).

Médulo 1.2 20/35
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Momento de uma forga com respeito a um eixo

Definicao

o

O momento de uma forca (Ij’, P) com respeito a um eixo
Ou, passante por um ponto O e orientado por um vetor
unitario G, € o escalar Mo, que representa a componente do
vetor 1\710 sobre este eixo, ou seja:

i

Moy =Mo -

P1 O momento de uma forga com respeito a um eixo 1)
independe do polo escolhido sobre este eixo.

P2 o momento de uma forga com respeito a um eixo -F
coplanar (paralelo ou concorrente) a sua linha de agao é .
nulo. / F
P3 o momento de uma forga com respeito a um eixo P
reverso a sua linha de agéo é nao-nulo.
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*Momento de uma forga com respeito a um eixo

Para verificar a propriedade P1, considere um ponto A do
eixo Ou. Neste caso, (A - O) € paralelo a G e, portanto
(A - O) AF é ortogonal a G; assim:

Moy =Mp - 1
:[(P—O)Afs]-ﬁ

=|(@-a)+a-0)nF|-a

[(P-A)AF] -ﬁ+’(’Afo)Af“ G

(P-A)/\f:]-

o

My -4

Médulo 1.2
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™

S
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*Momento de uma forga com respeito a um eixo

Para verificar as propriedades P2 e P3 considere os 0.
versores €; e & sobre o plano definido por (F,P) e O, com

é1 || F, e o versor é3 = &1 A & normal a este plano. Existe

um escalar A tal que (P — O) = A& — dép; assim:

™

Moy = [(P—O)/\f:]~ﬁ

= [(A& —déy) A Fé(] -1 P
=Fd(é3-0) F
Portanto, Mo, # 0 somente se 1 for ndo-ortogonal a é3. o

Como &3 é normal ao plano definido pela forga e pelo polo,
tal condigéo implica que o eixo Ou ndo pode estar contido

neste plano. /

i
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Equivaléncia entre sistemas de forgca

Considere um sistema de forgas genérico em que as forgcas possam ser
modeladas como vetores deslizantes. Assuma, em principio, um sistema
de forgas concentradas:

F={(F.P):i=12...,n}

Escolhendo um polo A, pode-se criar, um sistema equivalente a ¥
adicionando pares de forgas opostas (F;, A) e (-F;,A),parai=1,2,...,n,
todas aplicadas em A.

F~{(FLA):i=12.. . nU{FE,P), (-F,A):i=12...,n}

n forgas aplicadas em A n binarios

n n
T~{(ﬁ,A),B7IA} com li:ZlEk e MA:Z(Pi—A)Aﬁi
k=1 k=1
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Equivaléncia entre sistemas de forca e mudanga de polo de momento

Teorema

(i) Todo sistema de forcas em que elas possam ser modeladas como
vetores deslizantes é equivalente a um sistema formado por no
maximo duas forcas ou por uma forca e um binario.

(ii) Dois sistemas de forcas modeladas como vetores deslizantes sdo
equivalentes entre si se, e somente se, suas resultantes de forca Re
de momentos 1\7[0 sdo idénticas, qualquer seja o polo O escolhido.

Em particular se, em vez de A quisermos utilizar outro polo B:

F ~ {(R,A),Mp} ~ {(R B), (=R B), (R, A),Mp} ~ {(R, B), Mp}

_
Mg

Mg =Mu + (A-B) AR
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Resumo

Um sistema de forgas concorrentes em um ponto P equivale a uma
Unica forca (f{, P) aplicada em P.

Um sistema de forcas paralelas de resultante ndo-nula equivale a
uma unica forca (f?, C) aplicada no centro de forcas paralelas.

Um binario, sistema de forcas paralelas de resultante nula, nao é
equivalente a uma unica forga.

Um vetor momento é uma representacdo matematica completa de
um binario e de toda a classe de binarios a ele equivalentes.

Dois sistemas de forgas modeladas como vetores deslizantes sdo
equivalentes se, e somente se, suas resultantes de forgca Rede
momentos 1\7[0 sdo idénticas, qualquer seja o polo O escolhido:

n n
R=>F e Mo=) (Pi-O)AF;
k=1 k=1
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Condicao necessaria para o equilibrio

® Estatica é o estudo das condigbes necessarias para o equilibrio de
corpos materiais e de estruturas formadas por mdltiplos corpos.

® A condicdo necessaria para o equilibrio de um corpo é que o sistema
formado por todas as forgas sobre ele atuantes, ativas e , seja
equivalente a zero, ou seja:

R=0 e 1\710 = 6 para algum polo O

No espago (3D) No plano (2D)
Mox =0 Ry =0 Mo, =0
Moy =0 Ry =0 x =0

Mo, =0  R;=0 Ry=0

® No caso do equilibrio de uma estrutura, os sistemas de forgas
atuantes sobre cada um dos corpos constituintes é equivalente a zero,
0 que implica que o sistema formado por todas as forgas atuantes na

estrutura também é equivalente a zero.

29/35
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Casos elementares de equilibrio

Corpo em equilibrio sob agao exclusiva de 2 forgas

As forgas devem ter mesma intensidade, diregéo e linha de agéo, ao passo
que suas orientagdes devem ser opostos.

*De fato, pela condi¢ao R= 6, os dois vetores de forga devem ser opostos.
Caso as linhas de acéo fossem distintas, tal sistema seria equivalente a um
binario, o que tornaria impossivel atender a condi¢éo 1\710 =0.

Exemplos tipicos deste caso sdo cabos, fios e barras de trelica ideais.
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Casos elementares de equilibrio

Corpo em equilibrio sob agao exclusiva de 3 forgas

As trés forcas devem ser coplanares constituindo um sistema de forgas
paralelas ou um sistema de forgas concorrentes.

*Considere o sistema de forgas {(E, P1), (ﬁz, Py), (ﬁg, P3)}:

® A menos que as trés linhas de agdo coincidam (o que é um caso consistente
com a proposigao enunciada), é possivel usar o modelo de vetor deslizante
para evitar que os pontos de aplicagao das trés forgas sejam colineares, de tal
forma que P1, P, e P3 definam um plano.

® Para garantir a condigao de equilibrio de momentos, € necessario que o
momento com respeito a qualquer eixo seja nulo. Com respeito ao eixo P13,

por exemplo, (131, Pi1)e (132, P») néo produzem momento. Para haver equilibrio,

a linha de agéo de (133, P3) deve ser coplanar a P1P,e, portanto, contida no
plano P1P,P3. O mesmo argumento pode ser aplicado as demais forgas.

® Sendo coplanares, se nao forem paralelas as linhas de agéo de pelo menos
duas das forgas, dlgamos (Fl, P1)e (Fz, P,) devem concorrer em um ponto P.
Para satisfazer Mp 0 portanto, a linha de acéo de (F3, P3) deve passar por P.
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Classificagao das estruturas

Estrutura hipostatica

Estrutura em que os vinculos presentes nao sao
capazes de restringir algum movimento de 2)( A
translagéo ou rotagao.

Na figura ao lado, temos o modelo de uma porta,
em que ha 3 elementos de vinculo do tipo
articulagdo sobre o mesmo eixo vertical Oz. B
As trés forgas de reagao, portanto, ndo produzem 2>
momento com respeito ao eixo Oz, sendo assim
incapazes de se contrapor a rotagdo induzida em

torno deste eixo por qualquer forga cuja linha de \
acéo seja reversa a Oz, aplicada quando abrimos

ou fechamos a porta. Por outro lado, sob agéao

exclusiva do peso prdprio da porta (linha de agéo

paralela a Oz), o equilibrio é possivel.
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Classificagao das estruturas

Estrutura isostatica C

Estrutura em que os vinculos presentes
sa0 capazes de restringir todos os
movimentos de translagéo e rotagdo e a
solucao do sistema de equagodes de
equilibrio é Unica: é necessario que o
nimero de componentes de reagao
(incégnitas) seja igual ao nimero de
equacdes de equilibrio.

Estrutura hiperestatica
Estrutura em que os vinculos presentes
séo capazes de restringir todos os A B

movimentos de translagdo e rotagéo e ha
infinitas solugdes para o sistema de 1 corpo no plano = 3 equagdes
equacdes de equilibrio. 2 articulagbes = 4 incégnitas

A B

2 corpos no plano = 6 equagdes
3 articulagbes = 6 incégnitas
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Procedimento para classificagdo de uma estrutura

1 Analisar a natureza dos vinculos de uma estrutura para verificar se a
mesma é hipostatica.

— Esta andlise nao depende do nimero de componentes de reagéo
presentes no problema, mas da capacidade destas reagdes de se
contrapor a quaisquer possiveis esforgos ativos.

— Caso as resultantes de forgas e momentos do subsistema formado
apenas pelos esforgos de reagao nao sejam capazes de produzir
componentes em todas as dire¢cdes possiveis, a estrutura é hipostatica.

2 Caso a estrutura nao seja hipostatica, verifique o nimero de solugdes
do sistema formado pelas equagdes de equilibrio. Se a solucao for
unica (note que isto requer que o numero de equacdes seja igual ao
numero de componentes de reagéo incognitas), o sistema é
isostatico. Se houver infinitas solugdes!, o sistema é hiperestatico.

INote que, por se tratar de um sistema linear, o sistema constituido pelas equagdes de
equlibrio pode ter nenhuma, somente uma ou infinitas solugdes. Nao ha outra possibilidade com
numero finito (superior a 1) de solugdes admissiveis.

35/35
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