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Dados – para uma barra homogênea de centro G, comprimento 𝑙 e massa𝑚: 𝐽Gz =𝑚𝑙2/12;
– para um disco homogêneo de centro G, raio 𝑟 e massa𝑚: 𝐽Gz =𝑚𝑟2/2.

Questão 1 (3,5 pontos). O ponto O do guindaste de
esteira, ilustrado na figura, avança com velocidade cons-
tante ®vO = 𝑉O ®I na direção fixa do eixo OX, contido no
plano Oxy. A cabine e a lança giram em torno do eixo
Oz com velocidade angular ®ω1 = 𝜔1 ®k constante. A lança
OP do guindaste tem comprimento 𝐿 e gira, com res-
peito à cabine, no plano Oxz, com velocidade angular
®ω2 = 𝜔2 ®ȷ constante. Considerando o referencial auxiliar
móvel Oxyz solidário à cabine do guindaste, pede-se:
a) (0,5 ponto) a velocidade relativa do ponto P na extremidade da lança;
b) (0,5 ponto) a velocidade de arrastamento do ponto P;
c) (0,5 ponto) a velocidade absoluta do ponto P;
d) (1,0 ponto) a aceleração absoluta do ponto P;
e) (0,5 ponto) o vetor de rotação absoluta ®ω da lança;
f) (0,5 ponto) o vetor aceleração angular absoluta ®α da lança. ®g
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Questão 2 (3,0 pontos). O disco homogêneo da figura, de centro O, raio 𝑟 e
massa𝑚, rola sem escorregar sobre o plano horizontal. Existe uma partícula, de
massa𝑚, presa no ponto A da borda do disco. G é o centro de massa do corpo
(disco + partícula) e C é o ponto de contato do disco com o plano. O corpo é
abandonado, do repouso, na posição caracterizada por 𝜃 = 𝜋/2. Pede-se:
a) (0,5 ponto) o diagrama de corpo livre para 𝜃 = 𝜋/2 (indique as forças nos seus sentidos corretos);
b) (1,0 ponto) os momentos de inércia 𝐽Oz, 𝐽Gz e 𝐽Cz do corpo para uma configuração genérica 𝜃 ;
c) (1,5 pontos) a velocidade angular 𝜔 do corpo quando 𝜃 = 0 (aplique o TEC).
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Questão 3 (3,5 pontos). Um disco homogêneo de massa𝑚 e raio 𝑟 está ligado
por meio da articulação B e do pino C (separados entre si pela distância 𝑏 a
uma barra delgada AB de massa 2𝑚 e comprimento 3𝑟 . O conjunto gira no
plano vertical sob a ação da gravidade e de um momento𝑇 ®k aplicado sobre a
barra. Não há atrito no contato, no interior da guia, entre o pino C e a barra.
No instante em que AB forma um ângulo 𝜃 com a vertical, são conhecidas a
velocidade angular ®ω = 𝜔®k e a aceleração angular ®α = 𝛼 ®k do conjunto barra
+ disco. Adotando a base (®ı,®ȷ, ®k) indicada na figura, pedem-se:
a) (0,5 ponto) o vetor posição (G − A) do centro de massa G do conjunto;
b) (1,0 ponto) os diagramas de corpo livre do disco e do conjunto disco + barra;
c) (0,5 ponto) a reação em A;
d) (1,0 ponto) o momento 𝑇 compatível com o movimento descrito.
e) (0,5 ponto) a força ®F aplicada ao disco no pino C.
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Questão 1 (3,5 pontos). O ponto O do guindaste de
esteira, ilustrado na figura, avança com velocidade cons-
tante ®vO = 𝑉O ®I na direção fixa do eixo OX, contido no
plano Oxy. A cabine e a lança giram em torno do eixo
Oz com velocidade angular ®ω1 = 𝜔1 ®k constante. A lança
OP do guindaste tem comprimento 𝐿 e gira, com res-
peito à cabine, no plano Oxz, com velocidade angular
®ω2 = 𝜔2 ®ȷ constante. Considerando o referencial auxiliar
móvel Oxyz solidário à cabine do guindaste, pede-se:
a) (0,5 ponto) a velocidade relativa do ponto P na extremidade da lança;
b) (0,5 ponto) a velocidade de arrastamento do ponto P;
c) (0,5 ponto) a velocidade absoluta do ponto P;
d) (1,0 ponto) a aceleração absoluta do ponto P;
e) (0,5 ponto) o vetor de rotação absoluta ®ω da lança;
f) (0,5 ponto) o vetor aceleração angular absoluta ®α da lança.

Questão 1 – Resolução

(a) a velocidade relativa do ponto P na extremidade da lança:

®vP,rel = ®vO,rel + ®ωrel ∧ (P − O) = ®0 + 𝜔2 ®ȷ ∧ 𝐿
(
sin𝜃 ®ı + cos𝜃 ®k

)
= 𝐿𝜔2

(
cos𝜃 ®ı − sin𝜃 ®k

)
(0,5)

(b) a velocidade de arrastamento do ponto P:

®vP,arr = ®vO,arr + ®ωarr ∧ (P − O) = 𝑉O ®I + 𝜔1 ®k ∧ 𝐿
(
sin𝜃 ®ı + cos𝜃 ®k

)
®vP,arr = 𝑉O

(
cos𝜙 ®ı − sin𝜙 ®ȷ

)
+ 𝐿𝜔1 sin𝜃 ®ȷ = 𝑉O cos𝜙 ®ı + (−𝑉O sin𝜙 + 𝐿𝜔1 sin𝜃 ) ®ȷ (0,5)

(c) a velocidade absoluta do ponto P:

®vP = (𝑉O cos𝜙 + 𝐿𝜔2 cos𝜃 ) ®ı − (𝑉O sin𝜙 − 𝐿𝜔1 sin𝜃 ) ®ȷ − 𝐿𝜔2 sin𝜃 ®k (0,5)

(d) a aceleração absoluta do ponto P:

®aP,rel = ®0 + ®0 − 𝐿𝜔2
2
(
sin𝜃 ®ı + cos𝜃 ®k

)
(0,3)

®aP,arr = ®0 + ®0 − 𝐿𝜔2
1 sin𝜃 ®ı (0,3)

®aP, cor = 2®ωarr ∧ ®vrel = 2𝜔1 ®k ∧ 𝐿𝜔2
(
sin𝜃 ®ı + cos𝜃 ®k

)
= 2𝐿𝜔1𝜔2 sin𝜃 ®ȷ (0,3)

®aP = −𝐿
(
𝜔2

2 sin𝜃 ®ı + 𝜔2
1 sin𝜃

)
®ı + 2𝐿𝜔1𝜔2 sin𝜃 ®ȷ − 𝐿𝜔2

2 cos𝜃 ®k (0,1)

(e) o vetor de rotação absoluta ®ω da lança:

®ω = ®ωrel + ®ωarr = 𝜔2 ®ȷ + 𝜔1 ®k (0,5)

(f) o vetor aceleração angular absoluta ®α da lança:

®α = ®αrel + ®αarr + ®ωarr ∧ ®ωrel = ®0 + ®0 +
(
𝜔1 ®k ∧ 𝜔2 ®ȷ

)
= −𝜔1𝜔2 ®ı (0,5)
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Questão 2 (3,0 pontos). O disco homogêneo da figura, de centro O, raio 𝑟 e
massa𝑚, rola sem escorregar sobre o plano horizontal. Existe uma partícula, de
massa𝑚, presa no ponto A da borda do disco. G é o centro de massa do corpo
(disco + partícula) e C é o ponto de contato do disco com o plano. O corpo é
abandonado, do repouso, na posição caracterizada por 𝜃 = 𝜋/2. Pede-se:
a) (0,5 ponto) o diagrama de corpo livre para 𝜃 = 𝜋/2 (indique as forças nos seus sentidos corretos);
b) (1,0 ponto) os momentos de inércia 𝐽Oz, 𝐽Gz e 𝐽Cz do corpo para uma configuração genérica 𝜃 ;
c) (1,5 pontos) a velocidade angular 𝜔 do corpo quando 𝜃 = 0 (aplique o TEC).
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Questão 2 – Resolução

(a) Diagrama de corpo livre: figura ao lado. (0,5)

(b) Momentos de inércia:

𝐽Oz =
𝑚𝑟2

2 +𝑚𝑟2 =
3𝑚𝑟2

2 (0,3)

𝐽Gz = 𝐽Oz − 2𝑚
( 𝑟
2

)2
=

3𝑚𝑟2

2 − 𝑚𝑟2

2 =𝑚𝑟2 (0,3)

𝐽Cz = 𝐽Gz + 2𝑚
[(
𝑟 − 𝑟

2 cos𝜃
)2

+
( 𝑟
2 sin𝜃

)2
]
=𝑚𝑟2 + 2𝑚

[
5𝑟2

4 − 𝑟2 cos𝜃
]
=

(
7
2 − 2 cos𝜃

)
𝑚𝑟2 (0,4)

(c) Velocidade angular para 𝜃 = 0 aplicando o TEC:

𝐸 − 𝐸0 =𝑊

𝐸0 = 0

𝐸 =
1
2 𝐽Cz 𝜔

2 =
1
2

(
7
2 − 2 cos 0

)
𝑚𝑟2𝜔2 =

3
4𝑚𝑟2𝜔2 (0,5)

A única força externa que realiza trabalho é o peso da partícula:

𝑊 =𝑚𝑔𝑟 (0,5)

Portanto:

3
4𝑚𝑟2𝜔2 =𝑚𝑔𝑟 ⇒ 𝜔2 =

4
3
𝑔

𝑟
⇔ |𝜔 | = 2

√
𝑔

3𝑟 (0,5)
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Questão 3 (3,5 pontos). Um disco homogêneo de massa𝑚 e raio 𝑟 está ligado
por meio da articulação B e do pino C (separados entre si pela distância 𝑏 a
uma barra delgada AB de massa 2𝑚 e comprimento 3𝑟 . O conjunto gira no
plano vertical sob a ação da gravidade e de um momento𝑇 ®k aplicado sobre a
barra. Não há atrito no contato, no interior da guia, entre o pino C e a barra.
No instante em que AB forma um ângulo 𝜃 com a vertical, são conhecidas a
velocidade angular ®ω = 𝜔®k e a aceleração angular ®α = 𝛼 ®k do conjunto barra
+ disco. Adotando a base (®ı,®ȷ, ®k) indicada na figura, pedem-se:
a) (0,5 ponto) o vetor posição (G − A) do centro de massa G do conjunto;
b) (1,0 ponto) os diagramas de corpo livre do disco e do conjunto disco + barra;
c) (0,5 ponto) a reação em A;
d) (1,0 ponto) o momento 𝑇 compatível com o movimento descrito.
e) (0,5 ponto) a força ®F aplicada ao disco no pino C.
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Questão 3 – Resolução

(a) Vetor posição (G−A) do centro de massa G do conjunto:

(G − A) =
(2𝑚)

(3
2𝑟

®ı
)
+𝑚(3𝑟 ®ı)

2𝑚 +𝑚 = 2𝑟 ®ı (0,5)

(b) DCLs do disco e do conjunto: figura ao lado (0,5 cada)

(c) Aceleração do centro de massa G do conjunto:

®aG = ®aA + ®α ∧ (G − A) + ®ω ∧ [®ω ∧ (G − A)]
= ®0 + 𝛼 ®k ∧ (2𝑟 ®ı) + 𝜔®k ∧ [𝜔®k ∧ (2𝑟 ®ı)] = −2𝜔2𝑟 ®ı + 2𝛼𝑟 ®ȷ

Teorema da resultante (TR) aplicado ao conjunto (0,5):
®R = (𝑚 + 2𝑚)®aG ⇒ 𝑋A ®ı + 𝑌A ®ȷ + 3𝑚𝑔(cos𝜃 ®ı − sin𝜃 ®ȷ) = 3𝑚

(
−2𝜔2𝑟 ®ı + 2𝛼𝑟 ®ȷ

)
⇒ ®FA = 𝑋A ®ı + 𝑌A ®ȷ = 3𝑚

[
−(𝑔 cos𝜃 + 2𝜔2𝑟 )®ı + (𝑔 sin𝜃 + 2𝛼𝑟 )®ȷ

]
(d) Momento de inércia 𝐽Az do conjunto:

𝐽Az =
(2𝑚)(3𝑟 )2

12 + (2𝑚)
(3
2𝑟

)2︸                          ︷︷                          ︸
barra

+𝑚𝑟2

2 +𝑚(3𝑟 )2︸           ︷︷           ︸
disco

=
31
2 𝑚𝑟2 (0,5)

Teorema da quantidade de movimento angular (TQMA) aplicado ao conjunto, polo A:
®MA = (𝑚 + 2𝑚)(G − A) ∧ ®aA + 𝐽Az𝛼 ®k ⇒ 𝑇 ®k − (2𝑟 )(3𝑚𝑔 sin𝜃 )®k = ®0 + 𝐽Az𝛼 ®k

⇒ 𝑇 =
31
2 𝑚𝑟2𝛼 + 6𝑚𝑔𝑟 sin𝜃 (0,5)

(e) Teorema da quantidade de movimento angular (TQMA) aplicado ao disco:
®MB = 𝐽Bz𝛼 ®k ⇒ −𝑏𝐹 ®k = 𝐽Bz𝛼 ®k

⇒ 𝐹 = −𝑚𝑟2

2𝑏 𝛼 ⇒ ®F = −𝑚𝑟2

2𝑏 𝛼 ®ȷ (0,5)
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Solução alternativa do item (d) – Momento de inércia 𝐽Gz do conjunto:

𝐽Gz =
(2𝑚)(3𝑟 )2

12 + (2𝑚)
(3
2𝑟 − 2𝑟

)2︸                                 ︷︷                                 ︸
barra

+𝑚𝑟2

2 +𝑚(3𝑟 − 2𝑟 )2︸                  ︷︷                  ︸
disco

=
7
2𝑚𝑟2

Teorema da quantidade de movimento angular (TQMA) aplicado ao conjunto, polo G:

®MG = 𝐽Gz𝛼 ®k ⇒ 𝑇 ®k − (2𝑟 )(𝑌A)®k = 𝐽Gz𝛼 ®k

⇒ 𝑇 =
7
2𝑚𝑟2𝛼 + 2𝑟 (3𝑚)(𝑔 sin𝜃 + 2𝛼𝑟 ) = 31

2 𝑚𝑟2𝛼 + 6𝑚𝑔𝑟 sin𝜃
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