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1ª Questão (3,5 pontos).  O  
sistema mecânico ilustrado na figura 
é constituído pela  placa  
homogênea ABCDEFHIA, de peso 

P2 , pela barra delgadaFM , de peso 
P , e por duas barras delgadas, AL  e 
KI , ambas de peso desprezível. Ao 
ponto J  da placa ABCDEFHIAaplica-
se uma força externa jP

r
. O conjunto 

se mantém em equilíbrio graças aos 
vínculos indicados nos pontos A , 
F , H , I , K , L  e M .  Nessas 
condições, pede-se: 

(a) determinar as coordenadas  do 
centro de massa da placa, 
utilizando o sistema de eixos xyz  
mostrado na figura; 

(b) desenhar os diagramas de corpo 
livre das barras FM , AL  e KI  e 
da placa ABCDEFHIA; 

(c) determinar a reação na 
articulação H ; 

(d) determinar as forças nas barras 
AL , KI  e FM . 

 

RESOLUÇÃO 

(a) Centro de massa da placa ABCDEFHIA 

Como a placa ABCDEFHIA homogênea está situada no plano xz  e possui um eixo vertical de simetria axial, 
resulta: 

0=Gy  e axG 2= . 

Para determinar a coordenada Gx  da placa homogênea aplicamos o método de composição de centros de massa: 
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Portanto, o centro de massa da placa se situa no ponto 
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(b) Diagramas de corpo livre 

Os diagramas de corpo da placa ABCDEFHIA e das barras AL , KI  e FM  são apresentados na Figura abaixo. 

 

(1½ ponto) 

(c) e (d) Reações e forças nas barras 

Tomando como referência os diagrams de corpo livre acima, escrevemos as equações de equilíbrio da barra 
FM  e da placa ABCDEFHIA. 

Para a barra FM  tem-se: 

0=+ MF YY              (1) 

0=−+ PZZ MF             (2) 

02340234 =−+⇒=⋅+⋅−⋅− PYZaPaYaZ FFFF          (3) 

Para a placa ABCDEFHIA tem-se: 

0
5

4 =⋅− ALH FX              (4) 

0=−+− FIKH YPFY             (5) 

0
5

3
2 =−⋅+− FALH ZFPZ            (6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 020
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=−∧−+∧−+−∧−+∧−+−∧−⇒=∑ jYHFFHAkPHGjPHJjFHIM FALIKH  

Desenvolvendo-se a equação vetorial acima, tem-se: 
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Desdobrando-se a equação vetorial acima em três equações escalares, obtém-se: 

03 =+− FYP              (7) 

0
5

24
4 =− ALFP              (8) 

044 =+− PFIK              (9) 

(1 ponto) 

Resolvendo-se o sistema de equações (1) a (9), obtém-se as reações e forças solicitadas: 
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            (½ ponto) 

Na figura abaixo apresentam-se os diagramas de corpo livre da placa ABCDEFHIA e das barras AL , KI  e FM  
com os valores corretos das forças e reações. 
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2ª Questão (3 pontos). Na figura, o aro de  centro fixo O  e raio r4 gira 
com velocidade angular 2ω  constante, o disco de centro O  e raio r2 gira 
com velocidade 1ω  constante e o disco de centro A  e raio r  rola sem 
escorregar em contato com o aro e o disco de raio  r2 . Nestas 
condições, determinar: 

(a) a velocidade angular do disco de centro A ;  
(b) a aceleração angular do disco de centro A ;  
(c) a velocidade do ponto A ; 
(d) a aceleração do centro A ; 
(e) a posição do CIR do disco de centro A ; 
(f) a aceleração do ponto B  pertencente ao disco de centro A . 

 
 

RESOLUÇÃO 
 
(a) Velocidade angular do disco de centro A  

A velocidade do ponto B  do disco de centro O , é: 

jrirkvv OB

rrrrr
11 22 ωω −=∧−=  

A velocidade do ponto C  do aro, é: 

jrirkvv OC

rrrrr
22 44 ωω −=∧−=  

Como o disco de centro A  rola sem escorregar entre o aro e disco de centro O , tem-se: 

( ) jrjrirkjrjrACkvv AC

rrrrrrrrr ωωωωωω 22224 112 +−=∧+−=−⇒−∧+=  

Portanto, a velocidade angular do disco de centro A  é: 

( )k
rr

21 2ωωω −=  

(½ ponto) 

(b) Aceleração angular do disco de centro A  

Como, na expressão acima, as velocidades angulares 1ω  e 2ω  são constantes, resulta que a aceleração angular do 
disco de centro A  é nula: 

0=ω&  

             (½ ponto) 

(c) Velocidade do ponto A  

É dada, simplesmente, por: 

( ) ( ) ( ) jrjrirkjrBAkvv BA

rrrrrrrr
211211 2222 ωωωωωωω +−=−=∧−+−=−∧+=  

(½ ponto) 

(d) Aceleração do ponto A  

O ponto A  descreve um movimento circular uniforme com  velocidade de módulo ( )rvA 21 2ωω +=
r ; logo, sua 

aceleração é centrípeta, com  módulorvA 32 , ou seja: 
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(½ ponto) 

(e) Posição do CIR do disco de centro A  

Notemos que as velocidades dos pontos A  e C  do disco têm a mesma direção (j
r

). Portanto, o CIR do disco de 
centro A  situa-se em algum ponto do eixo iO , a uma certa distância d  do potno A . Portanto, o ponto  material 
I  da extensão material do disco coincidente com o CIR é obtido a partir de:  

( ) ( ) ( ) rdidkjrAIvv ADiscoICIRI
21

21
2121, 2

2
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ωωωωωωω
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+=⇒∧−++−=⇒−∧+==∈≡

rrrrrrrr  

Note que, se 21 2ωω = , o disco de centro A  realiza movimento de translação curvilínea. Portanto, excluindo-se 
esse caso, o CIR do disco de centro A  situa-se em 
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(f) Aceleração do ponto B pertencente ao disco de centro A  

Para determiná-la, aplicamos a fórmula do campo de acelerações, ou seja: 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )irirkkiri
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3ª Questão (3,5 pontos). O disco de raio R e massa M rola sem escorregar 
num plano horizontal. Um cabo ideal une, por meio de uma polia de massa 
desprezível, o centro G do disco a  um bloco de massa m que desliza sobre 
o plano de inclinação α. O coeficiente de atrito entre o bloco e o plano 
inclinado é µ . Admitindo que o sistema parta do repouso na posição  

0=x , pede-se: 

(a) construir os diagramas de corpo livre do disco e do bloco; 
(b) identificar as forças que realizam trabalho nulo para o sistema 

bloco+cabo+disco (justificar); 
(c) determinar a aceleração angular do disco em função de x ; 
(d) determinar o tempo necessário para que o bloco percorra uma distância 

l=x . 
 
 
 

RESOLUÇÃO 
 
(a) Diagramas de corpo livre 

Nas figuras abaixo apresentam-se os diagramas solicitados. 

 

(½ ponto) 

(b) Forças que realizam trabalho nulo 

São elas: 

• Força de peso jMg
r

− do disco: normal à direção do deslocamento 

• Força de contato jNiH
rr

+−  do disco com a pista horizontal:  aplicada, a cada instante, a diferentes pontos, 
todos com velocidade nula; 

• Pares de forças ( )TT −, : aplicados a pontos de um cabo inextensível, os quais realizam o mesmo 
deslocamento a cada instante.  

• Força normal de contato 11 jN
r

: normal à direção do deslocamento. 

Portanto, as forças que realizam trabalho efetivo são a força peso do bloco e a força de atrito entre o bloco e o 
plano inclinado. 

                     (1 ponto) 
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(c) Aceleração angular do disco 

A energia cinética do sistema, em um instante t  arbitrário, é dada por: 

222222222
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 +=+=+= ωωω    (1) 

Como o cabo é inextensível, tem-se: 

RvG ω=
1

            (2) 

de modo que 
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O trabalho realizado pelas forças agentes no sistema durante um intervalo de tempo t tal que o bloco se 
desloque de uma distância x  ao longo da rampa e o disco realize um deslocamento angular correspondente, é: 

( ) ( )xmgxmgmgxNxmgt αµααµαµατ cossincossinsin 10 −=−=⋅−⋅=      (4) 

Aplicando-se o Teorema da Energia Cinética, obtém-se: 

( ) ( ) ( )xmgR
mM

TtT t αµαωτ cossin
4

23
0 22

0 −=+
⇒=−         (5) 

(½ ponto) 

Derivando-se a expressão acima, resulta: 

( ) ( ) RmgxmgR
mM ωαµααµαωω cossincossin

2

23 2 −=−=+
&&        (6) 

A equação acima fornece as soluções 

0=ω  (trivial) e 

( )
R

g

mM

m αµαω cossin
23

2 −
+

=&            (7) 

(1 ponto) 

(d) Tempo necessário para que o bloco percorra uma distância l=x  

Notando, na  equação (7), que a aceleração angular do disco é constante, chega-se à equação diferencial 
separável 

( )
R

g

mM

m

dt

d αµαω
cossin

23
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+

=           (8) 

que pode ser facilmente integrada: 
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Mas 
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Integrando-se a equação diferencial acima, resulta 
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2
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23

2 2t
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Como o disco rola sem escorregar, tem-se: 

θRx =             (12) 

de modo que 

( ) 2cossin
23

gt
mM

m
x αµα −

+
=           (13) 

Portanto, o tempo requerido para que o bloco se desloque de uma distância l=x , é: 

( )
( )αµα cossin
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            (14) 

(½ ponto) 

 

          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


