
 

 

ESCOLA POLITÉCNICA DA UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO 
                                Avenida Professor Mello Moraes, nº 2231. CEP 05508-900, São Paulo, SP. 
                                            Telefone: (0xx11) 3091-5337          Fax: (0xx11) 3813 1886 
 

Departamento de Engenharia Mecânica 
 

PME 2100 – MECÂNICA A – Recuperação – 03 de fevereiro de 2009 
Duração da Prova: 120 minutos (não é permitido o uso de calculadoras) 

 

1ª Questão (3,0 pontos): Na estrutura esquematizada abaixo, a barra BD é articulada nos pontos B 
e D, a barra AB é articulada em A e B e a barra CE é articulada em C e E. Na articulação B encontra-se 
aplicada a força Fj

r
. Pedem-se 

(a) Os diagramas de corpo livre das barras AB, CE e BD. 

(b) As forças atuantes na barra BD, nos pontos B, C e D. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2ª Questão (3,0 pontos) : A extremidade A da barra AB desliza dentro de uma guia vertical com 

velocidade JvvA

rr =  (v  constante); a barra gira ao redor do eixo z  (ortogonal ao plano do papel e que 

passa por A) com vetor de rotação K
r

&&r ϕϕ =  e vetor de aceleração angular K
r

&&&&r ϕϕ = . Na extremidade B 

da barra há um motor que gira a esfera de centro C e raio R com um vetor de rotação i
rr ωω =  relativo à 

barra, de módulo constante. O ponto D pertence à esfera e sua posição é tal que jRCD
r

−=−  no 
instante considerado. Adotando a barra AB como referencial móvel e expressando as grandezas 
vetoriais na base ),,( kji

rrr
, pedem-se:  

 

 
 
a) As velocidades relativa,  de arrastamento e 

absoluta do ponto D; 

b) As acelerações relativa,  de arrastamento e 
absoluta do ponto D; 

c) As acelerações relativa,  de arrastamento e 
absoluta do ponto C; 

d) O vetor de aceleração angular da esfera de 
centro C. 
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 3ª Questão (4,0 pontos): O sistema da figura é composto por um disco homogêneo de centro A, 
massa mA e raio R unido ao bloco de massa mB por meio de uma haste AB de massa desprezível. 
Admite-se que o coeficiente de atrito nos contactos entre o disco e o solo e entre o bloco e o solo seja µ 
, que o atrito na articulação em A seja desprezível e que o sistema parta do repouso ( 0=ϕ e 0=ϕ& ) 
sob a ação de um binário de momento M constante. Nessas condições, pede-se:  
         

 
 
 
 
 
 
 
 

a) Determinar a máxima aceleração aA (horizontal) do ponto A que pode ser imposta ao sistema sem 
que haja escorregamento entre o disco e o solo, supondo que o sistema se mova para a direita.  

b) Determinar a expressão da aceleração horizontal aA do ponto A e da força FAB na barra AB. 

c) Determinar a energia cinética T do sistema e o trabalho W realizado pelos esforços atuantes no 
mesmo para levá-lo do estado inicial de repouso a um estado com ϕ e ϕ& arbitrários, supondo que 
não haja escorregamento entre o disco e solo e lembrando que M é constante. 

d) Usando o resultado do item c determinar a velocidade angular ϕ&  do disco em função de ϕ.   
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PME 2100 – MECÂNICA A – Gabarito da Prova de Recuperação  
 

1ª Questão: (3,0 pontos) Na estrutura esquematizada abaixo, a barra BD é articulada nos pontos B e 
D, a barra AB é articulada em A e B e a barra CE é articulada em C e E. Na articulação B encontra-se 
aplicada a força Fj

r
. Pede-se: 

(a) Os diagramas de corpo livre das barras AB, CE e BD. (1,0 ponto) 
(b) As forças atuantes na barra BD, nos pontos B, C e D. (2,0 pontos) 
 

 
SOLUÇÃO 1 
Analisando o equilíbrio das barras AB, CE e BD, notamos que: 
1. As barras AB e CE estão em equilíbrio sob a ação de duas forças aplicadas às suas extremidades. 

Logo, essas forças devem ser iguais e opostas, conforme indicado nos diagramas de corpo livre da 
Figura 1. Naturalmente, os sentidos serão determinados oportunamente, após a resolução do sistema 
de equações de equilíbrio. 

 
 
 
 
 
 
 

(a)      (b) 
 

Figura 1: Diagramas de corpo livre das barras: (a) AB; (b) CE. 
 
2. A barra BD encontra-se em equilíbrio sob a ação de três forças aplicadas nos pontos B, C e D. Logo 

essas forças são, necessariamente, coplanares, e o plano em que atuam é o plano BDE, pois os 3 
pontos de aplicação das forças (ou, seja, B, C, D) situam-se sobre a reta BD e a direção de uma das 

forças ( CF
r

) é conhecida (CE). Resta, portanto, apenas verificar se se trata de um sistema de forças  

concorrentes ou paralelas (vide Figura 2). 
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Figura 2: Análise das forças atuantes na barra BD: a) 1ª  hipótese: concorrentes; b) 2ª hipótese: paralelas. 
 

Para tanto, analisamos a articulação B (vide Figura 3) sobre a qual se aplica uma força externa 
jF
r

contida no plano Axy. Essa força é equilibrada pelas duas forças internas atuantes nas 

extremidades das barras AB e BD. A primeira delas ( ABF
r

) tem a direção de AB, ou seja, i
r

; portanto, 

ABF
r

 e jF
r

encontram-se no mesmo plano Axy. Consequentemente, a terceira força (BF
r

) deverá 

também estar no plano Axy para que o sistema de forças concorrentes {jF
r

, ABF
r

, BF
r

} se equilibre. 
 
 
 
 
 

Figura 3: Equilíbrio da articulação B. 
 

Conclui-se, assim, que a linha de ação da força BF
r

 se encontra na intersecção dos planos Axy e 

BDE. Observando a Figura 1, notamos que essa linha tem a direção de CE (ou seja, ij
rr

− ). 
Aplicando-se as equações de equilíbrio de forças atuantes na articulação B (vide Figura 3), resultam: 
 

( ) 245cos FFFF BB =⇒=°  
 

( ) FFF BAB =°= 45sin  
 
A análise precedente nos permitiu concluir que o sistema de 3 forças atuantes na barra BD, ou seja, 

{ CDB FFF
rrr

,, }é um sistema de forças paralelas, conforme ilustrado na Figura 2-b.  

Para calcular as magnitudes dessas forças, é suficiente aplicar as equações de equilíbrio estático no 
plano BDE. Todavia, uma simples inspeção da geometria do sistema (vide Figura 4) nos permite 

concluir que, por causa da simetria, as forças BF
r

e DF
r

são iguais e têm módulo CF
r

2

1
. Em outras 

palavras: FFC 22=  
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Figura 4: Forças atuantes na barra BD (plano BDE). 

 
SOLUÇÃO 2: 
Constrói-se o diagrama de corpo livre das 3 barras e, sem uma análise mais detalhada do equilíbrio da 
barra BD (conforme descrito na “Solução 1”), aplicam-se as equações de equilíbrio estático ao nó B 
(vide Figura 5) e às barras AB, CE e BD (vide Figura 6). 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 5: Equilíbrio do nó B. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 6:  Diagrama de corpo livro das barras BD, AB e CE. 

 
Considerando-se o equilíbrio do nó B, resultam as equações (1) a (3) a seguir. 
 

00 =+⇒=∑ BABx FXF     (1) 

FYFYF BBy −=⇒=+⇒=∑ 00    (2) 

000 =⇒=−⇒=∑ BBz ZZF    (3) 

 
Considerando-se o equilíbrio da barra BD, resultam as seguintes equações (4) a (9) abaixo: 

0
2

2
0 =++−⇒=∑ CEDBx FXXF   (4) 

0
2

2
0 =−−−⇒=∑ CEDBy FYYF    (5) 
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000 =⇒=+⇒=∑ DDBz ZZZF   (6) 

02
2

2
0 =+⇒=∑ ll DCEBx YFM    (7) 

02
2

2
0 =+⇒=∑ ll DCEBy XFM   (8) 

02
2

2
0 =+⇒=∑ ll DCEBz YFM    (9) 

Resolvendo-se o sistema de equações (1) a (9) acima, obtêm-se: 
 

FX B =  FYB −=  0=BZ  

FX D −=  FYD −=  FZ D −=  

FFCE 22=  

 
2ª Questão: (3,0 pontos) A extremidade A da barra AB desliza dentro de uma guia vertical com 

velocidade JvvA

rr =  (v  constante); a barra gira ao redor do eixo z  (ortogonal ao plano do papel e que 

passa por A) com vetor de rotação K
r

&&r ϕϕ =  e vetor de aceleração angular K
r

&&&&r ϕϕ = . Na extremidade B 

da barra há um motor que gira a esfera de centro C e raio R com um vetor de rotação i
rr ωω =  relativo à 

barra, de módulo constante. O ponto D pertence à esfera e sua posição é tal que jRCD
r

−=−  no 
instante considerado. Adotando a barra AB como referencial móvel e expressando as grandezas 
vetoriais na base ),,( kji

rrr
, pedem-se:  

 

 
a) (1,0 ponto) As velocidades relativa,  de 

arrastamento e absoluta do ponto D; 

b) (1,0 ponto) As acelerações relativa,  de 
arrastamento e absoluta do ponto D; 

c) (0,5 ponto) As acelerações relativa,  de 
arrastamento e absoluta do ponto C; 

d) (0,5 ponto) O vetor de aceleração angular 
da esfera de centro C. 

 

 
 

 
SOLUÇÃO: 
Inicialmente estabelecemos a transformação geométrica entre os sistemas de coordenadas kji

rrr
e 

KJI
rrr

, ou seja: 
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=

+=

−=

kK

jiJ

jiI

rr

rrr

rrr

ϕϕ
ϕϕ

cossin

sincos

 

Notemos que, para um observador fixo ao referencial ligado à barra AB, a esfera realiza um 
movimento puro de rotação em torno do eixo i

r
. Dessa forma, para esse observador, a velocidade do 

ponto D é dada por: 

( ) ( ) kRjRiCDiVV relCrelD

rrrrrr
ωωω −=−∧=−∧+= ,,     

Para calcular a velocidade de arrastamento do ponto D “fixamos” a esfera à barra AB, de modo a que 
ambas se comportem como um único corpo rígido. Com isso, tem-se: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] jLRViRVjRiRLkJVADkVV AarrD

v
&

r
&

rrr
&

rr
&

rr
++++=−+∧+=−∧+= ϕϕϕϕϕϕ cossin,  

Logo, a velocidade absoluta do ponto D, será: 

( ) ( )[ ] kRjLRViRVVVV arrDrelDabsD

rv
&

r
&

rrv
ωϕϕϕϕ −++++=+= cossin,,,  

Analisando-se o movimento da esfera em relação ao referencial fixo à barra AB, observamos que os 
pontos da esfera não situados no eixo AB realizam movimento circular uniforme ao longo do plano 
normal ao eixo i

r
, de modo que a aceleração relativa do ponto D corresponde à sua aceleração 

centrípeta, ou seja: 
jRa relD

rr 2
, ω=  

Para calcular a aceleração de arrastamento do ponto D mais uma vez “fixamos” a esfera à barra AB e 
aplicamos a fórmula geral da aceleração de um corpo rígido, ou seja: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) jRLRiLRRADkkADaa AarrD

r
&&&

r
&&&

r
&

r
&&&

rr 22
, ϕϕϕϕϕϕϕ ++++−=−∧∧+−∧+=  

A aceleração complementar do ponto D será: 

( ) 022,

rrr
&

rrr =−∧=∧= kRkva relarrCorD ωϕω  

Portanto, a aceleração absoluta do ponto D será: 
( )( ) ( )( ) jRRLRiLRRa absD

r
&&&

r
&&&

r 222
, ωϕϕϕϕ −++++−=  

Analisando-se de forma similar o movimento do ponto C, tem-se: 

0,

rr =relCa  

( ) ( )( ) ( ) ( )iLRjLRACkkACkaa AarrC

r
&

r
&&

r
&

r
&

r
&&

rr +−+=−∧∧+−∧+= 2
, ϕϕϕϕϕ  

02,

rrrr =∧= relarrCorC va ω  

( ) ( )iLRjLRa absC

r
&

r
&&

r +−+= ϕϕ,  

O vetor de aceleração angular da esfera é dado por: 

jkikksalarrrel

r
&

r
&&

rr
&

r
&&

rrr ωϕϕωϕϕαααα +=∧+=++= Re  

 
 
3ª Questão: (4,0 pontos)  O sistema da figura é composto por um disco homogêneo de centro A, 
massa mA e raio R unido ao bloco de massa mB por meio de uma haste AB de massa desprezível. 
Admite-se que o coeficiente de atrito nos contactos entre o disco e o solo e entre o bloco e o solo é µ , 
que o atrito na articulação em A é desprezível e que o sistema parta do repouso ( 0=ϕ e 0=ϕ& ) sob a 
ação de um binário de momento M constante. Nessas condições, pede-se:  
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a) (1,0 ponto) Determinar a máxima aceleração aA (horizontal) do ponto A que pode ser imposta ao 
sistema sem que haja escorregamento entre o disco e o solo, supondo que o sistema se mova para a 
direita.  

b) (1,0 ponto) Determinar a aceleração horizontal aA do ponto A e a força FAB na barra AB. 
c) (1,0 ponto) Determinar a energia cinética T do sistema e o trabalho W realizado pelos esforços 

atuantes no mesmo para levá-lo do estado inicial de repouso a um estado com ϕ e ϕ& arbitrários, 
supondo que não haja escorregamento entre o disco e solo e lembrando que M é constante. 

d) (1,0 ponto) Usando o resultado do item c determinar a velocidade angular ϕ&  do disco em função de 

ϕ 

SOLUÇÃO 

Para que possamos aplicar os teoremas da Dinâmica ao sistema considerado, construiremos os 
diagramas de corpo livre dos dois corpos dotados de massa e inércia – o bloco e o disco (Fig. 7).  

 

 

 

 

 

 

(a)                            (b) 

Figura 7: Diagramas de corpo livre: (a) do bloco; (b) do disco. 

Notemos que a barra AB, de massa desprezível, se comporta apenas como um vínculo cinemático 
entre os movimentos do bloco e do disco, impondo aos pontos A e B as seguintes restrições: 

BA vv =         (1) 

BA aa =         (2) 

Além disso, como o disco rola sem escorregar, o ponto de contacto do mesmo com o solo corresponde 
ao CIR (vide Fig. 8). 
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Portanto, o centro A do disco realiza movimento horizontal de 
translação com velocidade e aceleração dadas, respectivamente, 
por: 

ϕϕ &&&,      Rv A ϕ&=     (3) 

RaA ϕ&&=    (4) 

Figura 8: Movimento do disco.   Aplicando-se o Teorema do Movimento do Baricentro (TMB) 
(vide Fig. 2-a) ao movimento do bloco, obtém-se: 

atBBBABatBABBB FamFFFam +=⇒−=     (5) 

gmNgmN BBBB =⇒−=0       (6) 

Como o bloco encontra-se em movimento, podemos afirmar que a força de atrito atuante sobre ele é 
dada por: 

gmFNF BatBatB µµ =⇒=       (7) 

(Na equação acima, admitimos que os coeficientes de atrito estático (µ) e dinâmico (µd) são iguais) 

Substituindo-se (7) em (5), resulta: 

( )gamF BBAB µ+=        (8) 

Aplicando-se o TMB ao movimento do disco (vide Fig. 2-b), obtém-se: 

ABatAAA FFam −=        (9) 

gmNgmN AAAA =⇒−=0       (10) 

Substituindo-se (8) em (9), resulta: 

gmamamF BBBAAatA µ++=      (11) 

Para que não haja escorregamento entre o disco e solo deve-se ter: 

gmNF AAatA µµ =≤        (12) 

Substituindo-se (11) em (12), resulta: 

( )
BA

BA
A mm

mmg
a

+
−

≤
µ

       (13) 

Portanto, a máxima aceleração aA que pode ser imposta ao sistema, sem que haja escorregamento entre 
o disco e o solo, é: 

( ) ( )
BA

BA
A mm

mmg
a

+
−

=
µ

max       (13-a) 

É importante notar que as expressões (13) acima satisfazem à condição de movimento de rolamento 
puro do disco apenas se BA mm > . 

Aplicando-se o Teorema do Momento Angular (TMA) ao movimento do disco (Fig. 2-b), obtém-se: 

C ≡ CIR 

A 
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RFMJ atAAz
−=ϕ&&        (14) 

Utilizando-se as equações (4), (11) e 
2

2Rm
J A

Az
= na equação acima (14), obtém-se: 

( )RgmamamM
R

aRm
BABAA

AA µ++−=
2

2

, 

de onde resulta: 

( )
( )BA

B
A mmR

gRmM
a

23

2

+
−

=
µ

       (15) 

Para calcular a força atuante na barra AB, utilizamos a equação (8), a equação vincular (2) e a 
expressão da aceleração do ponto A (equação (15)), ou seja: 

( ) ( )gamgamF ABBBAB µµ +=+= , 

do que resulta: 

( )
( )BA

AB
AB mmR

gRmMm
F

23

32

+
−= µ

      (16) 

Em uma configuração arbitrária ϕ do sistema, a sua energia cinética, composta pelas parcelas devidas 
aos movimentos do bloco e do disco, é dada por: 

222

222 ϕ&
zBA ABA

DiscoBloco

Jvmvm
TTT ++=+=     (17) 

Substituindo-se na equação acima as equações (1) e (3), bem como a expressão do momento de inércia 

zAJ , obtém-se: 

( ) ( )
422

2222 ϕϕϕ &&& RmRmRm
T ABA ++=  

ou seja: 

( ) ( )
4

232
BA mmR

T
+

=
ϕ&

      (18) 

Para calcularmos o trabalho realizado pelas forças e momentos atuantes no sistema, desde a 
configuração ϕ=0 até uma dada configuração ϕ arbitrária, notemos que: 

1. As forças peso e as reações normais não realizam trabalho, uma vez que têm direção normal ao seu 
deslocamento; 

2. A força de atrito no disco não realiza trabalho, pois a velocidade no ponto de contacto com o solo é 
nula. 

Portanto, além do momento externo M, a única força que realiza trabalho é a força de atrito FatB atuante 
no bloco, ou seja: 

( )ϕϕ dFMWWW atBFM atB
⋅−=+=      (19) 
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onde d(ϕ) é o deslocamento linear do bloco B correspondente a uma rotação ϕ do disco, ou seja: 

( ) ϕϕ Rd =         (20) 

Substituindo-se (7) e (20) na expressão (19) resulta: 

( )ϕµ gRmMW B−=        (21) 

Finalmente, aplicando-se o Teorema da Energia Cinética (TEC) ao sistema, a partir da configuração de 
repouso (ϕ=0) até uma configuração arbitrária ϕ, obtém-se: 

( ) ( ) ( )ϕµϕ
gRmM

mmR
WTWTT B

BA −=
+

⇒=⇒=−
4

232

0

&
 (22) 

De onde se extrai a expressão da velocidade angular do disco em função de ϕ:  

( )
BA

B

mm

gRmM

R 23

2

+
−

=
ϕµϕ&       (23) 


