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1ª Questão (3,5 pontos). O mecanismo da figura ao lado é composto pelas barras AB e 
BC , de mesmo comprimento a , articuladas entre si por meio de um pino B . A 
extremidade A  da barra AB é vinculada a uma articulação fixa e a extremidade C  da 
barra BC  é ligada a um pistão que se move ao longo de uma guia vertical. Sabendo 
que, na configuração ilustrada, a barra AB gira com velocidade angular ω e aceleração 
angular ω& , determine:  

(a) a velocidade e a aceleração do ponto B ; 
(b) o centro instantâneo de rotação da barra BC ; 
(c) a velocidade angular BCω da barra BC e a velocidade do ponto C ;  
(d) a aceleração angular BCω& da barra BC e a aceleração do ponto C . 
 
 
 
 
Resolução 
 
A velocidade do ponto ABB∈ , é dada por: 

( ) ( )jaiakABkvv AB

rrrrrrr θθωω sincos0 +∧+=−∧+=  

jaiavB

rrr θωθω cossin +−=⇒  

A aceleração do ponto ABB∈ , é dada por: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]jaiakkjaiakABkkABkaa AB

rrrrrrr
&

rrrr
&

rr θθωωθθωωωω sincossincos0 +∧∧++∧+=−∧∧+−∧+=  

( )[ ]jiakjaiaaB

rrrr
&

r
&

r θθωωθωθω cossincossin +−∧++−=⇒  

( )[ ]jiajaiaaB

rrr
&

r
&

r θθωθωθω sincoscossin 2 +−+−=⇒  

( ) ( ) jaiaaB

r
&

r
&

r θωθωθωθω sincoscossin 22 −++−=⇒  

Resposta a: 1 ponto  
 
Como as direções das velocidades dos pontos B  e C  da barra BC  são 
conhecidas, o centro instantâneo de rotação deBC  pode ser determinado 
graficamente, conforme indicado abaixo: 
 
Da figura ao lado, obtêm-se: 

θsin2aACyC =−=  

θθ cos2cos2 aABxC =−=  

de modo que a posição do centro instantâneo de rotação da barra BC é dada por: 

( ) jaiaACIRBC

rr
θθ sin2cos2 +=−⇒  

Resposta b: 1 ponto 
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Para determinar a velocidade angular da barra BC  aplicamos a equação do campo de velocidades à barra BC: 
referida aos pontos materiais BCB∈  e ,, BCbarramaterialextensãoICIRI BC ∈≡ : 

( ) ( )jaiakIBkvv BCBCbarraBCICIRIB

rrrrrrr θθωω sincos0, −−∧+=−∧+= ∈≡  

( ) ( )jaiakjia BC

rrrrr
θθωθθω sincoscossin −−∧=+−⇒  

( ) ( )jiajia BC

rrrr
θθωθθω cossincossin −=+−⇒  

Da equação vetorial acima, conclui-se que a velocidade angular da barra BC  é: 

ωω −=BC  

Para determinar a velocidade do ponto C  aplicamos a equação do campo de velocidades para os pontos BCB∈  
e BCC∈ , ou seja: 

( ) ( ) ( )jaiakjiaBCkvv BCBC

rrrrrrrr θθωθθωω sincoscossin +−∧−+−=−∧+=  

( ) ( )jiajiavC

rrrrr θθωθθω cossincossin +++−=⇒  

javC

rr θω cos2=⇒  
Resposta c: 1 ponto 

 
A aceleração angular da barra BC  é dada por: 

ωωω && −==
dt

d BC
BC  

A aceleração do ponto BCC∈ , é dada por: 

( ) ( )[ ]BCkkBCkaa BCBCBCBC −∧∧+−∧+=
rrr

&
rr ωωω  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]jiakkjiakjaiaaC

rrrrrr
&

r
&

r
&

r θθωωθθωθωθωθωθω sincossincossincoscossin 22 +−∧−∧−+−∧−−++−=⇒  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]jiakjiajaiaaC

rrrrr
&

r
&

r
&

r θθωωθθωθωθωθωθω cossincossinsincoscossin 22 +∧−++−++−=⇒  

( ) ( ) ( ) ( )jiajiajaiaaC

rrrr
&

r
&

r
&

r θθωθθωθωθωθωθω sincoscossinsincoscossin 222 −++++−++−=⇒  

( ) ( ) ( ) ( )jiajiajaiaaC

rrrr
&

r
&

r
&

r θθωθθωθωθωθωθω sincoscossinsincoscossin 222 −++++−++−=⇒  

( ) jaaC

r
&

r θωθω sincos2 2−=⇒  
Resposta d: ½ ponto 
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2ª Questão (3,5 pontos). Uma barra delgada AB de comprimento 
l  gira em torno do eixo vertical com velocidade angular constante 

ja

r
ω . Em sua  extremidade B está articulado um disco  de raio  r  
que gira em torno do eixo perpendicular ao plano da figura com 
velocidade angular constante kr

r
ω . Adotando a base kji

rrr
,,  

solidária à barra AB, determinar, para a configuração indicada: 

(a) o vetor rotação absoluta do disco; 
(b) o vetor aceleração rotacional absoluta do disco; 
(c) a velocidade absoluta do ponto C ; 
(d) a aceleração absoluta do ponto C . 
 
Resolução 

 

O vetor rotação absoluta do disco, é:  

kj ra

rrr ωωω +=  

Resposta a: ½ ponto 
O vetor aceleração rotacional absolta do disco, é: 

ikjkj rararara

rrrrrrrr
&

r
&&r ωωωωωωωωω =∧++=∧++= 00  

Resposta b: ½ ponto 

A velocidade absoluta do ponto C é dada por: 

( ) ( )[ ] ( )BCABjvBCvv aABC −∧+−∧+=−∧+= ωωω rrrrrr
 

Desenvolvendo-se a expressão acima, tem-se: 

[ ] ( ) ( )krjrjrkrkirkjijv arraaraaC

r
l

rrrr
l

rrrr
l

rrr
+−=+−−=∧++∧+= ωωωωωωωω0  

Resposta c: 1 ponto 

A aceleração absoluta do ponto C  é dada por: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ( )[ ]BCABABaBCBCaa AAaABC −∧∧+−∧∧+−∧+=−∧∧+−∧+= ωωωωωωωω rrrr&rrrr&rrr
 

Desenvolvendo-se a expressão acima, tem-se: 

( ) [ ]{ } ( ) ( )[ ]irkjkjijjABa raraAAC

rrrrrr
l

rrrrr
∧+∧++∧∧+−∧+= ωωωωωω00  

( ) [ ] ( )[ ]irriririjrkrkjia raraararaaC

r
l

rrr
l

rrrrr
l

r 222222 ωωωωωωωωωω ++−=−−−=+−∧++−=⇒  

Resposta d: 1½ ponto 
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3ª Questão (3,0 pontos). De acordo com a figura, o disco de raio r2  e centro A  rola sem escorregar com 
velocidade angular ω  e aceleração angular ω&  sobre a pista 
interna  do aro fixo de centro O  e raio r6 . Adotando a base 

kji
rrr

,,  ligada à barra OA, pede-se: 
(a) determinar a velocidade e a aceleração angulares da 

haste OA;  
(b) determinar a velocidade e a aceleração do ponto C do 

disco de centro A ; 
(c) esboçar  um trecho da trajetória descrita pelo ponto C  

do disco de centro A ; 
(d) responder (justificando) se é possível ou não definir o 

triedro de Frenet para os pontos da trajetória esboçada 
no item anterior correspondentes ao contato do ponto  C  
com a pista interna do aro de centro O . 

 
Resolução 
 
Como o disco de centro A  rola sem escorregar sobre a pista interna do aro fixo, o ponto C pertencente ao disco, 
na configuração indicada na figura,  coincide com o C.I.R.do dico. Assim, a velocidade do pontoA , é dada por: 

( ) ( ) jrirkCAkvv CA

rrrrrrr ωωω 220 −=−∧+=−∧+=  

Considerando A  como um ponto da barra OA, tem-se: 

( ) jrirkOAkvv OAOAOAOA

rrrrrrr ωωω 440 =∧+=−∧+=  

Portanto, a velocidade angular da barra OA se obtém de forma imediata: 

2
24

ωωωω −=⇒−== OAOAA jrjrv
rrr

 

A aceleração angular da barra OA é dada por: 

22

ωωωω
&

& −=






−==
dt

d

dt

d
OAOA  

Resposta a: 1 ponto 

Conforme já mencionado, para a configuração indicada na figura, o ponto C pertencente ao disco coincide com 
o C.I.R. do disco. Logo, tem-se: 

0
rr

=Cv  

Para determinar a aceleração do ponto C , é necessário, antes, obter a aceleração do centro A  do disco, ou seja: 

( ) ( )[ ] irjrirkkirkOAkkOAkaa OAOAOAOA

rr
&

rrrrr&rrrr
&

rr 224
22

4
2

0 ωωωωωωωω −−=






 ∧−∧−∧−=−∧∧+−∧+=  

A aceleração do ponto C  do disco é dada por:  

( ) ( )[ ] ( ) iriririrkkirkirjrACkkACkaa AC

rrrrrrrr
&

rr
&

rrr
&

rr 2222 32222 ωωωωωωωωωωω −=−−=∧∧+∧+−−=−∧∧+−∧+=  

Resposta b: 1 ponto 
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A trajetória descrita por um ponto C qualquer da periferia do disco de 
centro A  é destacada na figura ao lado. Característica do movimento 
sem rolamento de uma circunferência de raio r  no interior de outra, 
de raio rRR >,  , essa curva é denominada hipociclóide.  

De acordo com o enunciado do problema, rR 3= , de modo que a 
trajetória de C irá apresentar 3 pontos singulares, correspondentes aos 
instantes em que a velocidade de C  se anula. No entorno desses 
pontos, a trajetória apresenta singularidades denominadas cúspides. 

Resposta c: ½ ponto 

 

Conforme se pode observar na figura acima, nos pontos singulares que delimitam as cúspides da trajetória  de 
C , não existem versores tangentes. Logo, o triedro de Frenet não é definido para esses  pontos.  

Resposta d: ½ ponto 


