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PME 2100 — MECANICA A — P2 — 15 de maio de 2009
Duracao da Prova: 120 minutos (ndo é permitido usde calculadoras)

ATENCAO: a prova consta de 3 questbes de aplicagio da testtidada valendo 10 pontos e de 4 questdes
tedricas, cuja resposta € opcional, com valor weaP pontos, e cujo resultado obtido € somadoatar das
guestbes de aplicacdd. nota maxima da prova é 10, ou seja, ndo ha acunagdo de pontos para as
avaliacOes subsequentes

QUESTAO 1 (3,0 pontos).Um rotor, indicado na figura abaixo pelo blokpcom eixo de rotacdo vertical e
velocidade angulan, aciona uma barr@B de comprimentd inclinada de um angul® = 60° (fixo) em relacao
a vertical. Na extremidade desta barra localizarsesegundo motor que transmite velocidade anguiao
disco de raig com eixo de rotacdo alinhado com a direcdo dab&rPede-se:

(a) o vetor rotacao instaetdo disco(1,0 ponto)

(b) a equacao do eixo héliabinstantaneo do disco bem como sua
representacao grafida) ponto)

(c) a velocidade do pont®do disco, indicado na figurél,0 ponto)

16/?

Observacgmode-se utilizar o eixo helicoidal instantanecapse
calcular a velocidade do pdnt

Solucdo: sejam os sistemas de referémﬁ\lz fixo emA e BIJK solidario & barra\B, conforme mostrado
abaixo:

Para calcularmos o vetor rotagdo absoluto, notequesa transformacédo entre os sisterBAdK e AWIZ é
dada por

| =cosd +send
J =-send +cosf
Substituindo-s® pelo valor indicado no problema (60°), resulta:
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Portanto, pode-se escrever que

(a) o vetor de rotacao absoluto sera dado por:

el

abs =aj+aﬁ:>
Q. = +a-send +cosf) =
Q.. =-wsend +wl+cosd)| =

(b) célculo do eixo helicoidal instantaneo do disco

Para determinar BHI do disco, basta observar que o vetor rotacao ahsdb disco é o resultado da soma de
dois vetores concorrentes no poAtd?ortanto, este ponto pertenceEitl. Como oEHI é paralelo a direcdo do

vetor rotacdo absoluta do discﬁe(bs) decorre que, daddse a direcdo de tal vetor,El fica completamente

determinado. Este vetor corresponde a uma retdogoe 30° com a direcdo do eixo vertical passarelo p
pontoA, conforme mostrado no diagrama abaixo:

A equacédo d&HI do disco na forma vetorial fica assim expressa:

E=A+1Q,., A00O

ondeE é um ponto genérico deHI do disco.
(c) célculo da velocidade absoluta de um ponto P dlisco

A velocidade deP pode ser determinada a partir de um ponto qualgugyertencente a&HI. Como o
invariante escala@abS.VA =0 pois a velocidade d& é nula, isso significa que todos os pontosEt
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possuem velocidade zero, inclusizeObserva-se, que neste caso particuldtHb é um eixo instantaneo de
rotacdo. Assim,

V,=V.+Q_  O(P-E) 1)

Da figura acima temos:

(012 = E=B) (e _ gy =tg o) (B - A) =
(B-A)
O(E-B)= g LI

mas(E-P)=(E-B)-(P-B)

0(E-P) :%L—rjr :[—@LS‘?”JF :[—@LB‘?” J{%nﬁjJ

Voltando a equacéo (1), temos:

Ve =V +Qabs O(P-E)

VP:6+(—a)—\/2§’T+ 3TJD(—_3H 3"}(ET+—3TJ

2

_ a(-3r+4/3L) -

A velocidade absoluta do porffopoderia também ser calculada mediante a somaialedersuas componentes
relativa e de arrastamento, ou seja:

Ve =Vpg TV

Parr

4/4 QUESTAO 2 (3,5 pontos).No mecanismo da figura ao lado, o
®|D cilindro de centrd e raioR rola sem escorregar sobre uma superficie
horizontal. Sabe-se que, no instante mostragmssui velocidade de
médulo v e aceleracdo de modulg. &Nos pontosB, C, e DD existem
articulacbes. Sdo dados ain8&=5R e CD=3R. Determine, em

4R funcdo dos dados:

A/

(a) o vetor rotacdo do disco de cerfre a aceleracao do porip
(1,5 pontos)

(b) o vetor rotacéo e o vetor aceleracdo anguléadaBC,;

(1,0 ponto)

(c) o vetor rotacéo e o vetor aceleracédo angulémadaCD.

(1,0 ponto)

Observacdo: fornecer as respostas em relacdo @&emaisde
referéncia ortonormal com centro €@nfixo a superficie horizontal.
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Solugéo
(a) célculo do vetor de rotacéo do disco e da acededo do ponto B
Apliguemos a equacgdo fundamental da cineméaticadtidosao disco de centrd, lembrando que o ponto de

contato entre o referido disco e a superficie bota é oCIR, uma vez que é dado ndo haver escorregamento.
Assim, temos:

' =Vg + @, J(A-CIR) = 0+ w,k OR] =

<

d O V, o~
vV =-w,Ri = a)A:—EAk

A aceleragdo do pont®é obtida de
a, =4, +w, 0(B- A +a, O[@, O(B- A)] 1)

Na equacao acima, conhecemos a aceleracao lingantmA e o vetor rotacdo do disco de centrofrporém
ndo seu vetor aceleragdo angular. No entanto, @rodentacdo do vetor rotagdo no movimento plano é
constante, resulta:

@Azi(_ﬁlzjz -ag

Voltando a equacdo (1), tem-se:
i

i -2 poR - Yak ol -Yak ORf
R R

Q)

B = ap

R

—

V2
d; =a, +a,i —EAj =|a, =2a,i -

Py |><N
—

(b) e (c) calculo dos vetores de rotagdo e de acalgio angular das barras

Para a barr8C temos:

VB :vc +5)Bc 0(B-C) :vc "'C’JBClz D(—3RT—4RT)

8 =& + @y O(B-C) + @y D@y O(B-C)]= 2

d, = 8.+ k O(-4R -3R)) + apck D[wBCIZ O(-4Ri -3R))

Nas equacgfes (2), temos trés incognifgs, W,s, W,s , UMa vez que, como se trata de movimento plano, as

grandezas angulares possuem direcdo perpendiculptaao do movimento. No entanto, aplicando-se as
mesmas equacgdes de vinculo cinemético a Rbraesulta:

Ve =V, + @, U(C-D) :E)"'C‘)colz 0(-3R))
Vel =, 3RI

®3)

Substituindo a equacao da velocidad€de primeira das equacdes (2) acima, obtemos:
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Vg = @y 3R + ek O(-4Ri -3R)) =
A +(—VEA|ZJ ORf = ayp 3R — e AR + e 3RT =
2v,i = RGBawyp, + 3wy )i — 4wy Ry

Conclui-se, portanto, que:

W =0 =@ =0
= Ll =g
Gy =20 =G =50

e que a barrBC, no instante considerado, realiza ato de movimmstantaneo de translacéo. Isto, alias, NAO
significa que sua aceleragcdo angular seja nulxpfessao da aceleracdo para a baDdornece:

a. =4, + &, 0(C-D)+a@y, O[@, 0(C-D)|=

d = 0K D(-3R) + 24K [ﬁﬁm(—eﬁ)}

3R

- A
3. =3Rw. I +—2 4
ac Gl +o0 | 4)

Substituindo a eq. (4) na Gltima das equacdes (B)izando d; calculado no item (apbtém-se:

2
d, = 3R@DT+%T+%J O(-4Ri -3R)) + w. .k D[a)BCk O(-4Ri -3R)|=

2
2aAT—V—$I 3R, +:—1—4Ra)Bcj+3Ra)BCI +0
~ VA - 44 )=
28, _EA = R(Ba, + 36 )i +(9_F§_4Rwsc)l

Resolvendo, pela ultima equacéo obtém-se, finaknestexpressdes das aceleragbes angulares desBaer
CD.

= _ 13/ -
“e = 36R?
EO 24RaA —13\/i lz
D~ AAM2
36R
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QUESTAO 3 (3,5 pontos).Um veiculo deslocando-se com velocidadede médulo constante transporta um
motor com eixo vertical que transmite velocidadgudar constantéﬁ a barraAB, constantemente orientada
na direcdo vertical. Na extremidade superior deatea ha um segundo motor que transmite ao dis@®iokro

B e raio r velocidade angular constante (vide figura). Determinar:
TJ

B | (b) O vetor aceleracao angular instantaneso(atm) do discof0,5 pontos)

(a) O vetor rotagdo instantaneadhlto) do discof1,0 ponto)

(c) A velocidade instantanea (abtsgldo pontd. (0,5 pontos)
(d) A aceleracéo instantanea (atbapllp pontd?. (0,5 pontos)

Q (e) As componentes (relativa e mlastamento) da velocidade instantanea do
pont®. (0,5 pontos)

A
v I (f) As componentes (relativa, de arrastamentomplementar) da aceleracao
instantanea do pomo(0,5 pontos)
7 i

Solugéo:
Para a solucdo do problema, é conveniente estabalet sistema de referéncia auxiliBt JK solidario a
barraAB, e instantaneamente coincidente com o sistemaiahe?rfk , como mostrado na figura do enunciado

do problema.

s = Q+@=Qf +aK
@ = ——

Wpgs =€ + 4K

(b) Wygs =0+0+0+wQOK =
Wrgs = WQ] OK = Wyps = wQT
(c).
Vo s = Vg s G L (P —B)
Vgabs = Vaus =VI =
Vo s =VI +(QJ +ak) O(rJ)
Vp s = VI +(Q + k) O(r])

vP,abs = (V_C‘I)i
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X 8p abs = B aps + @Wue J(P — B) + @y, O], O(P-B)]
g aps = Bpaps = 0=
8p e = QT O(rJ) +(QJ + uK) D[(QT + k) D(rj)]:>
8 e = QI O(r]) +(Qf + k) D[(Qi +aK) D(rT)]:>
8 s = —0°1] +2Qark
(e) )
Ve, =Vg +aK O(P-B)

8y, =8,, +@0(P-B)+w0[@O(P-B)]

8,, =4,, +GK O(P-B)+aK Ojak O(P-B)]
d,, =0+0+aK D[aK D(rj)]

d,, =—w'rd =-a’r]

8, =85,=8,=0

d,, =2Q 0V, =20Qj O(wri) =

a,, = 2Qawrk

As questdes 4, 5, 6 e 7 sdo tedricas e opcionais

Questéo 4 (0,5 pontosExplique o significado de cada um dos termos dagim vetorial do eixo helicoidal
instantaneo do movimento mais geral de um corpdaol

Solugéo:

E:O+a[%

]2

+ A, onde

O: ponto genérico do corpo rigido, em que a velatgdabsoluta é conhecida;
E: ponto genérico do eixo central;
& : vetor rotacdo do corpo rigido;
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V,: velocidade absoluta do ponto gené@do corpo rigido;

A escalar qualquer (real);
Aa : vetor paralelo ao vetor rotacao;
O+a[%

—— . distancia minima orientada desde o ponto gen&iao eixo helicoidal instantaneo.

Questéo 5 (0,5 pontos)Sao conhecidos dois pontAé(A, Yas ZA) e B(xB,yB : ZB) bem como suas respectivas
veIocidades?A(va,vyA,va) e Vg (va,vyB,sz). Determinar a condigdo necessaria e suficiente gpae#d e B
pertencam ao mesmo corpo rigido.

Solucdo: 0 vinculo cinematico de movimento de um corpo dgidtabelece que, para dois pontos quaisijuer
e B de um corpo rigido, tem-se:

V,.(B=A) =V,.(B-A)
U (VxAr +VyAT+VmR)'((XB - XA)T + (yB - yA)T+(ZB - ZA)R) =

(VxBr +VyBT +VZBR)'((XB - XA)T + (yB - yA)T + (ZB - ZA)R) =

[ VxA(XB - XA) +VyA(yB - yA) +VzA(ZB - ZA) =VxB(XB - XA) +VyB(yB - yA) +VﬂB(ZB - ZA)

Questéo 6 (0,5 pontos)Considere um mecanismo composto por 4 baABsEC, CD, DA) articuladas duas a
duas, sendo qu&B é paralela £D e BC é paralela ®A. Admitindo-se que as articulacié® D estejam fixas
ao solo e que as barrdB e CD tenham a mesma velocidade angular, mostre queaBarealiza movimento
de translacéo curvilinea.

Solucéo: utilizando o sistema de referéncia mostrado, dingaox é paralela as barréa® e CD, temos:

B C ¥, =v,+ak, OB-A
V. =V, +ak, O(C-D)
® - . -
X ®  V, =0+ak,, O/(B- A
AN I "
Ve =0+ aky, O|(C - D)|i
A D

Como|(B~ A)|=|[(C-D)|= V, =¥,
Portanto, aplicando-se a equacdo fundamental den@iica as velocidades dos ponBe C da barraBC,
obtém-se:

\7c :\78+@BC D(C_B):GZCDBC D(C_B):>@Bc :6

Conclui-se, portanto, que a bafB& executa movimento de translacdo curvilinea, unm quee seu vetor
rotacdo é nulo, mas a dire¢do das velocidadesasquer de seus pontos (em particularBaedeC), embora
sejam iguais em um dado instante, variam ao lorgdecthpo, pois sdo determinadas pelo movimento de
arrastamento imposto pelas barras conduidBasCD.
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Questéo 7 (0,5 pontos)Sejad, o vetor aceleragdo de um potméo pertencente ao eixo de rotagaéixo,

de um corpo rigido que realiza movimento de rotag@otorno del . Identifigue cada um dos termos da
expresséo vetorial da; .

SejaO um ponto do solido situado tomado sobre o dixdfixo, em torno do qual ocorre 0 movimento de
rotacéo.

Utilizando-se a expresséo geral para a acelerag@mdontd® qualquer de um solido, tem-se:

3, =a,+& O(P-0)+& O]@ O(P-0)]

onde;:

a, = aceleracao absoluta de um ponto genérico ddosdio movimento considerado, em que O se situgesob
0 eixo de rotagdo, a sua aceleracao € nula.

7 (P —0O) = componente da aceleragdoRleo longo da diregdo transversal a dire¢éo de (Ra@yente a
trajetéria circular indicada na figura acima.

&)D(&) D(P—O)): componente radial da aceleracdoPdea direcdo de (C-P), conforme indicado na figura
acima.



