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Capitulo 1

Espacos Vetoriais

1.1 Introducao

Definicao 0. Um corpo F é um conjunto munido de duas operacgoes bindrias, adi¢cao e multiplicagao que
satisfazem as seguintes propriedades:

Adicao:
1. Comutatividade: para todos «, 3 € F
a+B=0+a.
2. Associatividade: para todos «, 8,y € F
a+(B+7)=(a+p)+.
3. Existéncia de Elemento Neutro: existe um elemento 0 € F tal que para todo a € F temos
a+0=0+a=oa
4. Existéncia de Inverso: para todo o € F existe —a € F tal que
a+(—a)=0.
Multiplicagao:

1. Comutatividade: para todos «, 3 € F
af = fa.

2. Associatividade: para todos «, 3,y € F
a(By) = (af)y.
3. Existéncia de Elemento Neutro: existe um elemento 1 € I tal que para todo o € F temos
al =1la=a.
4. Existéncia de Inverso: para todo a € F existe a~! € F tal que
aal=1.

3
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Distributividade:

1. Para todos o, 3,7 € F
a(f+7)=af+ay.

Definicao 1. Um espacgo vetorial sobre um corpo F é um conjunto V' munido de duas operagoes, adi¢dao
de vetores V. xV — V e multiplicacao por escalar F xV — V que satisfazem as seguintes propriedades:

Adigao de Vetores:
1. Comutatividade: para todos x,y € V
rt+y=y+zx
2. Associatividade: para todos x,y,z € V
T4 (y+2) = (@ +y) + =
3. Existéncia de Elemento Neutro: existe um elemento 0 € V' tal que para todo z € V temos
z+0=04+2=2.
4. Existéncia de Inverso: para todo x € V existe —x € V tal que
z+ (—z)=0.
Multiplicacao por Escalar:

1. Para todo z € V vale

2. Associatividade: para todos «, 3 € F

Distributividade:
1. Para todos z,y € V e para todo a € F
a(zx+y) =ar+ ay.
2. Para todo x € V e para todos a, 3 € F
(a+ 0)x = ax + Bz.
Os elementos de V' sao chamados vetores, e os elementos de F sao chamados escalares.
Proposigcao 0. As sequintes afirmativas sao vdlidas.

1. a0 =0.
a0=a(0+0)=a0+ a0 = a0+ (—al) = a0 + a0 + (—a0) = 0 = a0.
2. Ov=0.
Ov=(0+0)v=00v+0v
= 0v + (—0v) = 0v + Ov + (—0v)
= 0= 0v.
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3. ar#0sea#0ex #0.
Suponha que exista « € F, a # 0, tal que ax = 0 para algum x € V, x # 0. Entao
o (az)=a'0=0= (e 'a)z=0=1z=0= 2 =0,

um absurdo.
4. (-l)z = —=z.

0=0z=[1+(-1)]
= —z+z+(-1)
= (—1)z=—u=x

z=le+(-e=z+(-1z
z=-x+0

5. Unicidade do vetor nulo.
0=0+4+0=0.

1.2 Bases e Dimensao

Definigao 2. Seja S C V um subconjunto qualquer de um espago vetorial V. Uma combinagao linear de
elementos de S é uma soma finita
Q121 + ...+ apTi

com aq,...,ap EFexy,...,z € S.

Definicao 3. Dizemos que um conjunto S C V ¢é linearmente dependente se existir um ntumero finito
de elementos x1,...,x, € S e escalares aq,...,a, € F nao todos nulos tais que

a1x1 + ...+ oz = 0.

Ou seja, o vetor nulo pode ser escrito como uma combinagao linear ndo-trivial de elementos de S. Caso
contrario, dizemos que S é linearmente independente.

Um subconjunto linearmente independente nao pode conter o vetor nulo.

Lema 1. Um subconjunto S C V' € linearmente dependente se e somente se algum elemento de S puder ser
escrito como combinagao linear de outros elementos de S.

Prova. Se S é linearmente dependente, entdo existem vetores zi,...,rr € S e escalares ajq,...,a; nao
todos nulos tais que
arx1 + ...+ oz =0.

Suponha que «; # 0. Entdao podemos escrever

aq Q1 Q41 L
T, =—x1+...+ Ti—1 + $i+1—|—...—|-07$k,

7 7 7 %

isto é, x; é combinagao linear de outros elementos de S.
Reciprocamente, se xg, z1,...,Tr € S e aq,...,a € F sao tais que

o =121 + ...+ arpT,

entao
To— o1 — ... —apxr =0

é uma combinagao linear nao-trivial de elementos de S. B



Rodney Josué Biezuner 6

Definicao 4. Dizemos que um conjunto S C V gera o espago V se para todo x € X existirem x1,...,x, € S
e escalares oy, ..., ax € K tais que
r=aq1x1+ ... +arrg.

Definigao 5. Dizemos que um conjunto B C V é uma base para o espago V se:

e B gera V.

e 3 é linearmente independente.

Definicao 6. Dizemos que V é um espago vetorial de dimensao finita se V possui uma base com um
ntmero finito de elementos ou se V' = {0}.

O numero de elementos nas bases de um espaco vetorial é um invariante do espago vetorial:

Teorema 1. Todas as bases de um espago vetorial de dimensao finita possuem o mesmo nimero de elemen-
tos.

Prova. A demonstracio deste resultado segue do seguinte lema:

Lema 2. Suponha que S = {x1,...,z1} gera o espago vetorial V e que 8" = {y1,...,y1} € um subconjunto
linearmente independente de V. Entao
I < k.

Prova. Suponha por absurdo que ! > k. Como S gera V e S’ é linearmente independente (em particular,
nao contém o vetor nulo) temos
Y1 = q1T1 + ...+ 0Tk

para alguns escalares aj,...,a nao todos nulos. Podemos supor a; # 0, reordenando os indices,
se necessario. Afirmamos que podemos entdo substituir x; por yi, isto é, que o conjunto S; =
{y1,22,...,x} gera V. De fato, podemos escrever
1 Qo g
Ty = —Yr— —X2— ... — Tk,
Qg 851 1

de modo que se x = B1x1 + Bo2xs + ... + BrTy, entao

z = &yl + (ﬁz - ﬂlo@) Tyt ...+ (B;g - 510%) T
(651 «

aq
Agora, como S; gera V e S’ é linearmente independente, temos

Yo = a1y + aeTa + ...+ QT

para alguns escalares aj, ..., ax, com as, ..., ndo todos nulos (caso contrério, yo seria um multiplo
escalar de y1). Supondo ag # 0, reordenando os indices se necessario, usamos o mesmo argumento
acima para concluir que podemos substituir x5 por y2, de modo que o conjunto Sa = {y1, y2, €3, ..., Tk}
gera V. Repetindo este procedimento sucessivamente, concluimos que podemos substituir todos os x;
por um nimero equivalente de y; (jd que, por hipétese de absurdo, I > k), e obter que o subconjunto
préprio

Sk = {ylv"'vyk}

de S’ gera V. Mas entao, por definicado de conjunto gerador, existem escalares asi, ..., a; tais que

Ye+1 = Q1Y1 + ... + Yk

contrariando o fato que S’ é linearmente independente (pelo Lema 1). l
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Sejam By = {x1,...,xx} e Ba = {y1,...,y:} duas bases do espago vetorial de dimensao finita V. Apli-
cando o Lema 2 ao conjunto gerador B; e ao conjunto linearmente independente By concluimos que ! < k;
aplicando o Lema 2 ao conjunto gerador By e ao conjunto linearmente independente B; concluimos que k& < [.
Portanto, k. =1. R

Definicao 7. O ntimero de elementos de uma base qualquer de um espago vetorial de dimensao finita
V é chamada a dimenséao do espaco e denotada dim V. Se V = {0}, entdo definimos dim V' = 0.

Teorema 2. Todo espaco vetorial nao-nulo gerado por um subconjunto finito possui uma base finita.

Prova. Suponha que S seja um subconjunto finito que gera o subespago vetorial nao-nulo V. Se S for
linearmente independente, entao S é a base procurada e nao precisamos fazer nada. Caso contrario, se S é
linearmente dependente, podemos retirar um elemento de S e o conjunto resultante ainda gerard V (retire
um elemento que seja combinagao linear dos demais). Se o conjunto restante for linearmente independente,
entao ele serd uma base finita para V. Caso contrario, repetimos o procedimento, até obter um conjunto
linearmente independente. W

Lema 3. Se dimV = n, entao todo subconjunto de V com mais de n vetores € linearmente dependente.
Prova. Segue imediatamente do Lema 2. B

Teorema 3. Todo subconjunto linearmente independente de um espago vetorial de dimensao finita pode ser
completado até uma base do espago.

Prova. Suponha que S = {z1,...,2;} seja um subconjunto linearmente independente de V. Se S nao é
uma base para V, ou seja, se k < n, entao existe um vetor xx41 € V tal que xx41 nao é uma combinacao
linear de elementos de S. Segue que o conjunto S; = {z1,..., Tk, Tx+1} é linearmente independente. Se
k 4+ 1 < n, repetimos o processo. Se dimV = n, repetimos este processo n — k vezes até encontrar um
subconjunto S,—r = {z1,..., Tk, Tkt1,-- -, Tn} que é uma base para V. B

1.3 Subespacos Vetoriais

Definigao 8. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F. Um subespago de V' é um subconjunto W C V/
que € ele préprio um espago vetorial sobre F com as operacoes de soma e multiplicagao escalar induzidas
de V.

Proposicao 1. Um subconjunto nao-vazio W C 'V € um subespaco de V' se e somente se ele é fechado com
relagao as operacdes de soma e multiplicacao por escalar. Em outras palavras, W C V € um subespaco
de V' se e somente se ax + By € W para todos x,y € V e para todos a, 3 € F.

Prova. Suponha que W C V, W # @, é fechado com relagao as operagoes de soma e multiplicagao por
escalar. Como as operagoes de soma e multiplicagao por escalar definidas em W sao herdadas das operagoes
definidas em V, comutatividade, associatividade e distributividade sao imediatamente validas e 1 = = para
todo = € W. Basta apenas verificar as duas propriedades seguintes:

e 0 € W: pois se x € W é qualquer vetor (lembre-se que W # @), entdo 0z =0 € W.
e Sex € W, entao —x € W: pois —x = (—1)z € W.

A reciproca é 6bvia, pois V' é um espaco vetorial sobre F e W C V é um espago vetorial sobre F com as
operagoes de soma e multiplicagao escalar induzidas do préprio V. B

Teorema 4. A intersecao de qualquer familia de subespacos de um espaco vetorial V é um subespaco de V.
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Prova. Seja {Wy},., uma colegdo de subespagos de Ve W = [\ W) sua intersecao. Como cada W)
AEA
contém o vetor nulo, segue que W também contém o vetor nulo e podemos usar a Proposicao 1 para provar

que W é um subespago. Dados quaisquer z,y € W, temos que x,y € W) para cada indice A € A (por
defini¢ao de interse¢ao de conjuntos), logo ax + By € W, para todos o, € F (pela Proposi¢do 1, pois
cada Wy é um subespago de V'), portanto ax + By € W para todos «, 8 € F (novamente, pela definigao de
intersegao de conjuntos). Segue da Proposi¢ao 1 que W é um subespago. B

Segue deste resultado que dado um subconjunto de um espago vetorial, existe um menor subespago que o
contém:

Definicao 9. Seja V um espago vetorial sobre um corpo F e S um subconjunto de V. O subespaco gerado
por S ¢é a intersecao de todos os subespacos de V' que contém S.

Proposicao 2. O subespago gerado por um subconjunto nao-vazio S de um espacgo vetorial V € o conjunto
de todas as combinagdes lineares de elementos de S.

Prova. Denote por W o subespaco gerado por S e por W’ o conjunto de todas as combinagoes lineares
de elementos de S. Pela Proposi¢ao 1, como S C W, segue que W' C W. Por outro lado, também pela
Proposigéo 1 o conjunto W’ é um subespago de V', logo W C W’ por defini¢do (pois W’ é um subespaco de
V que contém S). Assim W/ =W. R

Lema 4. Seja S um subconjunto linearmente independente de um espago vetorial V. Suponha que y é um
vetor de V' que ndo pertence ao subespago gerado por S. Entio SU{y} € linearmente independente.

Prova. Suponha que z1,...,z € S e existem escalares aq,...,ax, 3 tais que
a1xy + ...+ oz + Py =0.
Entao 8 = 0, caso contrario
aq + + Ak
Yy=—a e —
B B

o que implicaria que y pertence ao subespaco gerado por V, contrariando a hipétese. Mas entao

Tk,

a1x1 + ...+ oz =0,
ecomo S é L.I., segue que a3 + ...+ =0. A

Teorema 5. Se W € um subespaco proprio de um espaco vetorial de dimensdo finita V', entdo W também
tem dimensao finita e dimW < dim V.

Prova. O resultado é ébvio se W é o subespaco nulo. Se W nao é o subespago nulo, seja z € W, x # 0. Pelo
Teorema 3, existe uma base de W contendo x (como néo sabemos apriori que W tem dimenséo finita, nao
sabemos que W possui uma base, pois nao queremos utilizar o resultado que ainda nao demonstramos que
todo espago vetorial possui uma base). Como esta base de W é em particular um subconjunto linearmente
independente de V', ela nao pode conter mais que dim V' elementos. Portanto, dim W < dim V. Por outro
lado, como W é um subespago préprio de V, existe um vetor y € V tal que y ¢ W. Adicionando y a
qualquer base de W, obtemos pelo lema anterior um conjunto linearmente independente de V. Isso implica
que dmW < dimV. R

1.4 Coordenadas

Proposicao 3. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e B = {x1,...,x,} uma base para V. Entdo
todo vetor em V' se escreve de maneira unica como uma combinagdo linear de vetores de B.
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Prova. Suponha que v € V pode ser representado por duas combinagoes lineares de vetores de B:

V=011 + ...+ QpTn,

/ /
V=0T F Qg Ty

Entao
(g —ay)m + ...+ (ap —al) z, =0,
donde oy =@, ...,a, =0o. K
Defini¢ao 10. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e B = {z1,...,z,} uma base ordenada para

V. Dado v € V, se
V=121 + ...+ apTy,

a n-upla (aq,...,q,) sdo chamadas as coordenadas de v com relagdo a base B.

Base canonica de F™.

1.5 Somas de Subespacos Vetoriais

Definigao 11. Sejam 51, ..., Sk subconjuntos de um espago vetorial V. Definimos a soma dos subconjuntos
S1,...,Sk como sendo o conjunto

k
ZSi251+...+Sk:{x1+...+xk:xiESiparai:L...k}.
i=1

Proposicao 4. Se Wy, ..., Wy sdo subespacos de um espaco vetorial V', entdo a sua soma Wi + ...+ Wy
€ também um subespaco vetorial de V e contém cada um dos subespacos Wi, i =1,... k.

Prova. Pois se

r=wy+ ...+ wg,
y=w]+...+w,

sao dois vetores quaisquer de Wy + ... + Wy, com w;,w} € W; para cada i e «, 3 sdo escalares quaisquer,
segue que
ar + By = (awy + Pwy) + ... + (cwg + Pwy,) € Wi + ... + W.

A dltima afirmac@o é 6bvia, pois o vetor nulo esta em cada um dos subespacgos. B

Teorema 6. Se Wy, W5 sdao dois subespacos de dimensao finita de um espaco vetorial V', entdo Wy + Wy
também tem dimensdo finita e

dim (W1 + WQ) = dim W7 4+ dim W5 — dim (W1 n Wz)
Prova. Pelo Teorema 5, Wi N W5 tem uma base finita
{z1,..., 2} .
Pelo Teorema 3, esta é parte de uma base

Bl :{xlw'wmnaylv"')yk}

para Wj e parte de uma base
BQ == {ml,...,xn,zl,...,zl}
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para Ws. O subespago Wy + W5 é gerado pelo conjunto

B={21, .., Tn Y1y s Yk 21y 21} -

Basta provar que B é L.I. para terminar a demonstracao, pois entdo B serd uma base para Wy + Ws e
portanto

dimW; +dimWy = (n+k)+(n+l)=n+k+1)+n
Zdlm(W1+W2)+dlm(W1 QWQ).

E, de fato, suponha que
n k l
Z ;T + Z ﬂzyz + Z YiZi = 0.
i=1 i=1 i=1
Escrevendo

l n k
Zi=Y wim=—» axi— Y Bivi,
=1 i=1 =1

vemos que z € Wi também (certamente z € Ws). Em particular, existem escalares d1,...,d, tais que

n
Z = E (51331
i=1

Logo, subtraindo as duas expressoes para z, obtemos

n l
Z 0im; — Z'Yizi =0,
i=1 i=1
e como {x1,...,Tn,21,...,2} ¢ LI, concluimos que
oi=...=0p =y =...=vy =0.
Mas entao
n k
Zaixi + Z/Biyi =0
i=1 i=1
e como {x1,...,Tn,Y1,---,Ykt ¢ LI, segue que
ar=...=a, =0 =...=, =0.
|

Definicao 12. Sejam Wi, W5 dois subespacos de um espago vetorial V. Dizemos que o subespagco W =
W1+ W5 é a soma direta dos subespagos Wy e Wy se W1 N Wy = {0}. Neste caso, denotamos

W =W, @ W,.

Proposicao 5. Se W = W, & Wy, entao

dim W = dim W, + dim W.

Prova. Segue imediatamente do Teorema 6 quando se observa que Wy N Wy = {0}. A
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Proposicao 6. W = Wy @& W5 se e somente se todo elemento w € W se escrever de maneira inica como
uma soma w = wy + wy, wy € Wi e we € Wy (em outras palavras, Wi e Wo sdo linearmente
independentes).

Prova. Assuma que Wi N W5 = {0}. Seja w € W e suponha que

w = Wy + Wy

! /
w = Wiy + Wy

wy,w] € Wi e wy, wh € Wy, Entdo
(w1 —wi) + (w2 — wy) =0,
donde
(w1 —wi) = — (w2 —wh).
Mas entao, (w; — w}) € Wi NWs e (wg —wh) € Wiy NWa, logo wy —w) =0 e wy —w) =0, ou seja, wy = w)
e wy = wh.
Reciprocamente, assuma que todo elemento w € W se escrever de maneira inica como uma soma w =
w1 + wsa, w; € Wy e wy € Wh, e suponha por absurdo que exista um vetor x € Wy NWs tal que x # 0. Entao

0 =2+ (—z) é um vetor de W que se escreve de pelo menos duas maneiras como a soma de vetores de Wy
e Wg:

0:$+(_$)?
0=0+0.

Teorema 7. Seja V um espago vetorial de dimensao finita. FEntao todo subespaco W C V' possui um
complemento em V, isto €, existe um subespaco Z C 'V tal que

V=Wao~Z

Prova. Se W = {0} ou W =V, tome Z =V ou Z = {0}. Caso contrério, seja {z1,...,2;} uma base para

W. Complete esta base até uma base para V: {z1,...,2k,y1,...,y . Entdo tomamos como Z o subespago
gerado pelos vetores y1, ..., 4. De fato, se W N Z # {0}, tomando um vetor nao-nulo z € W N Z, terfamos
escalares nao todos nulos aq,...,ax, 51,..., 0 tais que

k
z = Zaixi,
i=1
l
Z2 = Zﬂiyiv
i=1

donde i z
Zaixi - Z/Biyi =0
i=1 i=1

seria uma combinagao linear nao trivial produzindo o vetor nulo, contradizendo o fato que {x1, ..., 2k, y1,-- -, Ui}
é¢LI N



Capitulo 2

Aplicacoes Lineares entre Espacos
Vetoriais

2.1 Definicao

Definida uma estrutura matemaética sobre conjuntos, é importante o estudo das fungoes entre estes conjuntos
que preservam a estrutura.

Definicao 1. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre um mesmo corpo F. Uma funcao T': V. — W é
chamada uma aplicacao linear se

T (aw + pw) = aT (v) + BT (w)
para todos v e V,w e We «a,B €F.

Aplicacoes lineares preservam as operacoes que definem um espago vetorial, soma e multiplicacao por escalar.
Em outras palavras, elas preservam combinagoes lineares.

Proposicao 1. Seja T : V — W uma aplicagao linear entre dois espagos vetoriais. Entdo T (0y) = Oy .

Prova: Observe que estamos usando notagoes diferentes para os vetores nulos de cada espago por motivos

de clareza. Temos
T (0y) =T (00y) =0T (0y) = O .

Teorema 1. Uma aplicag¢ao linear do espagos vetorial de dimensdo finita V' para o espago vetorial W é
completamente determinada pelos valores que ela toma em uma base qualquer de V.

Prova: Sejam T : V — W uma aplicacdo linear e B = {z1,...,2,} uma base para V. Dado um vetor
v € V, ele se escreve como uma combinagao linear

V=011 + ... +FOQpTy.

Entao
Tv=T (121 + ...+ anzy) = 1T (x1) + ... + @, T ().

|
Podemos dizer ainda mais: para definir uma aplicacdo linear T': V' — W basta estipular os seus valores
em uma base:

12
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Teorema 2. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita, B = {x1,...,z,} uma base para V e y1,...,yn
vetores quaisquer de um espago vetorial W. Entao existe uma unica aplicagao linear T : V. — W tal
que

Tx; =y,
para i =1,...,n.

Prova: Como todo vetor v € V' se escreve como uma combinagao linear de maneira tnica
V=121 + ...+ apTy,

basta definir
Tv=o0o1y1 + ...+ QnYn-

De fato, se

T =011+ ...+ QpTp,
y=061z1+ ...+ Bnn,

temos, para todos z,y € V e para todos escalares o, 3 € F,
T(ax+By) =T (a S i+ B ﬁm-) =T (Z (ac; + BB;) x)
i=1 i=1 i=1
(o + BBi) yi = Z a;y; + 0 Z Biyi

=1 =1 =1

oT () + BT (y) .

Il
INgE

A unicidade de T decorre do teorema anterior.

2.2 Isomorfismos

Definicao 2. Um isomorfismo entre dois espagos vetoriais V e W sobre um mesmo corpo [ é uma aplicagao
linear bijetiva T': V' — W cuja inversa ¢ linear. Quando existir, dizemos que V' e W sao isomorfos.

Proposigao 2. Seja T : V. — W uma aplica¢do linear injetiva entre dois espagos vetoriais. Seja 7 =
T (V). Entdo a aplicagdo inversa T~': Z — V também € linear.

Prova: Dados 21,29 € Z, sejam v1,v2 € V tais que T (v1) = 21,T (v3) = z2. Dados a, 8 € F, segue que
T (avy + Puvg) = aT (v1) + BT (v2) = az + Pza.

Portanto,
T (az1 + Bz2) = avy + Bvg = T (21) + BT (22).

|
Do ponto de vista da algebra linear, espacos isomorfos sao indistinguiveis.

Lema 1. Uma aplicacdo linear T : V — W € injetiva se e somente se T~ (Oy) = Oy-.

Prova: Assuma T~ ! (0y) = Oy. Entdo, se T (z) = T (y), por linearidade segue que T (x — y) = Oy, logo
x —y = 0y e portanto z = y, ou seja, T é injetiva. Reciprocamente, assuma T : V — W ¢ injetiva. Como
, Se T'(x) = T (y), por linearidade T (z — y) = Ow, e como T (0y) = Oy, segue da injetividade de T' que
r—y=0y,logoxr=y. A
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Teorema 3. Todo espaco vetorial sobre F de dimensdo finita n € isomorfo a F™.

Prova: Seja B = {z1,...,2,} uma base para um espago vetorial V sobre F de dimenséo n. Definimos um
isomorfismo 7" : V. — F" por
T (1‘1) = €4,

e declarando T linear, ou seja,

T(izy + ...+ apzy) = areg + ... + apey,.
E f4cil ver que T € linear, injetiva e sobrejetiva. W
Teorema 4. Se n # m, entdo F" ndo é isomorfo a F™.

Prova: Suponha n > m e assuma por absurdo que T : F* — F™ é um isomorfismo. Mostraremos que
{Tey,...,Tey} é um conjunto L.I. no espaco F™ de dimensdo m < n, uma contradigdo. De fato, se

O=a1T(e1)+...+a,T(en) =T (11 + ...+ anen),
entdo ajey + ...+ ape, =0 (pois T é injetiva), o que implica oy + ...+ a, =0. B
Corolario 1. Sejam V e W espagos vetoriais isomorfos. Entdo dimV = dim W.

Prova: Segue dos Teoremas 3 e 4 e do fato de que a composta de um isomorfismo é um isomorfismo (a
composta de aplicagdes lineares é uma aplicagao linear).

2.3 Espaco Quociente

Definicao 3. Seja W um subespago do espago vetorial V. Se x,y € V, dizemos que = é congruente a y
moédulo Wose © —y € W. Denotamos isso por

x =ymodW.

A relagao de congruéncia médulo subespago é uma rela¢ao de equivaléncia (definir e exemplificar). Denota-
remos a classe de equivaléncia do vetor v por [v], isto é,

pl={z eV :x~uv}.
Observe que a classe de equivaléncia do vetor nulo é exatamente o subespago W.

Definigao 4. Seja W um subespaco do espago vetorial V. As operagoes de soma e multiplicacdo por escalar
do espago vetorial V' induzem de forma natural operagoes de soma e multiplicacao por escalar no
conjunto das classes de equivaléncia médulo W por

[v] + [w] = [v + w],

av] = [av].

Com estas operagoes, o conjunto das classes de equivaléncia médulo W torna-se um subespaco vetorial,
chamado o espago quociente de V por W e denotado por

V/W.

Mostre que as operagdes estdo bem definidas e que V/W satisfaz as propriedades de um espago vetorial.
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Teorema 5. Seja
V=We_Z

Entao a aplicacao quociente

Z— VW

z — [2]

€ um isomorfismo candnico (isto é, independe da escolha de bases).

Em particular, se tem V dimensao finita, entdo o espago quociente V/W tem dimensdo finita e

dim (V/W) = dimV — dim W.

Prova: Denote a aplicagao quociente por Q). Entao

Q (ax + Py) = [ax + By] = [ax] + [By] = ] + B y] = aQ (z) + BQ (y),

logo @ é linear. Para ver que @ é injetiva, note que se @ () = 0 entdo por definigdo da aplicagdo quociente
temos que [z] = 0, o que significa que z € W, por definigdo da rela¢do de congruéncia médulo W. Entao
z € ZNW = {0}, logo x = 0. Para ver que Q é sobrejetiva, seja [y] € V. Temos y = w + 2, com w € W e
z € Z. Dal, y — z = w, ou seja, [y] = [z], donde [y] =T (2).

Como V/W é isomorfo a Z e V =W & Z, temos respectivamente

dim (V/W) = dim Z,
dimV =dim Z + dim W,

donde segue a ultima afirmativa. Bl
Outra maneira de definir isomorfismo canoénico é que ele é tnica aplicagao que faz o diagrama seguinte
virar comutativo: ' .
7 mclis)ao 174
\ l projegao
V/wW

2.4 Teorema do Nucleo e da Imagem

Proposigao 3. Seja T : V — W uma aplicagao linear entre dois espacos vetoriais. Se U € um subespago
de V, entdo T (U) é um subespaco de W. Reciprocamente, se Z é um subespaco de W, entdo T (Z)
€ um subespaco de V.

Prova: Seja U é um subespaco de V. Como 0 € U, temos T (U) # @. Sejam wy,ws € T (U). Entao existem
uy,ug € U tais que T (u1) = wy, T (ug) = wy. Para todos «, 8 € F segue que

awy + Bwy = oT (uy) + BT (uz) = T (au; + Bus),

e como auy + fug € U, concluimos que aw; + fwy € T (U).
Reciprocamente, seja Z é um subespago de W. Sejam v1,v € T~ (Z). Entao T (vi) =: 21, T (v2) =:
z9 € Z. Para todos «, 0 € F segue que

T (avy + Pug) = aT (v1) + BT (ve) = az1 + B22 € Z,

logo concluimos que avy + Bve € T7H(Z). A

Segue deste resultado que o conjunto imagem im7 de uma aplicacao linear T' : V. — W entre espagos
vetoriais ¢ um subespaco de W e que o conjunto T~! (0) é um subespaco de V; este tltimo é chamado o
nucleo da aplicagao linear T' e denotado ker T'.
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Teorema 6. Seja T : V — W wuma aplicacao linear entre dois espacgos vetoriais. Entao
V/kerT e imT

sao isomorfos.

Em particular, se V tem dimensdo finita,

dimV = dim (ker T ) + dim (im T') .

Prova: Embora a segunda afirmativa decorre da primeira e do Teorema 4, ja que
dim (imT) = dim (V/ker T) = dim V — dim (ker T ) ,

vamos dar-lhe uma demonstracao independente, ja que ela é a mais freqlientemente usada nas aplicagoes
e nao necessita da introducdo do conceito de espaco quociente. Seja {z1,...,z;} uma base para kerT e
complete este conjunto L.I. até uma base {z1,..., 2k, Tx+1,..., Ty} para V. Afirmamos que

B={Txki1,...,Txn}

n n

é uma base para im7T. De fato, dado v = > a;z;, temos Tv = Y. «;Tx;, jd que Tay = ... =Ty, =0,
i=1 i=k+1

portanto B gera imT. Para provar que B é L.I., suponha que

zn: OéiT.’Ei =0.

i=k+1

Entao,
n
T( Z O[i(Ei> = 0,
i=k+1
n
o que implica que >, «a;z; € kerT (a intersegdo dos subespacos (x1,...,2%) € (Tg+1,--.,%n) € O vetor
i=k+1
n

nulo), logo > «;z; =0 e portanto agy1; = ... = a, = 0.

i=k+1
Para obter o isomorfismo desejado, considere o diagrama

%4 L imT

1Q 5
V/kerT

onde Q : V — V/kerT é a projecao canodnica @ (v) = [v]. Vamos definir o isomorfismo U de tal forma que
o diagrama seja comutativo, isto é, T'= U o Q:

U ([v]) = Tw.
Observe que U estd bem definida, porque se [v] = [w], entdo v — w € ker T, isto é, T (v —w) = 0, donde
Tv = Tw. Além disso, U é linear porque
Ulafv]+ Bw]) =U ([av + pw]) =T (av + w) = oT (v) + ST (w) = aU ([v]) + BU ([w]).

U é injetiva porque se U ([v]) = Tv = 0, entdo v € kerT, logo [v] = 0 em V/kerT. Finalmente, U é
sobrejetiva, porque dado w € im T, temos w = Tv para algum v € V, logo w = U ([v]). B

Corolario 2. Sejam V e W espagos vetoriais com a mesma dimensao. Entdo uma aplicacdo linear T :
V — W € injetiva se e somente se ela € sobrejetiva.

Prova: Pois
dimW =dimV = dim (ker T ) + dim (im T") ,

logo dim (ker T' ) = 0 se e somente se dim (im7) = dim W. B
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2.5 A Algebra de Aplicacoes Lineares

Proposicao 4. A composta de aplicacdes lineares € uma aplicacdo linear.

Prova: Sejam V,W, Z espagos vetoriais e S : V. — W, T : W — Z aplicagoes lineares. Entao T o S :
V — Z satisfaz

(T'o8) (ax + By) = T[S (e + By)] = T [aS (x) + BS (y)] = T[S (2)|+6T[S (y)] = a (T'0 5) (x)+6 (T o 5) (y) .
|
Corolario 3. Isomorfismo € uma relacdo de equivaléncia no conjunto dos espacos vetoriais.

Definicao 5. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo F. Denote o conjunto das aplicagoes lineares
de V em W por L (V,W). Definimos as operagoes de soma e multiplicagdo por escalar de elementos
de L (V,W) por

(T+S)(w):=T )+ S (v),
() (v) := aT (v),
para todov € V.
Se V =W, denotamos L (V, W) simplesmente por L(V').
Proposicao 5. L (V,W) € um espago vetorial sobre F.
Proposigao 6. Se V tem dimensao n e W tem dimensdo m, entdo L (V,W) tem dimensdo nm.

Prova: Sejam By = {z1,...,2,} € By = {y1,...,ym} bases ordenadas de V e W respectivamente. Para
cada par de indices ij,i=1,...,n, 5 =1,...,m, defina E¥ : V — W como sendo a tnica aplicacdo linear
que satisfaz

Eij (zk)zéikyjy kZL...,TL,

onde d;; é o delta de Kronecker. Em outras palavras,

sei==F

Eij(xk):{ yO] sei#ki

Afirmamos que B = {Eij}i:1 om=lm formam uma base para £(V,W). Como este conjunto tem nm

elementos, isto provard o resultado. E, de fato, se T': V' — W é uma aplicagao linear, paracadat=1,...,n

temos
m
K= gy
j=1

para alguns escalares a;; € F. Mostraremos que

n m

— E E i

= aijE j,
=1 j=1

o que provard que B gera £ (V,W). Com efeito, para cada k = 1,...,n temos
n m
) ) FENES o) oRSVEITIAES 9 I
i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1

m n m
(Z 6ikaij> i =Y oy
j=1 j=1

i=1

T -Tk)
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e o resultado segue por unicidade. Para provar que B é L.I., suponha que

i Em: O[ijEij =0.

i=1 j=1
Entao
n m
3| (o =0
i=1 j=1
para todo k = 1,...,n, ou seja, esta é aplicagao nula, e seguindo o argumento anterior, podemos escrever
paracada k=1,....n
m
0=0(zx) = Y arjy;,
j=1
donde A1 = ... = Qkm — 0.1

Defini¢ao 6. Em L(V), o produto de dois operadores lineares é definido por
TS:=ToS.

Uma algebra linear sobre F é um espaco vetorial X sobre F em que uma operacao adicional de multi-
plicagao de vetores é definida, satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) (Associatividade) Para todos v,w, z € X temos

v(wz) = (vw) z,
(ii) (Distributividade com relacdo & Soma) Para todos v, w, z € X temos

v(w+ 2) = vw + vz,

(v+w)z=vz+wz;
(iii) (Distributividade com relagdo & Multiplicagdo por Escalar) Para todo a € F temos
a(vw) = (av)w = v (aw).

Se existir um elemento 1 € X tal que 1lv = vl = v para todo v € X, dizemos que X é uma algebra linear
com identidade sobre F. Se a operacao de multiplicagao for comutativa, dizemos que é uma algebra
comutativa.

Proposigao 7. L(V) € uma dlgebra linear com identidade. Ela ndo é comutativa se dimV > 2.

2.6 Matrizes

Defini¢ao 7. Uma matriz m X n sobre o corpo F é uma funcao A: {1,...,m} x {1,...,n} — F.

As entradas da matriz A s@o os escalares A (i, j) representados por A;; ou por a;;; a matriz A também
pode ser denotada por A = (a;;).

Uma matriz m x 1 é chamada uma matriz coluna e uma matriz 1 x n é chamada uma matriz linha.
Definigao 8. Sobre o conjunto M., «,(F) das matrizes m x n sobre o corpo F definimos as operagdes de
soma e multiplicacao por escalar por
(A+ B),; := Aij + Bij,
(ad)

ij = OéAl‘j.
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Proposicao 8. M,,x,(F) € um espago vetorial sobre F.

Definicao 9. Dadas duas matrizes sobre o corpo I, A, € Bpxn, a matriz produto AB é a matriz m x p
definida por
P
= Z airbrj .
r=1

Proposigao 9. O produto de matrizes satisfaz as sequintes propriedades
(i) (Associatividade) Para todas matrizes A € Mpxp(F), B € Mpyqo(F) e C € Myyn(F) vale

A(BC) = (AB)C.
(i) (Distributividade com relagdo d soma) Para todas matrizes A, B,C € My, x»(F) vale

A(B +C) = AB + AC,
(A+ B)C = AC + BC.

(iii) (Distributividade com relagao a multiplica¢ao por escalar) Para toda matriz A € My, «n(F) e para

todo escalar o € F vale
a(AB) = (a¢A)B = A(aB).

(iv) (Existéncia de elemento neutro) Defina I, como sendo a matriz

10 --- 0

0 1 0
I = .

0 0 1

Entao, para toda matriz A € My, xn(F) vale

AL, = I,,A = A.

Em particular, M, (F) € uma dlgebra linear com identidade.
Prova: (i) De fato, se A = (aij)mxp, B = (bij)pxq € C = (Cij)gxn, entdo os produtos estao todos definidos
e nds temos

P

q p q q
az'r BC 7'] § Qi § rscsj = § az'r 'I"Scéj = § E azr rs Csy
r=1s=1
q

M@

[A(BO)]i; =

1 s=1 r=1s=1

1 r:l s=1

T

I
M=

[ABliscsj = [(AB)Cli;.

s r=1

Defini¢ao 10. Uma matriz quadrada A, n X n, é invertivel (ou nao-singular) se existe uma matriz B,
n x n, tal que

AB=BA=1.
B ¢é chamada a inversa de A.

Se A nao possui inversa, dizemos que A é singular (esta terminologia se explica pelo fato que as matrizes
que nao possuem inversa serem uma minoria entre todas as matrizes, minoria em um sentido matematica-
mente preciso além do alcance deste curso), ou nao-invertivel.
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Proposigcao 10. Valem os sequintes fatos:
(i) Se uma matriz possui uma inversa, entdo esta inversa é unica.
(ii) Se A € invertivel, entdo A~ também é e (A1)~ = A.

(ii) Se A, B sdo invertiveis, entdo AB também € e

(AB)"'=B71'A™%

Prova: (i) Suponha que

AB) = BiA=1.
ABy = BoA=1.

Tomando a equacao B1A = I, por exemplo, e multiplicando ambos os lados desta equagao a direita por Bs,
obtemos
(BlA)BQ =1By = Bl(ABQ) = By = Bl = By, = By = Bs.

(iii) Para verificar isso, temos que mostrar que
(AB)B™'A™' =1,
B7'ATY(AB) =1I.

Provaremos a primeira identidade, ja que a demonstracao da segunda é andloga. De fato,

(AB)B™'A™' = A(BB™YH)A ' = ATA™' = AA7 = 1.

|

Questao: Se A e B sao matrizes n X n tais que o produto AB é invertivel, entao A e B também sao
necessariamente invertiveis? E se A e B s@o matrizes tais que o produto AB é invertivel, entdo A e B
também sao necessariamente invertiveis?

2.7 Representacoes de Vetores através de Matrizes Colunas e Mu-
danca de Base

Defini¢ao 11. Dado um espago vetorial V' de dimensdo finita, e uma base B = {z1,...,2,} para V,
representamos um vetor v de V' com relacao a base B através de uma matriz coluna

aq
a2
v =
(70
onde as entradas aq,...,q, sao as coordenadas de v com relacao a base B. Esta representacao de v
também sera denotada por
[v]g-
Teorema 7. Sejam B = {xy,...,x,} e B ={z],..., 2.} duas bases para o espago vetorial V. Entio existe

uma unica matriz invertivel P tal que

[l = Pv]g,
[l =P~ ],
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para todo vetor v € V, chamada a matriz de mudanca de base de B para B'. As colunas de P sdo
dadas pelas coordenadas dos vetores da base B com relagao a base B, ou seja,

Pi:[xi]817 z:l,,n

Prova: Por hipétese, denotando P = (p;;), os vetores da base B se escrevem em relagio a base 5’ na forma

n
’ .
l‘j: E pijxm j=1,...,’n,.
=1

Dado um vetor v € V, suas coordenadas em relagao as bases B e B’ sdo, respectivamente,

n
v = E oy,
j=1
n
_ ’ 7
v = E Ty
i=1

Como

n n n n n
— . p— . .. / — .. . /
v = E ojx; = E % g DijT; | = E pijoy | Ty,
=1 j=1 1

i=1 i=1 \j=

segue que (unicidade das coordenadas)
n
o = Dij.
j=1
Portanto, provamos que existem matrizes n x n P e ) tais que

[v]g = Plv]g,
vlg = Qs -

Em particular

[vlg = Pv]g = PQ[v]g ,
[ = Q [v]g = QP [v]s,

para todo v € V. Isso implica (pela unicidade da matriz identidade) que
PQ=QP =1,

ouseja, Q=P 1. W

2.8 Representacoes de Aplicagoes Lineares através de Matrizes

Seja T : V. — W uma aplicagao linear entre espagos vetoriais de dimensao finita. Escolha bases By =
{z1,...,2,} para V e By = {y1,...,ym} para W. Entao, cada vetor x € V se escreve com relagao & base
By na forma

n
r=or1+...+a,r, = E a;Tj,
Jj=1
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para alguns escalares aj, ..., a,. Dai, segue que
n n
Te=T g a;zj | = g a;T (x;).
j=1 j=1
Escreva os vetores Tx1,...,Tx, em relacdo a base By na forma
b) b

T(x;) = aiyyi,
=1

isto é, na forma de matriz colunas:
alj
a2;
T (z5) =
Amj
A matriz A = (ayj),,,,, ¢ chamada a representagao matricial da aplicagao linear T' com relagdo as bases
By e By . Esta representagao de T' também serd denotada por

Tlsy 8y -
Teorema 8. Sejam By = {z1,...,2,} ¢ Bw = {y1,...,ym} bases para os espagos vetoriais V e W,
respectivamente. Entao a aplicacao
D:L(V,W) — My xn(F)
definida por
T [T}Bvﬁw
€ um isomofismo entre espacos vetoriais. Mais que isso, se V.= W entdo ela é um isomorfismo entre

dlgebras lineares com identidade.

Prova: Verificar que ® é um isomorfismo entre espagos vetoriais é um exercicio. Para ver que ® é um
isomorfismo entre algebras lineares com identidade, basta verificar que o produto é preservado, ja que é facil
ver que P leva a aplicagdo identidade na matriz identidade (exercicio). A preservaciao do produto é um
corolario do resultado mais geral enunciado no teorema a seguir. H

Teorema 9. Sejam V, W e Z espagos vetoriais de dimensao finita com bases By = {x1,...,2,}, Bw =
{V1,---,ym} € Bz = {z1,..., 2}, respectivamente. Sejam T :V — W e S : W — Z aplicagdes
lineares. Entao

[SOT]BV,BZ = [S]Bwﬁz [T]BV,BW :

Prova: Sejam

Temos
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Teorema 10. Sejam B = {z1,...,z,} e B = {2],..., 2} duas bases para o espago vetorial V. Seja
T:V — W uma aplicagao linear. Entao existe uma unica matriz invertivel P tal que

[Tz =P[T|z P,
[T] =P~ [Ty P.

As colunas de P sdo dadas pelas coordenadas dos vetores da base B com relagao a base B, ou seja,

Pi:[l‘i]B,, z:l,,n

Prova: Pelo Teorema 7,

[U]B =p! [U]B/ )
[Tv],s = P~ [TV,

para todo vetor v € V. Por defini¢ao, também temos

[Tvlg = [T [v]s-
Logo,
p! [Tv]g = [T}Bpil [v]s
donde
[Tw]g =P [T]Bp_l [v]g -
Mas, por definicao,
(Tv]g = [Tlg [v]g
logo
[Ty [v]g =P [T]Bp_l [v]g
o que significa que
(T]g = P[T]s P~

|
Observe que a matriz P nada mais é que a matriz que representa a aplicagao linear U que leva a base B’ na
base B em relacao a base B’:

Uz = x;,
isto é,
P = [U]B/ .
Observe também que
P =[U)5".

Assim, o resultado do teorema anterior também pode ser expresso na forma
-1
[T)g =[Ulg [T]5[Ulg-

Definicao 12. Sejam A, B € M,, (F) duas matrizes quadradas. Dizemos que A e B sado semelhantes se
existe uma matriz invertivel P € M,, (F) tal que B = P~1AP.

Segue da reciproca do Teorema 10 que duas matrizes sao semelhantes se em cada espaco vetorial sobre F
elas representam a mesma aplica¢do linear em relagio a duas bases (possivelmente) distintas. Observe que
similaridade é uma relagao de equivaléncia em M, (F).
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2.9 Funcionais Lineares e o Espaco Dual

Definicao 13. Seja V um espago vetorial sobre um corpo F. Uma aplicagao linear f : V — F é chamada
um funcional linear.

Definicao 14. O espago dos funcionais lineares £ (V,F) é denotado por V* e chamado o espaco dual de

V.

Observe que dim V* = dim V.

Definicao 15. Sejam V um espago vetorial sobre um corpo F e B = {z1,...,x,} uma base para V. A base
dual de B é a base B* = {f1,..., fn} para V* definida por
fi(x5) = bij.

n
B* é de fato um conjunto linearmente independente pois, se Y «; f; = 0, entéo
i=1

a; = Zaifi (2;) =0(z;) =0
i=1

para todo j. O resultado a seguir mostra que B* também gera V*.

Teorema 11. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo F, B = {z1,...,2,} uma
base para Ve B* = {f1,..., fn} a correspondente base dual para V*. Entdo para todo funcional linear
feV* nds temos

e para todo vetor x € V nds temos
n
i=1
Prova: Seja f € V*. Entao
n
f(z5) = lZf (i) fi] (25)
i=1
e por unicidade da aplicagao linear definida em uma base, segue a primeira equacdo. A segunda equacao
n
segue do fato de que se = = ) «;z;, entdo
j=1

fi(z) = Z%‘fz‘ (zj) = .

|
Segue do Teorema 11 que as fungoes f; nada mais sao que as fungodes coordenadas.

Definicao 16. O espaco dos funcionais lineares £ (V*,F) definidos no dual de V' é denotado por V** e
chamado o duplo dual de V.
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Teorema 12. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo F. Entdo V e V** sdo cano-
nicamente isomorfos. O isomorfismo canonico ® : V — V** ¢ definido por

O (z) = Ly,

onde L, € V** ¢é definido por

Prova: O funcional L, é de fato linear, pois

Ly (af + Bg) = (af + Bg) (z) = af (z) + Bg (v) = aLy (f) + BL: (9) -

A aplicagao @ é linear pois
P (az + By) = Lozypy = aLly + Ly

porque para todo f € V* temos
Lowiy (f) = f (ax + By) = af (z) + Bf (y) = aLs (f) + BLy (f).

® é injetiva porque L, = 0 se e somente se f (x) = 0 para todo f, isto é, se e somente se x é o vetor nulo
(ou seja, se x ndo é o vetor nulo existe um funcional que leva x em um escalar nao-nulo; um exemplo é um
funcional coordenada apropriado). A sobrejetividade de ® decorre do Coroldrio 2 quando observamos que

dimV = dim V* = dim V**.
[ ]

Corolario 4. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo F. Se L € V** entao existe um
unico vetor x € V tal que

L(f)=f(x)
para todo f € V*.

Corolario 5. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo F. Toda base para V* € o dual
de uma base para V.

Prova: Seja B* = {f1,..., fn} uma base qualquer para V*. Seja B** = {L4,..., L,} sua base dual em V**,
ou seja,

Li (fj) = 6ij-
Usando o corolario anterior, sejam x1,...,x, € V os Unicos vetores tais que
Li (f) = f (xi)
para todo f € V*, para todo i. Entdo B = {z1,...,2,} é uma base para V pelo Teorema 12 (isomorfismos

levam bases em bases) e
filws) = L (fi) = bij,
de modo que B* é a base dual de 5. B
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2.10 Transposta de uma Aplicagao Linear
Teorema 13. Sejam V, W espacos vetoriais sobre o corpo F. Entdo, para cada aplicagao linear T : V — W
existe uma tunica aplicacdo linear Tt : W* — V* tal que
(1) (v) = 9 (Tv)
para todo v € V e para todo g € W*.
Prova: De fato, se g é um funcional linear em W, se definirmos
fw)=g(Tv),

entdo f é um funcional linear em V (f é a composta de duas aplicacoes lineares). Além disso, T* é linear
porque

[T* (ag + BR)] (v) = (g + Bh) (Tv) = ag (Tv) + Bh(Tv) = a (T'g) (v) + 3 (T*h) (v)
= [a(T"g) + 5 (T"h)] (v)
paratodov e V.

Definigao 17. Seja T': V. — W uma aplicacdo linear entre dois espacos vetoriais. Entdo a transposta
de T ¢é aplicacdo linear 7% : W* — V* definida pelo teorema acima.

Teorema 14. Sejam V, W espacgos vetoriais de dimensdo finita sobre o corpo F. Sejam By e By bases
para V e W, respectivamente e By, e By, suas respectivas bases duais. Seja T : V. — W uma
aplicacao linear. Se

A= (ai) = [T)g, sy
€ a matriz de T com respeito as bases By e By, entdo
At — ) — Tt
(aﬂ) [ ]3675;‘/
¢ a matriz da aplicagio transposta T* com respeito das bases duais By, e By, .

Prova: Sejam

BV:{xla"'7x’rL}7 BW:{y17"'7ym}7
By ={fi,---, fn}, By ={91,---,9m}-

Denote por B = (b;;) a matriz da aplicacdo transposta. Entao, por definigao,

m
ijZZaijyi, j:l,...,n,
i=1

n
TtngZbijfi7 ]:1,,’[7’7/
=1

Por outro lado,

(T'95) (w:) = gj (Twi) = g; (Z aki?Jk) = arig; (ye) = Y _ djkari = aji.
k=1 k=1

k=1

Como também . . B
(T'g;) (z;) = (Z bkjfk) (x;) = Zbkjfk (x;) = Z5ikbkj = byj,
k=1 k=1 k=1
concluimos que
bz’j = Q-
|



Capitulo 3

Determinantes

3.1 Definicao

Definiremos a fungao determinante a partir das propriedades que queremos que ela satisfaca. Provaremos
depois que de fato existe uma fungao que satisfaz estas propriedades.

Definicao 1. Identificaremos o espago das matrizes quadradas M, (F) com o espago F” x ... x F", identi-
ficando colunas de uma matriz com vetores de F”. Uma funcao determinante é uma funcao

D:F'"x...xF"—TF
satisfazendo as seguintes propriedades:
(D1) D é uma fungao multilinear:
D(c1,...,aci+ B¢, ...;cn) =aD(c1,...,CiyoeoCn) +BD(c1y. .. ¢ cn).
(D2) D é uma fungao alternada:
D(ciy..oyCiyeeyCjyennyCn) =—D(c1,...,¢5, .00 CiyennsCn)
(D3) D(I) = 1.

Além de escrever D (A) ou D (cy,...,c,) para a matriz A cujas colunas séo cy,...,c,, também usaremos
por exemplo a notagao
D (ac; + B¢) = aD (¢;) + 8D (c}),
D(Civcj) =-D (ijci)a
quando estiver claro no contexto que as outras colunas sdo mantidas fixadas (neste caso, a fungao determi-

nante é uma funcao apenas da(s) coluna(s) varidveis). Denotaremos por K qualquer subcorpo dos complexos
(inclusive o préprio corpo dos complexos).

Proposicao 1. Seja D : K" x ... x K" — K uma funcdo multilinear. Entdo as afirmativas sequintes sao
equivalentes:

(i) D € alternada.
(i) Se ¢; =¢; para i # j, entio D (ci,...,c,) = 0.

(iii) Se ¢; = ¢it1 para algum i, entdo D (c1,...,¢,) = 0.

27
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Prova: (i) = (ii) Pois D (¢;,¢;) = —D (¢4, ¢;) implica D (¢;, ¢;) = 0 em um subcorpo dos complexos. (ii) =
(i) Usando primeiro multilinearidade e depois (i), segue que

0=D (Ci +cj, ¢+ Cj) =D (Cz’,Ci) + D (CZ‘, Cj) + D (Cj,CZ‘) + D (Cj, Cj) =D (Cj, C,’) + D (Ci,Cj) s

logo
D (Ci, Cj) =-D (Cj, Ci) .

(ii) = (iii) Imediato. (ili) = (ii) Por indugdo, suponha que provamos que sempre que ¢; = C;1; temos

D(ey,...,e) =0 paratodo j =1,...,k. O caso k = 1 é exatamente (iii). Vamos provar que isso implica
que se ¢; = ¢iyk+1 temos D (c1,...,¢,) = 0. De fato,
D (ciy. .., Ciths Cigrt1) = D (Ciy oo, Cih, itk + Citht1) 5
porque D (¢;, ..., Civk, Citr) = 0 por (iii), e
D (ciy- .., Citks Cigk + Cihg1) = D (Ciy ..oy Cige + Cipht1, Citk + Cight1)
pois, por hipétese de indugdo, D (¢;, ..., Citkt+1, Citk + Citrtr1) =0 €
D (ciy. - Civk + Cithp1s Civk + Ciyhr1) = 0,

novamente por causa de (iii). Wl

Para matrizes sobre um corpo F arbitririo, a propriedade (D2) na defini¢do de determinante é trocada pela
condigao (ii) ou (iii) (elas sdo equivalentes para quaisquer corpos), e obtemos a mesma teoria de determinantes
para corpos arbitrarios.

3.2 Existéncia

Definicao 2. Seja A € M, (F). Denotamos por A (i|j) a matriz em M,,_; (IF) obtida ao se eliminar a i-ésima
linha e a j-ésima coluna de A.

Teorema 1. (Existéncia da Fungao Determinante) Eziste pelo menos uma fungao determinante.

Prova: A fungdo determinante é construida indutivamente. Em M; (F) = F definimos simplesmente det A =
det (a) = a. Em M; (F), definimos

a a
det A = det H 12 = a11G22 — A12021 .-
a21 A22

E f4cil verificar que estas funcdes satisfazem as propriedades (D1)-(D3). Em geral, tendo definido uma funcao
determinante em M (F), ..., M, _1 (F), definimos uma fungao determinante em M,, (F) através da férmula

det A = Z (—1)"* agj det A (7).
j=1

fixando algum ¢ (por exemplo, i = 1). Esta é a chamada férmula do determinante através da expansio em
cofatores sequndo a i-ésima linha de A. Vamos verificar que a funcao assim definida satisfaz as propriedades

(D1)-(D3):

(D1) Sejam
A= (a;j)=(c1,...,ack + B¢y ..., Cn),
B:(bij):(Cl,...,ck,...,cn),
C=(cij)=(c1, .y ChyernsCp).
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Entao n
det A =" (=1)" a;;det A (il5) + (—1)"" (abs + Beir) det A (ilk) .
j=1
Jk
Mas

n

(=1 aijdet A(ilj) = Y (=1)" ai; [adet B (il) + Fdet C (il )]

j=1 j=1
i#k J#k
=a) (1) a;det B(ilj) + 8> _ (—1)"7 a;; det C (il5),
=1 =1
ik ik

enquanto que
(=1)"F (abiy, + Beir) det A (i|k) = a (=1)"F ay det B (ilk) + B (=1)"F ¢ip, det C (i]k) .

Portanto,

det A=ad (=1)* b det B (ilj) + 8 (—1)"" ¢;; det C (i)
j=1 j=1
=adet B+ GdetC.

(D2) Em vista da Proposigao 1, basta provar que se A tem duas colunas adjacentes iguais entao det A = 0.
Seja A = (c1,...,¢,) e suponha que ¢ = cxy1. Se j # ke j # k+1, entdo a matriz A (i|j) tem duas colunas
iguais, logo det A (i]j) =0 e

det A = (—1)" a; ) det A (ilk) + (1) a; pyr det A (ilk + 1)

Como ¢k = g1, temos a; , = a; k1 ¢ A (ilk) = A (ilk + 1), portanto det A = 0.
(D3) Se I, ¢ a matriz identidade n x n, entdo I, (i|i) = I,—1 é a matriz identidade (n — 1) x (n — 1). Logo,

n

det I, = Y~ (=1)"" §;; det I,, (ilj) = (—1)*" det I,y = 1.

j=1
[ |
3.3 Unicidade
3.3.1 Permutacgoes
Defini¢ao 3. Seja I = {1,...,n}. Uma permutagao de grau n é uma bijecdo p : I — I. O conjunto das

permutagoes de grau n serd denotado por S,.

Uma permutagao p pode ser representada pela matriz
_ 1 2 ... n
P pP1 P2 --- DPn

0 — 1 se i = pj,
Y10 se 1 # pj,

ou pela matriz A = (a;;), onde
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ou seja, na coluna j o valor 1 é colocado na entrada da linha p;, os demais valores da coluna sendo iguais a
0. Em outras palavras, a matriz A é a representagdo matricial de um operador linear T': F* — F™ tal que

Tej=ep, j=1,...,n.

Chamaremos a matriz A de matriz da permutagao p. (Apesar da primeira também ser uma matriz, a
segunda representacao matricial é mais importante porque a composta de permutacoes equivale a multi-

plicagdo destas matrizes, como veremos a seguir.) O conjunto das matrizes de permutacao serd denotado
por A,.

Exemplo 1. A permutacio de grau 5

(1 2 3 4 5
p‘(4 2 5 3 1)
tem como matriz
0 0 0 0 1
01 0 0 O
A=10 0 0 1 O
1 0 0 0 O
0 01 0O

Definigcao 4. Um grupo é um conjunto G munido de uma operacao binaria

GxG—G
(z,y) — xy

que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) (Associatividade) Para todos z,y, z € G vale
x(yz) = (zy) 2.
(ii) (Existéncia de Elemento Neutro) Existe um elemento e € G tal que para todo x € G vale
er =ze = 1.

(iii) (Existéncia de Inverso) Para todo elemento z € G existe um elemento 271 € G tal que

Qualquer espaco vetorial é um grupo com relacdo a operagao de soma de vetores. O conjunto das matrizes
invertiveis com relacao a operacao de multiplicagdo de matrizes também é um grupo. Dado um conjunto

S, conjunto de todas as bijecoes de S em S sob a operagao de composi¢ao de fungdes é um grupo. Em
particular,

Proposigcao 2. O conjunto S, das permutagoes de grau n sob a operagdo de composicao de permutacoes €

umgrupo.
(123 45
4=\ 92 1 5 4 3 )

3 45 4 (123 4
2 )P T\ 5 2 41

Exemplo 2. Se

=

I
/N
=~ =
NN
ot W
wW
— ot

entao

ap

I
/N
= =
—

w
(S

w ot
N—
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Definicao 5. Dados dois grupos G e H, um homomorfismo entre eles é uma aplicagao ¢ : G — H que
preserva a operacao de grupo, isto é,

¢ (zy) = (x) P (y)-
O homomorfismo é um isomorfismo entre grupos se ¢ for uma bijecao.

Denote por A, o grupo das matrizes cujas entradas em todas as linhas e colunas sdo 0 exceto em uma
posicao em cada linha e cada coluna, em que o valor é 1. Este é exatamente o conjunto das matrizes que
representam permutacoes. Este conjunto torna-se um grupo sob a operacao de multiplicagao de matrizes.

Proposigao 3. O grupo S, € isomorfo a A,.
Prova: Ambos os grupos sao isomorfos ao grupo das aplicacoes lineares T : F* — F" tais que
Tej=ep, j=1,...,n,

para alguma permutacao p. B
Em outras palavras, a composta de duas permutagoes é representada pelo produto das matrizes de suas
permutacoes.

Definigao 6. Uma transposicao é uma permutagao 7 : I — I que satisfaz

T, = k para todo k # 1, j.

Exemplo 3. A permutagao de grau 7

\]
I
7N

—
NN
> w
NN
[SAS
w o
ENEEN
~__

cuja matriz é

S

I
coocococor
coococooroO
orococococo
coorooo
co~oocoo
coocor~oO
—Fooocooo

¢ uma transposicao.

3.3.2 Demonstracao da Unicidade da Funcao Determinante

Lema 1. Se Dy,Ds : F" x ... x F* — F sao duas fungdes multilineares alternadas (i.e., satisfazem as
propriedades (D1) e (D2) da Definicio 1) tais que D1 (I) = Dy (I), entdo Dy (A) = Dy (A) para toda
matriz de permutacao A.

Prova: Seja A uma matriz de permutagdo. Um ntmero finito de trocas de colunas (no méaximo n — 1)
transforma a matriz A na matriz identidade: transponha o vetor e; para a primeira coluna (se ele j& néao for
a primeira coluna), obtendo uma matriz A;; depois transponha o vetor e; para a segunda coluna (se ele j&
néo for a segunda coluna), obtendo a matriz A e assim sucessivamente.
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Observe que trocar duas colunas de A equivale efetivamente a multiplicar a permutacdo p por uma
transposicao. De fato, se no primeiro passo

plzj#lv
pr =1,

ou seja, em termos da matriz de permutacao A, o vetor e; ocupa a coluna k, consideramos a transposicao
71 = k, de modo que
(p7)y =p(m) =pr =1,

isto é, a matriz da permutacao pr possui o vetor e; na primeira coluna. Em geral, se através de um certo
nimero de permutagoes obtivemos uma permutagao cuja matriz possui os vetores ey, ..., e,_1 nas colunas
1,...,m — 1, respectivamente, se a coluna m estd ocupada pelo vetor e; # ep, e o vetor e,, ocupa a coluna
k, isto é, a permutacao representada por esta matriz satisfaz

IGm =J #m,

qr = m,
consideramos a transposi¢ao 7, = k, de modo que
(q7) = 4(T) = g = m,

e a matriz desta permutacao possui o vetor e,, na coluna m. Portanto, provamos que dada uma permutacao
p, existem transposicoes 71, ..., 7" tais que

pri. R =id.
Em particular, como a inversa de uma transposicao é ela prépria, segue que
p=T7".. .7
Se forem necessérias k transposigoes para transformar a matriz A na matriz identidade, definindo

Ap = matriz de permutacao de p = A,

A; = matriz de permutacio de pr?,
Ay = matriz de permutacio de prir?,
Ap_1 = matriz de permutacéo de prir?. .. 7F71
Ay, = matriz de permutacio de prir?... 7F "7k =id =1,

concluimos que, se D é uma fun¢ao multilinear alternada,
D(A)=(-1)D (A1) = (-1)’D(Az) = ... = (-1)* ' D (A1) = (-1)* D (1),

Assim, o valor de uma func¢do multilinear alternada de qualquer matriz de permutagao é caracterizado pelo
valor que ela assume na matriz identidade. Em particular,

donde segue o resultado. H
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Teorema 2. (Unicidade da Fungao Determinante) Se Dy, Dy : F" X ... XF"™ — F sao duas fung¢oes multiline-
ares alternadas (i.e., satisfazem as propriedades (D1) e (D2) da Definigdo 1) tais que Dy (I) = Do (I),
entao D1 = Ds.

Em particular, existe uma unica funcao determinante.

Prova: Sejam cy,...,c, € F" vetores arbitrarios. Escrevendo estes vetores em termos da base canonica de

F?’L.
’ n
Cj = E Qij€i,
i=1

e utilizando a multilinearidade das fungoes Dy e D3, segue que

n

D,y (cl,...,cn): Z a/ill---ainnDl (eil"'ein)7

i1,eein=1

n

DQ(Cl,...,Cn): Z aill...ai"an (eil...ein).

P1,--,Pn=1

Como as fungdes sdo alternadas, temos que Di (e;, ...e;,) = Da(e; ...e;,) = 0 sempre que a fungio
i : I — I néo for uma permutagao, isto é, sempre que i for tal que i, = 9; para algum para k # [. Logo,

Dy (c1y...,cn) = Z Apy1---Gp,nD1(€p, - -€p,),
PESK

Ds(c1,...,¢n) = Z Apy1 -+ Gp,nDa(ep, ... €p,),
PESn

e o resultado segue do Lema 1. B

Corolario 1. O cdlculo do determinante de uma matriz pode ser feito através da erpansao em cofatores a
partir de qualquer linha da matriz.

Corolario 2. (Decomposicao das Permutagoes) Toda permutagdo é um produto de transposicoes.

Além disso, se p =Ty ...7T, € uma decomposicdo de p como um produto de transposicoes, entao
k
det (cpy,...,¢p,) = (—1)"det (c1,...,¢cn).

Em outras palavras, quando as posi¢oes das colunas de uma matriz sao trocadas através de uma per-
mutacdo, o sinal do determinante nao se altera se esta permutacdo € um numero par de transposicoes
e o sinal muda se ela € um niumero impar de transposicoes.

Prova: Segue da demonstracao do Lema 1. B

3.3.3 Formula do Determinante através de Permutagoes
Definicao 7. O sinal de uma permutacao p é definido por
signp = det A
onde A é a matriz de p.

Proposigao 4. Se p =1 ...7 é uma decomposi¢do de p como um produto de transposi¢des, entdo signp =

(-1)"
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Prova: Pois se A = (ep,,...,ep,), segue do Coroldrio 1 que
signp = det (ep,-..,€p,) = (—=1)" det (ey,...,en) = (—1)det I = (=1)".
|

Corolario 3. (Férmula do Determinante através de Permutagoes) Temos

det (¢1,...,¢,) = Z (signp) ap,1 ... ap,n

pPESH

Prova: Pelo Teorema 2, temos

det (c1,...,¢) = Z Apy1---Ap,ndet (ep, ...ep ).
PESH

O resultado segue da Proposicao 4. B
Proposigao 5. O sinal de uma permutacao satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Se id é a permutacdo identidade, entdo signid = 1.
(ii) Se 7 ¢ uma transposicdo, entdo signt = —1.

(iii) Se p,q sdo permutagdes, entdo sign (pq) = sign psignq.
Prova: Sep=7... 7, e =01 ...0;, entao pq = 11 ...Tx01 ... 0, portanto
sign (pg) = (—1)"" = (=1)" (-1)" = signpsigny.
|

3.4 Propriedades

Proposigao 6. (Determinante da Transposta)

det (At) = det A.

Prova: Temos
det A = Z (signp) ap,1 .- ap,n-

PESH
Agora, observe que se p; = j, entdo ¢ = p}l, logo ap,; = Q-1 Como sign p = signp~*!, segue que
J
det A = Z (signp™!) Ayt oo Oyt = Z (signgq) aiq, - - - Gng,
p~leS, qESn
_ . t t
= Z (signgq) (A )q11 (4 )q"n
q€ESnH
= det (A4") .

Corolario 4. O cdlculo do determinante de uma matriz pode ser feito através da expansdo em cofatores a
partir de qualquer coluna da matriz.
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Proposigao 7. (Determinante do Produto)

det (AB) = det Adet B.

Prova: Denote as colunas de A, B e AB respectivamente por A;, B; e (AB) ;- Observe que

(AB)lj = Z alTij,
r=1

(AB)gj = Z a2rb7"j7
r=1

(AB),; = aneby;,
r=1

de modo que podemos escrever

Portanto,

det (AB) = det (i briAr, ..., i bmAr> .
r=1 r=1

Expandindo esta expressao (isto é, usando a multilinearidade e alternalidade do determinante da mesma
forma que fizemos no Teorema 2), obtemos

det (AB) = Y bp,1.. by, ndet (Ap,,..., Ay ) = > (signp)by,1...by,ndet (Ay,..., Ay)
pESH PESH

= Z (signp) bp,1...0p, ndet A =det A Z (signp) bp,1 - .- bp,n
PESn PESn

= det Adet B.
[ |

Coroldrio 5. (Determinante da Inversa) Se A for invertivel, entdo det A #0 e

1

det (Ail) = m

Prova: Pois
det (AA_l) = det Adet (A_l)

det (AA™") =detI =1.
|

Corolario 6. Matrizes semelhantes possuem o mesmo determinante.

Prova: Pois, se B = P"1AP, entao

1
det B = det (P~ AP) = det P~ det Adet P = ——— det Adet P = det A.



Rodney Josué Biezuner 36

3.5 Regra de Cramer

Seja A uma matriz n x n e b € F”® um vetor. Considere a equacdo (que corresponde a um sistema linear)

Az =b.
n
Suponha que x = ) x;e; seja uma solugdo para esta equagdo. Se A; denota a j-ésima coluna da matriz A,
j=1
temos
n n n
Ar = A Za:jej :ijAej :Za:jAj =b.
j=1 j=1 Jj=1
Logo,

n
bl': E xjaij.
j=1

Denote por A}, a matriz obtida de A através da substitui¢do da k-ésima coluna de A pelo vetor b. Entao

gk = (Aly"'aAk—lvbaAk-‘rla"'7An) = A17"'7Ak—1azxjAjaAk+1a"'7An

j=1

Dal,

det gk = det Al, e ,Ak,1,2$jAj,Ak+1, .. .,An
j=1

n
= wjdet(Ay,..., Ap_1, A5, Apa, .., Ay)
j=1

= xp det (Al,...,Ak,hAk,AkJrh...,An)
=z, det A.

Portanto, se det A # 0 e existir uma solugdo x para o sistema Ax = b, entdo esta solu¢do é unica e é dada
por
- det Avk
T det A
Podemos dizer mais: se det A # 0, entdo a expressdo acima fornece a unica solugdo para o sistema Az = b
(veja Teorema 3 a seguir). Esta é a chamada regra de Cramer.

(3.1)

Definigao 8. A adjunta cldssica da matriz A é definida como sendo a matriz transposta da matriz de
cofatores da matriz A, isto é, o
(adj A),; = (—1)™ det A (jl1)

Teorema 3. Temos
(adj A) A= A(adj A) = (det A) I.

Em particular, se det A # 0, entdo A € invertivel e

_, adj A
~ detA”
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Prova: Temos

n n

[(adj A) A]ij = Z (adj A);, arj = Z (_1)i+r det A (r[i) ar;

r=1

.3
3l
—

(=1)""" a,.; det A (rli)

i
I
-

(=1 b,; det B (r]i)

I
M-

& =

et B.

onde a matriz B é obtida a partir da matriz A quando substituimos a i-ésima coluna de A pela sua j-ésima
coluna. Assim, se i # j, temos que a matriz B possui duas colunas iguais, logo det B = 0 e concluimos que

[(adj A) A];; =0 sei#j.
Se i = j, entao
> (1) apdet A(rli) = > (1) apidet A (r|i) = det A.
r=1 r=1

Em outras palavras,
[(adj A) A]ij = (det A) d;;.

Portanto, (adj A) A = (det A) I.
Para provar que A (adj A) =

(det A) I, observe que At (i|7) = A (j]i)", logo
(—1)"7 det A” (jli) = (—1)" " det A (jli)" = (—1)""" det A (ji) ,
o que significa que o cofator 4, j da transposta A é o cofator j,i de A, ou seja,
ad]j (At) = (adj A)t,
ou seja, a adjunta cldssica da transposta de A é a transposta da adjunta classica de A. Ja sabemos que
(adj A') A = (det A) I,
donde
(adj A)" A* = (det A) 1.
Tomando a transposta de ambos os lados, obtemos o resultado desejado. B
Corolario 7. Uma matriz € invertivel se e somente se o seu determinante € diferente de zero.
A regra de Cramer pode ser obtida a partir da adjunta classica. De fato, se Ax = b, entao
(adj A) Az = (adj A) b,
donde
(det A)xz = (adj A)D.
Se det A # 0, temos que
adj A

T QetA

ou seja,
1 < 1 — " 1 ~
= dj A).. b; = —1)"" b, det A (i]j) = —— det A
i detA;(a‘] )ji detA;( ) et A(il)) = gz det 4




Capitulo 4

Autovalores e Autovetores

4.1 PolinOmios

Nesta secao introduziremos alguns fatos basicos sobre polinémios.

Defini¢ao 01. Seja F um corpo. Denotaremos o espaco vetorial das fungoes (seqiiéncias) f : N — F por
Fee.

Observe que os vetores em F*° nada mais sdo que seqiiéncias de escalares em F: f = (fo, f1, fa2,...). Definimos
um produto em F>° associando a cada par de vetores f,g o vetor fg definido por

(f9), :Zfignfi n=0,1,2,...
i=0

Deste modo F*° torna-se uma dlgebra linear comutativa com identidade sobre F (o vetor 1 := (1,0,0,...) é
a identidade). O vetor (0,1,0,...) desempenha um papel fundamental e é denotado por x. Observe que

z? =(0,0,1,0,...),
3 =(0,0,0,1,0,...),

" = (0,0,0,0,...70,1,0,...).

Também denotamos z° := 1. A 4lgebra linear F* é as vezes chamada a algebra das séries formais sobre
F, o elemento f = (fo, f1, f2,-..) sendo freqiientemente denotado na forma

[= Z fnz".
n=0

O conjunto {1, x, 22, .. } é um conjunto linearmente independente mas nao é uma base para F°°.

Definigdo 02. Denotamos por F[z] o subespago de F> gerado por 1,z,22,.... Um elemento de F[x] é
chamado um polinémio sobre F.

O grau de um polindémio f # 0 é o inteiro n tal que f, # 0 e f; = 0 para todo i > n.
Em vista das definigbes acima, um polindémio f € I [z] pode entdo ser denotado na forma
f= fol‘o + fix+ fg.’l?Q + ...+ fnx"

Os escalares fy, f1, f2,- .., fn sd0 chamados os coeficientes do polinémio f. Um polinémio f de grau n é
chamado um polindmio ménico se f, = 1.

38
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Proposigao 01. Sejam f, g polinomios nao nulos sobre F. Entdo

(i) fg € um polinémio nao-nulo.
(ii) grau (fg) = grau f+ grau g.
(iii) Se f,g sdo ménicos, entio fg € monico.
(iv) fg € um polindmio escalar se e somente se f,g sao polinémios escalares.

(v) Se f+ g +#0, entdo grau (f + g) < max ( grau f, grau g).

Prova: Suponha que f e g tem graus n e m, respectivamente, ou seja,

n m
F=> fia" e g=) g,

i=0 i=0
com

fm#0 e gn#0.
Por defini¢ao, se k£ é um natural, temos

n+m-+k
(fg)n-t,-m-»,-k = Z Ji9n+msk—i-
i=0

Claramente, para que tenhamos f;gmtnt+k+ri # 0, é necessdrio que i < n (pois f; = 0 se i > n) e que
n+m+k—i<m (pois gntm+k—i =0sen+m+k—i>m), ouseja, i > n+k. Assim, se figmintk+i 7Z 0,
entao n + k < ¢ < n, o que implica k = 0 e ¢ = n. Portanto,

(fg)n+m = fngm (4'1)

(f9)psmer =0se k>0. (4.2)
As afirmagoes (i), (ii) e (iii) seguem destes dois fatos. A afirmagdo (iv) é uma conseqiiéncia de (ii) e a
afirmacao (v) é 6bvia. B
Corolario 01. F[z] € uma dlgebra linear comutativa com identidade sobre F.
Corolério 02. Sejam f, g, h polinomios sobre F tais que f #0 e fg = fh. Entdo g = h.

Prova: O resultado segue imediatamente da Proposigdo 01 (i) quando escrevemos f (g —h) =0. B

Corolario 03. Sejam

F=> fa' e g=Y g’
=0

i=0
Entao _
n+m J n m
=52 (S hare) o= 35
j=0 \i=0 i=0 j=0
Definigao 03. Seja 4 uma dlgebra linear comutativa com identidade sobre F e para cada elemento a € A
n .
adote a convencdo a® = 1, onde 1 é a identidade de A. A cada polinomio f = Y f;a* sobre F

i=0
associamos um elemento f (a) € A pela regra

f(a)= Zfiai-
i—0
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Proposigao 02. Seja A uma dlgebra linear comutativa com identidade sobre o corpo F. Sejam f, g po-
linémios sobre F, a € A e o, € F. Entdo

(i) (af +Bg)(a) = af (a) + By (a).
(ii) (fg)(a) = f(a)g(a).
Prova: Provaremos apenas (ii). Sejam

n

f=Y fa' e g=Y g
=0

i=0
Entao, pelo Corolério 03,

n,m
fg=">_ figiz"",

1,5=0

de modo que (usando (i)),

(f9) (a) = Z figia't = (Z fiai> > gid | =f(a)g(a).
i=0 =0

1,j=0
]

Corolario 04. Se T : V. — V € um operador linear definido sobre o espago vetorial V' sobre o corpo F e
p € um polinémio sobre F tal que p=(x —r1)...(x —ry), entdo

p(T)=(T—-rI)...(T—rpI).

Lema 01. Sejam f,d polinémios nao nulos sobre F tais que grau d < grau f. Entao existe um polinémio
g sobre F tal que ou

f - dg = 07
ou
grau (f —dg) < grau f.

Prova: Escreva

n—1 m—1
f=Faa" 4 fieh e d=dpa™+ ) diat,
=0 1=0

com

fn#0 e dm #0.

- <fn> " ™md =0,

Entao m < n e ou

dm,
ou
grau [f (Cj;n> :c"md} < grau f.
— fn n—m
Tomamos g = f — T ) d. 1l
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Teorema 01. (Divisdo de Polindémios) Se f,d sao polindmios sobre F com d # 0, Entdo existem polindmios
unicos q,r sobre F tais que
f=dg+r

comour =0 ou
grau r < grau d.

Prova: Se f =0 ou grau f < grau d, podemos tomar ¢ =0 e r =d.

No caso em que f # 0 e grau d < grau f, existe um polindémio g; tal que f —dg; = 0 ou grau (f — dg1) <
grau f. Se grau (f —dg1) < grau d, tomamos ¢ = g e r = f — dg;. Caso contrdrio, usamos novamente o
lema anterior e encontramos um polinémio g tal que ou (f — dg1) — dga = 0 ou grau [(f — dg1) — dgz2] <
grau (f —dg1). Este processo pode ser continuado até obter o resultado deste teorema.

Para provar a unicidade dos polinémios ¢ e r, suponha que também existam outros polinémios q1, 71 tais
que

f=dgp+7m

com r; = 0 ou grau r; < grau d. Entao dqg + r = dg; + r1, donde
dlg—q)=r—r
Se ¢ # ¢1, entao
grau d 4+ grau (¢ — q1) = grau (r, — 1),
mas isso contradiz grau (r; — r) < grau d. Portanto ¢ = ¢, o que implica r =r;. B
Definicao 04. Dados f,d polinémios sobre F com d # 0, se existe um polinémio ¢ sobre F tal que f = dg,
dizemos que d divide f (ou, alternativamente, que f é divisivel por d, ou ainda que f é um multiplo

de d) e chamamos ¢ o quociente de f por d e denotamos ¢ = f/d. Se f = dq+ r com r # 0, dizemos
que 7 é o resto da divisao de f por q.

Corolario 05. Seja f um polinomio sobre F e o € F. Entao f € divisivel por x — « se e somente se

f(a)=0.

Prova: Pelo teorema, f = (z — a) g+ r, onde r é um polinémio escalar (isto é, ou » = 0 ou grau r < grau
(r — a) =1, isto é, grau r = 0). Segue da Proposi¢ao 02 que

fla)=(a—a)g(a)+r(a)=r(a)=r
Portanto, r = 0 se e somente se f (o) =0. W

Defini¢ao 05. Dado um polinémio f sobre F, dizemos que a € F é uma raiz de f se f (o) = 0. Se o é uma
raiz de f, a multiplicidade de o como uma raiz de f é o maior inteiro positivo r tal que (z — a)"
divide f.

Corolario 06. Um polinémio de grau n sobre F tem no mdximo n raizes.

Prova: Por indugao em n. O resultado é obviamente verdadeiro para polinomios de grau 0 e de grau 1.
Assuma o resultado verdadeiro para polindmios de grau n — 1. Se f possui grau n e o é uma raiz de f entao
f=(x—a)qeqéum polinémio de grau n — 1, que tem no méximo n — 1 rafzes, pela hipStese de inducao.
Como f(8) = (8 —«a)q(B) =0 se e somente se « = 3 ou se 8 for uma raiz de ¢, segue o resultado. W

Teorema 02. (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio sobre o corpo C dos complexos possui
pelo menos uma raiz.
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Corolario 07. Todo polinomio complexo f pode ser escrito, a menos de wma constante complexa, como o
produto de polinomios de grau 1, ou seja,

f=cl@=—mr)...(x—1ry).

Prova: Pelo Teorema Fundamental da A/lgeblrau7 se f tem grau n, temos f = (x —r1) q1 e ¢ tem grau n— 1.
Podemos aplicar novamente o Teorema Fundamental da Algebra ao polinémio ¢q. Procedendo desta forma,
chegamos a f = (x —71) ... (x — 1) gn, com grau g, =0, isto é, g, =c€ C. B

4.2 Autovalores, Autovetores e Autoespacos

Definigao 1. Seja V um espago vetorial sobre o corpo F e T : V. — V um um operador linear. Dizemos
que A € F é um autovalor de T se existe um vetor v € V, v # 0, tal que

Tv = M.

Se A é um autovalor de T e v é qualquer vetor (mesmo nulo) tal que Tv = Av, dizemos que v é um
autovetor de T associado a .

Observe que o conjunto V) = {v €V :Tv = v} dos autovetores de T associados ao autovalor A é um
subespaco de V, pois é o nucleo do operador T'— \I; ele é chamado o autoespacgo de T associado a A. Como
A é um autovalor de T se e somente se o operador 7' — Al nao é injetivo, segue que A é um autovalor de T'
se e somente se det (T'— AI') = 0. Portanto, ¢ importante estudar o polinémio det (zI — T).

Definicao 2. O polinémio p. (x) = det (zI — T') é chamado o polindmio caracteristico de T'.

O polinoémio caracteristico de T' é um polinémio monico de grau n, como pode-se ver da férmula para o deter-
minante em termos de cofatores (exercicio) e os autovalores de T' sdo exatamente as rafzes do seu polinémio
caracteristico (o nome polinémio caracteristico vem do fato de que autovalores sdo também chamados valores
caracteristicos). Este ltimo fato também implica que a andlise de um operador linear depende muito do
corpo sobre o qual o espaco vetorial esta definido, pois se um polindmio possui raizes em um corpo F, estas
rajzes podem nao estar presentes em um subcorpo F’; assim, o mesmo operador T : V — V pode nao
possuir autovalores quando V' é considerado sobre F/, ao invés de ser considerado sobre F. Em particular,
ele pode ser diagonalizdvel quando considerado sobre F, mas nao quando considerado sobre F'.

Proposicao 1. Um operador linear sobre um espacgo de dimensdao n possui no mdzrimo n autovalores dis-
tintos.

Prova: Pois um polindémio em F [z] possui no méximo n rafzes. B
Proposicao 2. Um operador linear sobre um espago vetorial complexo possui pelo menos um autovalor.

Prova: Pois todo polinémio em C [z] possui pelo menos uma raiz.

Vamos dar uma segunda demonstracao deste resultado sem usar o polinémio caracteristico. Seja T :
V' — V um um operador linear sobre um espago vetorial complexo V' de dimensao n. Entao, dado v # 0, os
vetores v, T, ..., T"v sdo linearmente dependentes em V (pois constituem um conjunto com n + 1 vetores),
logo existem escalares ag, a1, ..., a, nao todos nulos tais que

apv +a1Tv+...+a,T"v =0.
Considere o polindémio em C [z] com estes coeficientes, isto é,

ap+ar1z+...+a,z".
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Em C [z] este polinémio pode ser fatorado em um produto de termos lineares:
apt+arz+...+tapz" =c(z—=X)...(2 = A\p)
(se a, # 0, terfamos exatamente n termos e ¢ = a,). Segue que
0=(apl +a1T+...+a,T)v =0, (T —=MI)... (T = AnI)v.

Em particular, necessariamente temos que pelo menos algum operador T'—\;I nao ¢ injetivo (pois a composta
de bijeces é uma bijegdo), e neste caso A; é um autovalor para 7. B

Definigao 3. O conjunto dos autovalores de T' é chamado o espectro de T e serd denotado por o (T).
A multiplicidade algébrica de um autovalor de T é a sua multiplicidade como raiz do polinémio
caracteristico, isto é, d é a multiplicidade algébrica do autovalor A se o polinémio caracteristico de T’
se escreve na forma p, (z) = (z — A)* ¢ () e ¢ () ndo possui A como raiz.

De maneira andloga definimos os autovalores e o polindmio caracteristico de uma matriz. E claro que os
autovalores e o polinémio caracteristico de um operador sao os autovalores e o polinémio caracteristico de
qualquer uma de suas representacoes matriciais. Uma demonstracao independente deste resultado é dada a
seguir:

Proposicao 3. Matrizes semelhantes possuem os mesmos autovalores.
Prova: Pois se B = P~'AP, entdo

det (zI — B) = det (zI — P~'AP) = det [P™" (2] — A) P]
=det P~ det (21 — A)det P = det (xI — A).

Exemplo 1. A matriz

possui o polindomio caracteristico

det(ac]—A):det[ fl i}:xz—i—l.

Se A é considerada uma matriz sobre C, entdo A possui dois autovalores distintos, £, enquanto que
sobre R A nao possui autovalores. [

4.3 Operadores Diagonalizaveis

A importancia do estudo de autovalores estd contida na préxima definigao:

Definigao 4. Dizemos que um operador linear 7' : V' — V é diagonalizavel se existir uma base para V
formada por autovetores de T

Se B = {v1,...,v,} é uma base para V counstituida de autovetores de T, isto é, se

Tv;=Nv; parai=1,...,n,
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entao a matriz de T com relacao a esta base é uma matriz diagonal, com os autovalores de T" ocupando a
diagonal principal da matriz:

A 0 ...00
0 X ... O
[Tl = o
0 0 ... A\

Observe que os autovalores de T' ndo precisam ser distintos para isso acontecer (de fato, eles podem ser todos
iguais, caso em que o operador T é um multiplo escalar da identidade, o multiplo escalar sendo precisamente
o0 Unico autovalor de T).

Proposicao 4. Um conjunto de autovetores nao-nulos correspondentes a autovalores dois a dois distintos €
linearmente independente.

Prova: A demonstragao é por indugao sobre o nimero de autovetores. Suponha o resultado provado para
um conjunto de k — 1 autovetores. Sejam A1,..., A\ um conjunto de autovalores de T', dois a dois distintos.
Sejam vy, ..., v autovetores nao-nulos respectivamente correspondentes a estes autovalores. Suponha que

a1vr + ...+ agvr = 0.
Aplicando T a esta equacao obtemos
arTvy + ...+ apTv, =0,

ou seja,
a1 A1 + ...+ ap v = 0. (43)

Por outro lado, se ao invés de aplicar T' & equacao como fizemos, nés a multiplicarmos pelo autovalor Ay
obtemos

a1 \LUL + ..+ apApv = 0. (4.4)
Subtraindo as duas equacoes, segue que
a1 (M —Ap)vr+ .o+ ag—1 (Ag—1 — Ap) vg—1 = 0. (4.5)
Pela hipétese de indugao, sabemos que v1,...,v;_1 sao linearmente independentes, logo
a1 (A1 =) =... = ag—1 (Ag—1 — Ag) = 0.

Como A\ — \; # 0 para todo 7 # k, segue que
ar=...=ap_1=0.
Em particular, de ajv1 + ... + ag_1vk—1 + agvr = 0 segue que
apve =0,
logo aj = 0 também. W

Teorema 1. Seja V um espaco vetorial de dimensao n. Se o operador linear T :' V. — V possui n
autovalores distintos, entao ele é diagonalizdvel.

Prova: Sejam Aq,...,\, os autovalores de T e vy,...,v, autovetores respectivamente correspondentes.
Segue do resultado anterior que {vy,...,v,} é um subconjunto linearmente independente de V, logo é uma
base para V. B
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Exemplo 2. A matriz

0 -1 0 O
1 0 0 O
A= 0 0 0 -1
0 0 1 0
possui o polindomio caracteristico
x 1 0 0
_ -1 =z 0 0| /o 2
det (zI — A) = det 0 0 z 1 = (" +1)".
0 0 -1 «x

Se A é considerada uma matriz sobre C, entdo A possui dois autovalores distintos, +i, enquanto que
sobre R A néo possui autovalores. Apesar disso, A é diagonalizavel sobre C, possuindo 4 autovetores

distintos:
0 —1
0 1 . .
i1l o associados ao autovalor — i,
1 0
e
0 i
0 1 . .
i 11 o associados ao autovalor 4
1 0
|
Exemplo 3. A matriz
A=

| — |
o o
O =
—_

possui o polinémio caracteristico

— r =11 _ s
det(zI—A)—det{O . ]_z.

Tanto faz se A for considerada uma matriz sobre R ou sobre C, A possui apenas um autovalor e o
autoespago associado a este autovalor tem dimensdo 1, com o vetor (1,0) sendo um autovetor associado
ao autovalor 0. Portanto, A nao é diagonalizavel. [J

Lema 1. Se Tv = Av e p € um polindmio qualquer, entdo p(T)v =p(\)v.

Lema 2. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre o corpo F e T : V. — V um um operador
linear. Sejam A1, ..., \x autovalores de T e W; o autoespaco associado a N;. Se W =W+ ...+ Wy,
entao

W=W,&d...e W

Equivalentemente, se B; € uma base para W;, entao B ={B1,...,Br} € uma base para W e

dim W = dim Wy + ...+ dim Wy.

Prova: Para provar que os autoespagos de T sao linearmente independentes, precisamos mostrar que dados
x; € W, tais que x1 + ... + z, = 0, entdo x; = 0 para todo ¢ (isso provard que se B; é uma base para W;,
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entao B = {By,..., B} é uma base para W, pois qualquer combinagao linear de vetores de B se escreve
desta forma). Se p é um polindémio qualquer, entao

O:p(T)():p(T) (1’1+...+5L’k):p(T)z1+...+p(T)xk:p()\l)ler...er(/\k)xk.

Escolha polinémios p1, ..., px tais que
pi (Aj) = dij-
Por exemplo,
Xr — /\j
pi = .
A=A
J#i
Entao . .
j=1 j=1
|

Teorema 2. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre o corpo F e T : V. — V um um operador
linear. Sejam A1, ..., A, 0s autovalores distintos de T e W; o autoespaco associado a \;. As sequintes
afirmacoes sdo equivalentes:

(i) T € diagonalizdvel.
(ii) O polinémio caracteristico de T é
f=@=2)" . (z =)™

e dim W; = d; para todo 1.
(iii) Temos
dimV =dim W7 + ... + dim Wy.

Prova: (i) = (ii) Se T é diagonalizdvel, entao T possui uma representacao matricial em blocos na forma

M1 0 0

0 Aols ... 0

[T = : : . :
0 0 ... M

em relagao a alguma base B de V', onde cada bloco identidade I; tem tamanho d;. Segue imediatamente que
o polindmio caracteristico de T' é

det (I = T) = (z — M) .. (= M) ™.

Como a matriz [T' — A\;I]; tem exatamente d; zeros em sua diagonal principal, segue que dim W; = d;.
(i) = (iii) Se f = (z — A)™ ... (z — A\p)™, entdo

dimV = grau f =dy + ...+ dy.
(iii) = (i) Segue do lema que V =W @...® Wy, logo V possui uma base formada por autovetores de 7. B

Exemplo 4. A matriz

5 —6 —6
A=1] -1 4 2
3 —6 —4

possui o polinémio caracteristico det (zI — A) = (x — 2)* (¢ — 1), com autoespacos Wi = ((3,—-1,3)) e
Wy = ((2,1,0),(2,0,1)). Portanto, A é diagonalizdvel. OJ
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Exemplo 5. Determine se a matriz

6 -3 -2
B=| 4 -1 -2
10 -5 -3

é diagonalizavel sobre R e sobre C. Encontre bases para os autoespagos de B. [J

4.4 ldeais de Polinomios
Definicao 06. Seja F um corpo. Um ideal em F [z] é um subespaco M de F[z] tal que fg € M sempre
que feFlz]ege M.

Em outras palavras, um ideal de polindémios é um subespago de F [x] que é fechado com relagdo & multplicagio,
néo sé de seus préprios elementos, mas também por outros elementos de F [x]. Ele deixa de ser uma subdlgebra
de F [z] porque néo precisa conter a identidade.

Exemplo 01. Dado d € F [z], o conjunto M = dF [z] de todos os multiplos polinomiais de d é um ideal. De
fato, M é nao-vazio pois contém d e se f,g € F[z] e a, 8 € F, entao

a(df) + B (dg) = d(af + Bg),
f(dg) =d(fg).
M é chamado o ideal principal gerado por d.

Teorema 03. Se M € um ideal de T [z], entdo existe um dnico polinémio ménico d em F[z] tal que M €
o ideal principal gerado por d.

Prova: Por hipétese, M contém um polindmio nao-nulo. Entre todos os polinémios nao-nulos de M existe
um polindémio d de grau minimo, que podemos assumir moénico, multiplicando d pelo (polinémio) escalar
apropriado, se necessario. Agora, se f € M, entéo

f=dqg+r

com 7 = 0 ou grau r < grau d. Comod € M, dq € M e f —dq =r € M também. Por escolha de d (nao
existe polinémio ndo-nulo em M de grau menor que d), concluimos que r = 0. Portanto M = dF [z].

Se d’ fosse outro polinémio ménico em F [z] tal que M = d'F [z], entdo existem polindmios nao-nulos f, g
tais que d = d'f e d’ = dg. Logo, d = dgf e dai

grau d = grau d+ grau f 4 grau g,

donde grau f = grau g = 0. Como f, g sao monicos, segue que f =¢g =1 e portantod =d'. B

4.5 Polinomio Minimo e o Teorema de Cayley-Hamilton

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo F e T : V. — V um um operador linear.
Considere as primeiras n? 4+ 1 poténcias de 7"

I,T,T2,...,T".

2

Como o espago £ (V) dos operadores lineares sobre V tem dimensdo n?, estes vetores sdo linearmente

dependentes, isto é, existem escalares ag, a1, ...,a,2 tais que
2
apl +a1T + ...+ a,2T™ =0.
o 2 . .
Em outras palavras, o polinomio p = ag + a1z + ... + a,22™ anula o operador T, isto é,

p(T)=0.
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Proposicao 5. O conjunto dos polinémios que anulam um operador é um ideal em F [x].

Prova: Pois, se f,g anulam T e o, § € F, entao

(af +Bg)(T)=af (T)+Bg(T) =0
ese f€F[z] e ganulaT,
(f9)(T)=f(T)g(T)=0.
|

Definicao 5. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo F e T : V — V um um operador
linear. O polinémio minimo para T' é o gerador monico do ideal dos polindmios anuladores de T'.

Assim, se um polindémio anula 7', ele é um multiplo polinomial do polinémio minimo.

Teorema 3. Os polinomios minimo e caracteristico de um operador linear possuem as mesmas raizes, exceto
por multiplicidades.

Prova: Seja p o polindbmio minimo de um operador linear 7. Para provar o teorema, basta provar que
p(A) = 0 se e somente se A ¢ um autovalor de T'.
Suponha em primeiro lugar que p (A\) = 0 para algum A € R. Entao

p=(x—-A)q
e dai
0=p(T)=(z—N)(T)q(T)= (T —\)q(T)

Como grau g < grau p, pela defini¢do de polinémio minimo nao podemos ter ¢ (T') = 0. Seja v um vetor tal
que ¢ (T)v = w # 0. Entao,

0=T-X)qg(T)v=T—-X)w
e portanto A é um autovalor de T

Reciprocamente, seja A é um autovalor de T'. Entao existe um vetor v # 0 tal que Tv = Av. Pelo Lema
L

donde p(A) =0. &

Corolario 1. Se T : V — V ¢é um operador diagonalizavel e A1, ..., A\, sGo os seus autovalores distintos,
entao seu polinémio minimo € o polinémio

p=(x—A1)...(x — A\g)

Prova: Por defini¢do de operador diagonalizavel (existe uma base para V' consistindo apenas de autovetores
de T'), qualquer vetor v escreve-se na forma v = vy + ...+ v, com v; um autovetor associado a \;. Como

(T—MI)...(T = I)v; =0
para todo i, porque (7' — A\;I) v; = 0 e polinémios em 7" comutam, segue que

k
(T—MI)...(T—XI)v; =0 paratodoveV.
=1

b 2
p(T)”:p(T)Z%’ :ZP(T)UJ =

J

|
Veremos na préxima sec¢do que o polinomio minimo de um operador linear ser um produto de fatores distintos
é de fato equivalente a ele ser diagonalizavel.
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Exemplo 6. Encontre o polindmio minimo para a matriz

5 —6 -6
A=| -1 4 2
3 —6 —4

Vimos no Exemplo 4 que A possui o polinémio (x — 2)2 (x — 1) como polinémio caracteristico e que
A é diagonalizdvel. Logo seu polinémio minimo é p = (z —2) (z — 1) = 2% — 3z + 2. Em particular,
A2 —3A+2I=0.0

Exemplo 7. Encontre o polindmio minimo sobre R para a matriz
0 -1
B = .
1 0
Vimos no Exemplo 1 que B possui o polinémio 22 + 1 como polinémio caracteristico e que B ndo é
diagonalizavel sobre R, pois seu polindmio caracteristico nao possui raizes reais. No entanto, sobre C,
o polinémio caracteristico se fatora 22 + 1 = (z +4) (z — i) e B possui dois autovalores distintos, e

portanto é diagonalizdvel. Assim, o polindmio minimo sobre C para esta matriz é 22 + 1. Como este
polinémio possui coeficientes reais, ele também ¢é o polindbmio minimo para B sobre R. [J

Teorema 4. (Teorema de Cayley-Hamilton) O polinémio caracteristico de um operador linear anula este
operador.

Em particular, seqgue que o polinomio caracteristico de um operador € divisivel pelo polinéomio minimo
deste operador.

Prova: Seja T : V — V um operador linear. A demonstragido serd por indugao sobre n = dimV. Sen = 1,
o resultado é 6bvio. Suponha o resultado vélido para qualquer operador linear definido sobre qualquer
espago vetorial de dimensao n — 1. Seja T': V — V um operador linear definido sobre um espago vetorial
de dimensao n.

Seja T': V. — V um operador linear e B = {z1,...,2,} uma base para V. Seja A = [T, ou seja,

n
Tr; = E a;;r; paraj=1,...,n.
i=1

Estas equagoes podem ser reescritas na forma equivalente

n

Z(éijT—aijI)xi =0 paraj=1,...,n.

i=1

Considere matrizes sobre a dlgebra comutativa com identidade A dos polindmios em 7. Em outras palavras,
matrizes sobre 4 possuem polinémios em 7' em suas entradas. Considere em particular a matriz B definida
por

bij = (SijT — ajiI.

Afirmamos que
det B = f(T)

onde f é o polinémio caracteristico de T'. Por exemplo, quando n = 2, temos

T — CL11] —CLQ]_I

B = —aol T — asol
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det B = (T — a11]) (T — aggl) — 0,120,21[
=T? — (a1 + az2) T + (a11a22 — ar2a21) I
= f(T)
onde f = 2% — (a11 + agz) v+ (a11a22 — ajaaz1) é o polindmio caracteristico de T'. No caso geral isso também
é claro, porque o polinémio caracteristico de T' é o determinante da matriz I — A, cujas entradas sao

polinémios da forma
(’I’I — A)z_] = 5ij1' — aijI,

e o determinante nao se altera se considerarmos a transposta desta matriz.
Logo, para mostrar que f (T') = 0, basta mostrar que

(det B)xp, =0 parak=1,...,n.

Por defini¢ao de B, os vetores x1, ..., x, satisfazem as equagoes

n
ijixizo paraj=1,...,n.

i=1

Seja B = adj B a adjunta classica de B, isto é, BB = (det B) I. Da equagao acima, para cada par k, j temos

n n
ngjbjil‘i = ij Z bjil‘i =0.
=1 =1

Logo, somando em j, temos
n n

Jj=11=1

Dai,
n n n n n
O =

Ekjbjixi = Z ijbji T, = Z (EB)'Iﬂ xTr; = zn: 51@ (det B) €Tr; = (det B) T
1 i=1

j=1i=1 i=1 \j= i=1

Mais tarde daremos uma demonstracao independente deste teorema independente de determinantes.

4.6 Subespacos Invariantes e Operadores Triangularizaveis

Definicao 6. Seja T : V — V um operador linear. Dizemos que um subespago W C V é um subespago
invariante sob T se T (W) C W.

Exemplo 8. O subespaco nulo e o espago todo sao invariantes sob qualquer operador linear 7. O ntcleo
de T e a imagem de T também sao invariantes sob 7. [J

Exemplo 9. Considere o espago vetorial F[z] e o operador linear derivada D. Entdo o subespago dos

polinémios de grau menor que ou igual a n, onde n é um inteiro nao-negativo qualquer, é invariante
sob D. [J

Exemplo 10. Qualquer autoespago de T é invariante sob 7. [J
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Exemplo 11. O operador linear em R? representado na base candnica pela matriz
0 -1
A =
nao possui outros subespacos invariantes além dos triviais, isto é, além do subespaco nulo e de R2. O

Quando um subespagco W C V ¢ invariante sob T, T induz um operador linear sobre W, o operador
restricao T'|w : W — W. Denotaremos o operador restri¢ao por Ty . Seja By = {x1,...,2,,} uma base
paraWeB = {1,...,Zm,Tm+1,. .., 2Ty} um completamento desta base até uma base para V. Seja A = [T'] 5
a representacdo matricial do operador T com relagdo a B, de modo que

n
Tx; = E a;jr; paraj=1,...,n.
i=1
Como W é invariante sob T, temos
m
Tx; = E a;jr; paraj=1,...,m,
i=1
isto é, a;; = 0 para ¢ > m, se j < m. Em outras palavras, a matriz para 1" tem a forma em blocos

B C
=10 5]

onde B ¢é uma matriz m x m, C é uma matriz m x (n —m) e D é uma matriz (n —m) x (n —m). Além
disso, o bloco B é a representacao matricial do operador restrigao Ty, com relagao a base By de W, isto é,

B =[Twlg, -

Proposicao 6. Seja W um espaco invariante de V sob T'. Entao o polinémio caracteristico para o operador
restrigao Ty divide o polinomio caracteristico para T e o polinémio minimo para o operador restri¢ao
Tw divide o polinémio minimo para T.

Prova: Escrevendo como na discussao acima
B C
onde A = [Tz e B = [Tw]g,, , segue imediatamente que
det (zI, — A) = det («I,, — B) det (zI,,_,, — D)
0 que prova a afirmagao sobre polindmios caracteristicos. Para provar a afirmagao sobre polindmios minimos,

note que
B* C
ko k
=[5

para todo k, onde C} é alguma matriz m X (n —m), donde, se p é um polinémio qualquer, temos

pi)= [p((?) p?f?k)) }

para alguma matriz Cl, m X (n —m). Portanto, qualquer polinémio que anula A também anula B (e D). B
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Definicao 7. Seja W um espaco invariante de V sob T e v € V. O conjunto dos polinémios
S(w;W)=A{feFl]: f(T)veW}
é chamado o T-condutor de v para W.

Proposigao 7. Seja W um espago invariante de V sob T. Entao W € invariante sob qualquer polinémio
em T.

Em particular, para qualquer v € V', o T-condutor de v para W € um ideal de polinomios.

Prova: Se w € W, entdo Tw € W e por inducdo T*w € W para todo k; tomando combinacoes lineares
(porque W é um subespaco vetorial), concluimos que f (T)w € W para todo polinémio f.

S (v; W) é um subespago vetorial, pois se f, g € S (v; W) entdo (af + Bg) (T)v =a[f (T)v]+5[g(T)v] €
W.Se feF[z]egeS(v;W), entdo

[(fg) (Do =[f(T)g(D)]v=f(T)[g(T)v] € W

porque g (T)v € W e W é invariante sob qualquer polinémio em 7. B
O tnico gerador ménico do ideal S (v; W) também é chamado o T-condutor de v para W.

Corolario 2. Todo T-condutor divide o polinomio minimo para T .
Prova: Pois todo T-condutor contém o polindmio minimo por definicao. H

Lema 3. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita e T : V. — V um operador linear tal que o
polinémio minimo para T € um produto de fatores lineares

p:(l'*)\l)rl...(fok)Tk.

Seja W um subespago proprio de V invariante sob T. Entdo existe um vetor v € V\W tal que
(T — X)v € W para algum autovalor A de T.

Em outras palavras, existe um vetor v € VAW tal que o seu T-condutor para W é um polinémio linear.

Prova: Seja z € V\W um vetor qualquer. Seja f o T-condutor de z para W. Entao f divide o polindémio
minimo de 7. Como z ¢ W, f néo é um polindmio escalar. Portanto,

f=@=X )" ... (z— )"
onde s; < r; e pelo menos algum s; # 0. Escolha um indice j tal que s; # 0 e escreva
f=@=X)g
Por defini¢do de f, o vetor v =g (T) z ¢ W, mas
T-XNDv=T-MND)g(T)z=f(T)zeW.
|

Defini¢ao 8. Uma matriz A = (a;;) é uma matriz triangular se a;; = 0 sempre que ¢ < j (triangular
superior) ou se a;; = 0 sempre que ¢ > j (triangular inferior).

Definicao 9. Seja T : V — V um operador linear. Dizemos que T é triangularizavel se existe uma base
de V tal que a matriz de T em relagao a esta base é uma matriz triangular.

Teorema 5. Seja T : V. — V um operador linear sobre um espago vetorial de dimensao finita sobre F.
Entao T € triangularizavel se e somente se o seu polindomio minimo € um produto de fatores lineares
sobre F.
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Prova: Se T é triangularizdvel, entdo existe uma base B = {z1,...,z,} para V tal que
aj; a2 @13 ... Qin
0 as2 a9s e agn
[T]B — 0 0 ass ... Q3n
0 0 0 ... Gnn

Segue que o polindmio caracteristico de T é o produto de fatores lineares
det (I —T)=(x—ai1)...(z —ann) -

Como o polinémio minimo divide o polindmio caracteristico, o mesmo vale para ele.
Reciprocamente, se o polindmio minimo para 7' se escreve na forma

p=(x—-X)"...(z—\)",

aplicamos o Lema 3 repetidamente da seguinte forma para encontrar uma base B = {x1,...,2,} para V
em relacdo & qual a matriz de T é triangular. Aplique o lema ao subespago invariante W = {0} para
obter o vetor x;. Como (T — AI)xz; = 0 para algum autovalor A\, segue que o subespago Wi = (1) é
invariante sob T'. Podemos entao aplicar novamente o lema ao subespago W para obter o vetor zo € V\Wj.
Em particular, {x1, 25} é L.I., e como (T — A\oI) zo € W para algum autovalor Ay, segue que o subespaco
Wy = (x1,29) é invariante sob T; observe que Tzy = a12x1 + X229 para algum escalar ajs. Continuando
desta forma, em cada passo j encontramos vetores zi,...,z; linearmente independentes tais que Tx; =
a1;x1 + ...+ aj-1,;T-1 + Ajx; e o subespago W; = (z1,...,x;) é portanto invariante sob 7. l

Corolario 3. Todo operador complexo € triangularizdvel.

Obteremos agora uma terceira caracterizacao para operadores diagonalizdveis em termos do polinémio
minimo:

Teorema 6. Seja T : V. — V wm operador linear sobre um espaco vetorial de dimensdo finita sobre F.
Entao T € diagonalizdvel se e somente se o seu polinémio minimo € um produto de fatores lineares
distintos sobre F.

Prova: J4 vimos no Corolario 1 que se T é diagonalizavel, entao seu polindmio minimo é um produto de
fatores lineares distintos. Reciprocamente, suponha que o polindmio minimo de um operador T' é o produto

p=(x—A)...(x — )

de fatores lineares distintos e suponha por absurdo que 7' nao é diagonalizavel. Entao, por definigao, se W
é o subespago gerado pelos autovetores de T, segue que W # V. Mas W é um subespaco invariante sob T,
logo pelo Lema 3 existe um vetor v € V\W e um autovalor \; tal que

w=(T—-XM\IveW.
Como w € W, existem vetores w; € W;, onde W; é o autoespago associado a A; tal que
w=w;+...+ wWg.
Portanto, para qualquer polindmio f, temos
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Agora, escrevendo p = (z — A;) ¢ para algum polinémio ¢ que néo possui \; como raiz e
q—q(X)=(x—-X)g
para algum polindmio g (pois A\; é uma raiz do polinémio ¢ — ¢ (}\;)), temos
q(T)v—qX)v=g(T)(T-Nv=yg(T)weW.

Como
0=p(T)v=(T-X\I)q(T)v,

concluimos que ¢ (1) v é um autovetor de T" associado a A; e, em particular, ¢ (T) v € W também. Logo,
gA)v=q(T)v—g(T)weW

e como v ¢ W, necessariamente ¢ (\;) = 0, contradi¢do. W
Assim, para determinar se T é diagonalizavel, basta encontrar os autovalores distintos Ay,..., Ay de T e
determinar se o operador (T — A\ I)...(T — A\pI) é o operador nulo ou néo.
Demonstragao alternativa do Teorema de Cayley-Hamilton. E fécil ver que o teorema de Cayley-
Hamilton vale para matrizes triangulares. De fato, se B = {z1,...,x,} é uma base para V em relagio a qual
T é representada por uma matriz triangular A = (a;;), entdo o polinémio caracteristico para A é

f=@—an)...(x —apn).
Para provar que f anula T, isto é, que

(T— auI) e (T - a,ml)

é operador nulo sobre V', podemos proceder por indugao na dimensao de V. O resultado é claramente vélido
para n = 1. Assuma o resultado vélido para n — 1 e escreva a matriz A em blocos

<[22

0 ann
onde B é uma matriz (n — 1) x (n — 1) e C' é uma matriz coluna (n — 1) x 1. Observe que
(T —an, )V C{ay,...;2n_1) =W
W é um subespaco invariante por T de dimensao n — 1, com

[TW]{Il,...,CEnfl} = B7

cujo polinémio caracteristico é exatamente

f = (l‘ — CL11) e (.’L‘ — an_lm_l) .

Logo, por hipétese de indugao,
(Tw —a11ln—1) ... (Tw — an—1,n-1In-1)
é o operador nulo sobre W. Portanto a composta
(T—anl)...(T—apn-1n-1L) (T —annd) = (Tw — a11ln-1) ... Tw — an—1n—1In-1) (T — annI)

é o operador nulo sobre V' (observe que os vetores de W tém as tltimas coordenadas nulas, logo faz sentido
aplicar o lado direito a vetores de V', apesar das matrizes identidade possuirem tamanho n—1). Do Teorema
5 segue que todo operador linear definido em um espago vetorial sobre um corpo algebricamente fechado é
triangularizavel (lembre-se que dizemos que um corpo é algebricamente fechado se todo polinémio sobre este
corpo possui uma raiz ou, equivalentemente, todo polinémio sobre o corpo se escreve como um produto de
fatores lineares). [Observe que para provar esta afirmacao do Teorema 5, que se o polindémio minimo de um
operador se fatora como um produto de fatores lineares entao o operador é triangularizavel, nao usamos o
teorema de Cayley-Hamilton. Ele foi usado no Teorema 5 para provar a reciproca desta afirmagao, que nao
entra no presente argumento.] Qualquer corpo é um subcorpo de um corpo algebricamente fechado. B
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4.7 Exercicios

1. Seja T o operador linear em R* representado na base canénica pela matriz

o o8 O
o ot O o
o O OO
OO OO

Sob que condigoes em a, b e ¢ o operador T é diagonalizavel?

2. Sejam A, B € M,, (F). Prove que se I — AB é invertivel, entdo I — BA também é invertivel e
(I-BA) ' =I+B(I-AB) " A

Use este resultado para provar que se A, B € M, (F) sdo duas matrizes quaisquer, entdo AB ¢ BA
possuem os mesmos autovalores. Serd que AB e BA possuem o mesmo polindmio caracteristico? Serad
que AB e BA possuem o mesmo polinémio minimo?

3. Seja A € M,, (F) uma matriz diagonal com polinémio caracteristico
f=@—=2)". (=)™

onde Ay, ..., A\ sdo distintos. Mostre que subconjunto em M, (F) das matrizes B tais que AB = BA
é um subespaco vetorial de dimensao
2+ ..+ d2.

4. Seja A € M, (F) e considere o operador linear T : M, (F) — M, (F) definido por T (B) = AB. Sera
verdade que A e T possuem os mesmos autovalores? Serd que A e T possuem o mesmo polindmio
caracteristico? Serd que A e T possuem o mesmo polindmio minimo?

5. Seja F um corpo arbitrario e a,b,c € F. Considere a matriz

0 0
A=11 0
0 1

L T 0

3

Mostre que o polinémio caracteristico para A é p = 2% — ax? — bx — ¢ e que este também é o polindmio

minimo para A.

6. Seja A a matriz real
1 1 0
-1 -1 0
-2 -2 2
1 1 -1

A:

o= o O

A fe 2 P o
Mostre que o seu polinébmio caracteristico é p = x? (x —1)7 e que este também é o seu polindmio
minimo. Se A for considerada uma matriz complexa, A é diagonalizédvel?

7. Seja T o operador linear sobre R? cuja matriz na base candnica é
1 -1
A= { L ] |

Prove que os tinicos subespacos de R? invariantes sob T' sdo os triviais. Se U é um operador sobre C2
cuja matriz na base candnica é A, mostre que U possui um subespago invariante unidimensional.
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8. Seja
0 1 0
A=12 -2 2
2 -3 2

A é semelhante sobre o corpo dos nimeros reais a uma matriz triangular? Se for, encontre uma tal
matriz triangular.

9. Prove que toda matriz A tal que A%2 = A é semelhante a uma matriz diagonal.

10. Seja T : V. — V um operador linear tal que todo subespaco de V' é invariante sob T. Mostre que T é
um multiplo escalar do operador identidade.

11. Seja A uma matriz real 3 x 3. Mostre que se A nao é semelhante sobre R a uma matriz triangular,
entao A é semelhante sobre C a uma matriz diagonal.

12. A seguinte afirmacdo é falsa ou verdadeira? Se wma matriz triangular é semelhante a uma matriz
diagonal, entdo ela ja é diagonal.

13. Seja T um operador linear sobre um espago vetorial V' sobre F de dimensao finita e f € F[z]. Prove
que A é um autovalor de f (T') se e somente se A = f (), onde A é um autovalor de T' (Compare com
o Lema 1).

4.8 Projecoes e Decomposicao em Soma Direta

Recordamos a seguinte definigao:

Definicao 10. Dizemos que os subespagos Wi, ..., Wy de um espago vetorial V' sao linearmente inde-
pendentes se
wy+...+w =0, com w; €W, para cada 1,
implicar que w; = 0 para todo i. Neste caso, a soma W = W7 +...+ W} é chamada uma soma direta
e é denotada por

Lema 4. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita e Wy, ..., Wy subespacos de V. As sequintes
afirmacdes sdo equivalentes:

(i) WA, ..., Wy sao linearmente independentes.

(ii) Para cada 2 < j < k nds temos
Wjﬂ(Wl-l—...-i-ijl) :{0}
(iii) Se B; € uma base para W; entio B ={B1,...,Br} é uma base para Wy + ...+ Wj.

Prova: (i) = (ii) Sejaw € W; N (W1 + ...+ W;_1). Entdo w € W; e w = w1 + ... + wj_1 para alguns
vetores w; € W;. Como
wi+...twj_1—w+0+...+0=0
concluimos que w; = ... = wj_1 = w = 0.
(ii) = (i) Suponha que
com w; € W; para cada i. Se existe algum w; nao nulo, seja j o maior inteiro tal que w; # 0. Entdo
wi+...+w;=0e
Ww; = —wWp — ... - Wj—1

contradizendo W; N (W1 + ...+ W,_1) = {0}.

(i) < (iii) Obvio. W
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Definicao 11. Seja V um espaco vetorial. Uma projecao de V' é um operador linear £ : V — V tal que
E?=F.

Proposicao 8. Seja E:V — V uma projecao. Entao

V=imFE@kerF,

com
x=Fx+(I—-FE)x

sendo esta a unica decomposi¢ao de um vetor x € V. como uma soma de elementos em im E e ker E.
Em particular, z € im E se e somente se
FEx =x.

Além disso, se V=W @ Z, existe uma unica proje¢ao E:V — V tal que W =imFE e Z =ker F.

Prova: Suponha que z € im E Nker . Entao, por definicao, Fx = 0 e x = Ey para algum y € V. Mas
entdo 0 = Ex = E?y = By = x. Segue do Lema 4 (ii) que ker E e im F sio linearmente independentes.

Observe que E[(I — E)z] = Ex — E*x = 0, portanto (I — E)z € ker E. A unicidade da decomposicio
segue do fato de ker E e im E serem linearmente independentes.

Se V.=W @ Z, entao cada vetor v € V se escreve de maneira tnica na forma v = w + z para alguns
vetores w € W e z € Z, logo podemos definir um operador linear £ : W & Z — V por E(w + z) = w.
Entdo E é um operador linear bem definido e temos E?v = E (Ev) = Ew = w = Ev para todo vetor v € V.
|
Na notacao da proposicao anterior, se W = im F e Z = ker F, dizemos que F é a projecao sobre W ao
longo de Z.

Proposigao 9. Seja E : V — V uma proje¢do sobre um espago de dimensdo finita. Entdo E é diagona-

lizdvel.
Prova: Se B’ = {z1,..., 2} é uma base para im E e B” = {x,,11,...,Z,} é uma base para ker E, entao
B ={x1,...,2,} é uma base que diagonaliza F, pois

|
O préximo resultado generaliza a Proposicao 8 (veja os Exercicios 18 e 19).

Teorema 7. (Decomposi¢ao em Soma Direta) Se V =W; @ ... H Wy, entdo existem k operadores lineares
Fi,....,Ex: V —V tais que

Cada FE; € uma proje¢ao.

EZEJZOSGZ#_]

Ei+...+E,=1.

Reciprocamente, se existem k operadores lineares FEy,...,FE, : V. — V que satisfazem as condigoes
(ii)-(iv), entdo vale também (1) e V=W1 & ... d Wy.
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Prova: Suponha que V=W;&...® W,. Dado v =v; + ...+ v, com v; € W;, defina
Ej’U = ’Uj.

Entdo E; é um operador linear bem definido e E72 = L, isto é, E; é uma projecdo. Além disso, para todo j
vale

1mEJ:W] € keI‘Ej:Wl+...—|—Wj,1+Wj+1+...—|—Wk,
de modo que E;E; =0 se i # j. Como
v=v1+...+uv,=Fv+...+ Epv,

temos I = F1 + ...+ Ej.
Reciprocamente, suponha que existem k operadores lineares F1,...,E, : V — V que satisfazem as
condigoes (ii)-(iv). Obtemos (ii) multiplicando (iii) por cada E;. Como, por (iii),

v=Fiv+...+ Epv

temos que

V=W +...+ W

Além disso, esta expressao para v é tnica. De fato, se v = v1 + ... 4+ v com v; € W;, temos, usando (i) e

(i),
k k
EjU = ZE]‘UZ‘ = ZE]E’LU’L = E?Uj = Ejvj = Vj.
i=1 i=1

|

As decomposigdes em soma direta V = Wy & ... d W), mais tteis de um espacgo vetorial V' sdo aquelas
em que cada um dos subespacos W; sao invariantes sob algum operador linear T'. Neste caso, o operador T’
induz um operador T; = T|w, sobre cada um dos subespagos invariantes. Se

V=01 +...+ Vg
é a expressao unica de v como a soma de vetores nos subespagos invariantes, temos
Tv=Tvi+...+Tv, =Tiv1 +... 4+ Tivs.

Dizemos que T é a soma direta dos operadores T7, ..., ;. [Observe porém que a expressao Ty + ...+ Tk
propriamente dita nao faz sentido, ji que cada operador T; tem dominio diferente dos demais.] Se B; é uma
base para W;, de modo que B = {B,..., B} é uma base para V, temos

[T1] 5, 0 0

0 [Tbg, 0
G

0 0 ... [Tils,

O objetivo é encontrar uma decomposicao do espago V em soma direta de subespago invariantes por T de
tal forma que os operadores T; tenham uma forma simples.

Lema 5. Sejam T : V — V um operador linear e E : V — V uma projecao. O nicleo e a imagem de E
sdo invariantes sob T se e somente se ET = TFE, isto é, se e somente se T comuta com E.
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Prova: Suponha que T' comuta com E. Dado w € im F/, entao Fw = w e
Tw=T (Fw) =E (Tw),
de modo que Tw € im F e portanto im £ é invariante sob T'. Dado z € ker E, temos Fz =0 e
E(Tz)=T (FEz)=T0=0,

de modo que Tz € ker E e portanto ker F/ é invariante sob T
Reciprocamente, suponha que W = im E e Z = ker F sdo invariantes sob T. Seja v € V um vetor

qualquer. Entao,
v=FEv+(I—-E)v,

onde Ev e imE e (I — E)v € ker E. Temos
Tv=TEv+T (I — E)v.
Pela invariancia de im E e ker E¥ sob T', temos

TEv = FEw,
TI-E)v=z

para alguns vetores w € im E e z € ker E. Logo,
ETv=E(TEv+T(I - E)v)=E(Ew+ 2) = E*w = Ew = TEv.
|

Teorema 8. (Decomposigdo em Soma Direta de Subespagcos Invariantes) Seja T : V. — V um operador
linear sobre um espago vetorial de dimensdo finita e V.=W1 @ ... Wy uma decomposi¢cdo em soma
direta de subespacos invariantes. FEntao existem k operadores lineares Ev,...,E, : V — V tais que

(i) Cada E; € uma projegdo.
(itl) By +...+ By =1I.
)

(v) TE; = E;T para todo 1.

Reciprocamente, se existem k operadores lineares E1,...,E : V. — V que satisfazem as condigoes
(ii)-(v), entdo vale também (1) e V=W & ... d Wy.

Prova: Em vista do Teorema 7, basta provar que obtemos uma decomposicao em soma direta de subespagos
invariantes se e somente se 1" comuta com cada F;.
Suponha que T comuta com F;. Segue imediatamente do lema anterior que im F; é invariante sob T
Reciprocamente, suponha que cada W; é invariante sob T'. Observando que

imEiZWi,
keI‘Ei:W1+...+W7;,1+Wi+1+...+Wk

sao invariantes sob T, segue do lema anterior que T' comuta com F;. B

No proximo resultado, descreveremos um operador diagonalizavel na linguagem de decomposicao em soma
direta de subespacos invariantes, o que ajudard a entender outros teoremas mais profundos de decomposicao
em soma direta que veremos ao longo do curso.
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Teorema 9. (Decomposigao em Soma Direta de Subespagos Invariantes para Operadores Diagonalizaveis)
Seja T : V. — V um operador linear sobre um espaco de dimensdo finita V.

Se T ¢ diagonalizavel, A1, ..., A\ sao os autovalores distintos de T e Wy, ..., Wy sdo os autoespacos
respectivamente correspondentes a estes autovalores, entdo existem k operadores lineares E1, ..., Ey :
V — V tais que

(i) Cada E; € uma projegdo.

(iii) By +...+ B =1I.

(iV) im .EZ = Wz

(V) T=ME|{+...+ M ,E}.

Reciprocamente, se existem k operadores lineares nao-nulos Ey,...,E, : V — V e k escalares dis-
tintos A1,..., \x que satisfazem as condigdes (ii), (iii) e (v), entao T € diagonalizdvel, A1, ..., N\, sdo
os autovalores distintos de T, W1, ..., Wy sao os autoespacos respectivamente correspondentes a estes
autovalores, e as condigdes (i) e (iv) também sao satisfeitas.

Prova: Suponha T diagonalizdvel. Entao jd vimos que V = Wi @ ... ® Wy. Entao (i)-(iv) seguem do
Teorema 7. Para verificar (v), observe que para cada vetor v € V temos

v=Fuv+...+ Ev,

logo
Tv=TFEw+...+TEw=MNFE1v+ ...+ A\ Epv.
Reciprocamente, suponha que existam operadores lineares Fy,...,E; : V — V e escalares distintos
A1, ..., Ak que satisfazem as condigdes (ii), (iii) e (v). Como E;E; =0 se ¢ # j, se multiplicarmos By + ...+

E) = I por E; imediatamente obtemos E? = E;, isto ¢, cada E; é uma projecio.

Multiplicando T' = A\ F1 + ... + A\ By por E;, obtemos TE; = \;F;, o que mostra que im E; = W; C
ker (T'— X\;I). Como E; # 0 por hipétese, isso prova que W; # {0}, ou seja, A; é um autovalor de T. E
em particular, como os subespagos W, estao contidos em autoespagos associados a autovalores distintos,
eles sfo linearmente independentes. Portanto, segue de (iii) que V.= W; @ ... ® Wy. Concluimos que T é
diagonalizdvel, pois possui V uma base de autovetores de 7. Nao existem outros autovalores de T' além de
Aly. .., Ak, POis se A é um autovalor de T', entao

T—-XMN=M-NE+...4+ (A=) Eg,

de modo que se (T'— AI)v = 0, devemos ter (A; — A) E;v = 0 para todo i. Se v # 0, entdo E;v # 0 para
algum j, logo A = A;.

S6 falta mostra que W; = ker (T'— A\;I) para todo i. J& provamos que W; C ker (T'— A\ I). Se v €
ker (T — A1), isto é, se Tv = \jv, entdo

0= (T*)\j[)v = (Al 7)\]‘)E1’U+...+ ()\k *)\j)Ekv,

donde (A; — A;) E;v = 0 para todo %, logo E;v = 0 para todo i # j. Dal, segue que v = Eyv+ ...+ Eyv =
EjU S Wj. ]
4.9 Exercicios

14. Seja T : V — V um operador linear e F uma projecao. Prove que a imagem de E é invariante sob T’
se e somente se ETE =TE.
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15. Seja T' : V. — V um operador linear que comuta com toda projecao de V. O que vocé pode dizer
sobre T'?

16. Se E é uma projegdo e f um polindémio, entdo f (E) = al + bE. Encontre uma expressao para a e b
em termos dos coeficientes de f.

17. Mostre que se E é a projecao sobre W ao longo de Z, entao I — E é a projegao sobre Z ao longo de W.

18. Sejam FEy,...,E : V — V operadores lineares tais que Fh + ...+ Ep = 1.
1. Prove que se E;E; = 0 sempre que ¢ # j, entao cada E; é uma projegao.
2. Prove a reciproca no caso k = 2, isto é, se E1, F» sao projecoes tais que E; + Eo = I, entao
E1E5 = 0.
3. Prove a reciproca no caso geral, isto é, se E1,..., E} sao projegoes tais que F1+ ...+ E = I, entao
E;E; = 0 sempre que % # j, assumindo que V' é um espaco vetorial sobre um subcorpo dos complexos.
(Sugestao para este dltimo: use a fungdo trago; qual é o trago de uma projecao?)

4.10 Fatoracao de Polinomios

No Teorema 03, provamos que se M ¢é um ideal de F [z], ent@o existe um unico polinémio ménico d em F [z]
tal que M é o ideal principal gerado por d, isto é, M = dF [z]. Como conseqiiéncia, vale o seguinte resultado:

Corolario 08. Se pi,...,pr sao polinomios sobre F, ndo todos nulos, entao existe um unico polinémio
monico d € F[z] tal que

(a) d estd no ideal gerado por p1,...,pg, isto é, d € p1F [z] + ... + ppF [z];

(b) d divide cada wm dos polinémios p1,. .., Pk.
Além disso, qualquer polindmio d que satisfaz (a) e (b) satisfaz
(¢c) d € um maltiplo polinomial de qualquer polinémio que divide os polinémios p1, ..., pk.

Prova: Seja d o gerador monico do ideal piF [z] + ... + piF [z]. Como cada membro do ideal é divisivel por
d, em particular cada p; é divisivel por d, o que prova (a) e (b).
Suponha que f é um polinémio que divide pi,...,pr. Entao existem polinémios ¢i,..., g, tais que
p; = fg; para cada i. Também, como d € piF[z] + ... + piF [z], existem polindmios qi,...,q; tais que
d=piq1 + ...+ prqx. Logo
d=flgrar+ .-+ gra)-

Se d' é outro polindémio que satisfaz (a) e (b), segue da defini¢do de d que d’ = fd para algum polindmio
f, logo satisfaz (c). Se d’ é monico, segue que d' =d. B

Definicao 06. Sejam pi, ..., pg polindmios sobre um corpo F, nao todos nulos. O gerador moénico d do
ideal p1FF [z] + ... + piF [x] é chamado 0 méximo divisor comum (mdc) de py, ..., pg.

Dizemos que os polindémios py, ..., py sdo relativamente primos se mdc (p1,...,px) = 1.

Observe que dizer que p1, ..., pk sao relativamente primos é equivalente a dizer que o ideal gerado por eles é
todo o anel F[z]. Em vista do Coroldrio 08 (c¢), quando os polindmios py, ..., p; sao relativamente primos,
eles nao sao simultaneamente divisiveis por nenhum outro polindmio diferente de 1.

Defini¢ao 07. Dizemos que um polinémio f € F[z] é redutivel sobre F se existem polindémios g, h € F [z]
de grau maior ou igual a 1 tais que f = gh. Caso contrario, dizemos que f é irredutivel sobre F. Um
polinémio irredutivel nao-escalar também é chamado um polinémio primo sobre F.
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Em outras palavras, dizer que p é primo equivale a dizer que os tinicos divisores de p sao p e 1.

Proposicao 03. Suponha que p € um polinomio primo que divide o produto fg. Entao p divide f ou p
divide g.

Prova: Sem perda de generalidade podemos assumir que p é ménico. Seja d = mdc (p, f). Como p é primo,
segue que d =1 ou d = p. Se d = p, entdo p divide f. Caso contrario, mostraremos que d divide g. Como
mdc (p, f) = 1, existem polinémios hi, he tais que

1 = phy + fhs.

Logo, multiplicando esta equacao por g, obtemos

g =p(gh1) + (fg) ha,

Denote k1 = ghi. Como p divide fg, temos fg = phs para algum polindomio hs. Portanto, se ko = hshas,
temos
g = pk1 + pka = p (k1 + k2) .

Corolario 09. Se p é um polinémio primo que divide o produto fy...fr, entdo p divide algum dos po-
linomios f1,..., fx-

Teorema 04. Se F € um corpo, entao todo polindmio ménico nao-escalar sobre F pode ser fatorado como
um produto de polindmios primos monicos sobre F de uma dnica maneira (a menos da ordem dos
fatores).

Proposigao 04. Seja f um polinémio monico ndao-escalar sobre F tal que
f=p"...pF

€ a fatoragdo prima de f. Para cada i, defina

P .
fi= T Hp;J'
b; =1

JFi

Entao fi1,..., fr sao relativamente primos.

4.11 Teorema da Decomposicao Primaria e Teorema Espectral

Para operadores em geral, mesmo aqueles que nao possuem nenhum autovalor, vale o seguinte resultado
fundamental:

Teorema 10. (Teorema da Decomposicao Primadria) Seja T : V' — V' um operador linear sobre um espago
de dimensdo finita V' sobre o corpo F. Seja

p=pi...pF

o polinémio minimo de T, expresso como um produto de fatores primos distintos sobre F. Seja W; =
kerp;* (T). Entao

H V=W d...0 W

(ii) Cada W; € invariante sob T
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(i) Se T; = T'|w,, entdo o polinémio minimo de T; € p;*.

Prova: A idéia da demonstragao é usar os Teorema 8, encontrando as projecoes associadas Fj;, isto é F;
¢ a identidade em W; e nula nos outros Wj, e que além disso comutam com 7'. Para isso, lembrando que
operadores que podem ser escritos como polinémios em 1" sempre comutam com 7', encontraremos polindmios
h; tais que h; (T') é a identidade em W; e nulo nos outros Wj.

Para cada i, defina

k
_ b _ T
fi - r; p] .
b; j=1
J#i
Como pi*,...,p* sdo fatores primos distintos, os polindomios fi,..., fr sao relativamente primos. Logo,
existem polinémios g1, ..., gr sobre F tais que

k
Z figi = 1.
i—1

Defina
hi = figi-

E; = h; (T).

Como hy + ...+ hy =1, segue que Ey + ...+ E, = I. Notando que se i # j entao o polindomio f;f; é um
multiplo polinomial do polinémio minimo p (porque este produto contém todos os fatores de p), segue que

EiE; = [figi (T)]1f39; (T)] = fi (T) f; (T) g: (T) g; (T) = (fi.f;) (T) 9: (T) g; (T) = 0g; (T') g; (T) =0

se i # j. Segue dos Teoremas 7 e 8 que os operadores F; sdo projecoes que correspondem a alguma soma
direta do espago V. Para provar (i) e (ii), basta mostrar que im E; = W,.
Para provar isso, observe primeiro que im F; C W;, pois se v = E;v entao

p;' (T)v=p; (T)Ev=p;(T) fi (T)g: (T)v=p(T)g: (T)v=0.

Reciprocamente, W; C im E;. De fato, seja v € kerp;* (T'). Se j # i, entéo fjg; ¢ um miltiplo polinomial de
p;t, logo Eju =0. De Ey + ... + Ej, = I segue imediatamente que E;v = v, logo v € im E;.

Para terminar a demonstracao do teorema, observe que p;* (T;) = 0, j& que por definigdo W; = kerp;* (T'),
logo o polinémio minimo de T; divide p;*. Reciprocamente, se g = p;*, s; < 13, é tal que g (T;) = 0, entao
g(T) f; (T') = 0. Em particular, gf; é divisivel pelo polinémio minimo de T, isto é, p = p;" f; divide gf;,
donde p;* divide g e portanto s; = r;. B
A decomposigao dada pelo Teorema 10 é chamada a decomposicao primaria de 7.

Coroldrio 4. Se Fy, ..., Ey sdo as projecdes associadas com a decomposi¢do primdria de T, entdo cada F;
€ um polinomio em T.

Conseqiientemente, se um operador linear S comuta com T, entdo S comuta com cada F;, isto é, cada
subespaco W; € invariante sob S. Em particular, T e S possuem a mesma decomposicao em soma
direta por subespacos invariantes.

No caso em que o polinémio minimo é um produto de fatores lineares, o Teorema da Decomposicao
Primaéria é as vezes chamado de Teorema Espectral.

Corolario 5. (Teorema Espectral) Seja T : V. — V um operador linear sobre um espago de dimensao
finita V' sobre o corpo F, tal que o polinémio minimo para T é um produto de fatores lineares

p=(@—-X)"...(x— )™

com i, ..., \p distintos. Seja W; = ker (T — N\;I)"". Entao



Rodney Josué Biezuner 64

H V=W d...0 W,
(ii) Cada W; € invariante sob T.

(iii) Se T; = T|w,, entdo o polinémio minimo de T; é (x — \;)"".

Além disso, se
p=(z—A)" .. (z= )™

€ o polinomio caracteristico de T', entao dim W; = d;.

Prova: A excecao da ultima afirmacao, o Teorema Espectral é o Teorema da Decomposi¢ao Primaria para
operadores cujos polindmios minimos sao completamente fatoraveis. Basta entao provar esta tltima. Como o
polinémio minimo de T; é (x — \;)"*, o polindémio caracteristico de T; é (z — \;)“* onde e¢; = dim W;. Usando
a matriz em blocos [T;] 5, de T, onde B; é uma base para W;, é ficil ver que o polinomio caracteristico de T
é o produto dos polinémios caracteristicos dos operadores T;. Portanto, necessariamente e; = d;. B

Os elementos de W; = ker (T — \;I)"* sdo chamados de autovetores generalizados. Em particular, ope-
radores complexos possuem bases de autovetores generalizados. A decomposigdo priméria de T" neste caso é
também chamada decomposicao espectral.

Corolario 6. Sejam T,S : V — V operadores lineares cujos polinémios minimos sao produtos de fatores
lineares. Se T'S = ST, entdo T e S possuem a mesma decomposicao em soma direta por subespagos
nvariantes.

No caso de operadores diagonalizaveis podemos dizer mais. Se dois operadores sao simultaneamente
diagonalizaveis, isto é, se existe uma mesma base em relagao a qual as matrizes de ambos os operadores sao
diagonais, entao os operadores comutam, pois matrizes diagonais comutam. Reciprocamente, a condigao de
comutatividade dos operadores € suficiente para garantir que eles sdo simultaneamente diagonalizéveis:

Teorema 11. Sejam T, S : V — V operadores lineares diagonalizdveis. Entao, T e S sao simultaneamente
diagonalizdveis se e somente se TS = ST.

O Teorema 11 se generaliza para uma familia qualquer de operadores que comutam entre si, dois a dois.
Continue a considerar um operador T': V' — V cujo polinémio minimo é um produto de fatores lineares,
usando a notagao do Corolério 5. Se Fq,..., Ey sao as projegoes associadas a decomposicao espectral de T,
defina um operador D : V — V por
D=>\1E1+...—‘r>\kEk.

Pelo Teorema 9, D é um operador diagonalizavel. Considere o operador
N=T-D.
Como T'=TFE; + ...+ TEy, segue que
N=T-MIE +...+ (T —XI)Ey.
Usando os fatos que E? = E;, E;E; =0sei# j, e que as projecoes comutam com 7', segue que

N2 =(T = MI)’Ei+...4+ (T = \I)? Eg,

N'=(T=MI)"Ey+...4+ (T = \JI)" Eg.

Em particular, se r > r;, concluimos que
N"=0.
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Definicao 12. Seja N : V — V um operador linear. Dizemos que N é nilpotente se existe algum inteiro
r tal que N™ = 0.

Teorema 12. Seja T : V. — V um operador linear sobre um espago de dimensdo finita V sobre o corpo
F. Suponha que o polinémio minimo de T € um produto de fatores lineares. Entao existe um unico
operador diagonalizdvel D : V — V e um unico operador nilpotente N : V — V tais que

T=D+N

DN = ND.
Além disso, cada um deles € um polinomio em T.
Prova: Em vista da discussdo anterior, sé falta provar a unicidade da decomposicdo (que D e N comutam
segue do fato de ambos serem polindmios em T'). Suponha que T'= D’ + N’, com D’ diagonalizével e N’
nilpotente, satisfazendo D’N’ = N’'D’. Mostraremos que D' = D e N' = N.

Como D’ e N’ comutam entre si e T = D’ + N’ segue que D' ¢ N’ comutam com T e portanto com
qualquer polinémio em 7', em particular com D e N. De D + N = D’ + N’, segue que

D—-D'=N'—N.

D — D’ é um operador diagonalizdvel. Como D e D’ comutam, eles sao simultaneamente diagonalizédveis.
Como N e N’ comutam e sao nilpotentes, segue que N’ — N também & nilpotente, pois

(N = N)" = Z (-1’ <7~) (N') ' N

. (3
=0

de modo que se r é suficientemente grande, todo termo no lado esquerdo da expressao serd nulo, porque ou
(N')"™" =0 ou N* =0 (ou ambos).

Em particular, D— D’ é um operador diagonalizdvel que também é nilpotente. Como o polindémio minimo
de um operador nilpotente é " para algum r e o polindmio minimo de um operador diagonalizavel é um
produto de fatores lineares, segue que o polinémio minimo de D — D’ é z, ou seja, D — D’ é o operador nulo.
Portanto, 0=D—-D'=N'"—-N. R

Corolario 7. Se T € um operador linear complezo, entao T se decompde de maneira unica como a soma de
um operador diagonalizdvel e um operador nilpotente que comutam. Além disso, eles sao polinomios
em T.

4.12 Exercicios

19. Faca os seguintes exercicios do Capitulo 7 do livro-texto: 2, 6, 7, 8, 11, 12, 16, 26.
20. Seja V um espago vetorial de dimensao n e N : V. — V um operador nilpotente. Entao N™ = 0.

21. Dé um exemplo de duas matrizes 4 x 4 nilpotentes que possuem o mesmo polinémio minimo mas que
nao sao semelhantes.

22. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e suponha que T': V' — V é um operador que comuta
com todo operador diagonalizavel. Mostre que T é um multiplo escalar do operador identidade.

23. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre C, T': V' — V um linear e D sua parte diagonal.
Mostre que se f € C[z], entdo a parte diagonal de f (T) é f (D).

24. Dada A € M, (F), considere o operador linear T : M,, (F) — M, (F) definido por T'(B) = AB — BA.
Mostre que se A é uma matriz nilpotente, entdo 1" é um operador nilpotente.

25. No Corolério 5, prove que se p = (x — /\1)d1 ooz — )\k)d’“ é o polinémio caracteristico de T, entao
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4.13 Exercicios Computacionais

1. Ache os autovalores e correspondentes autoespacos das matrizes seguintes sobre R e sobre C. Encontre
os seus polindmios minimos. Determine se a matriz é diagonalizdvel sobre R e sobre C. Se nao for,
encontre a sua decomposi¢ao primaria.

_ 1 2 3
1 2 11
(a) [0 _1} (b) 11 (c¢)] 0 1 2
L | 0 0 1
0 1 0 [1 1 -1 [ 3 -3 —4
(d) 0 0 1 (e) 1 |0 3 5
| -1 0 0 |1 0 1 | 0 0 -1
2 0 1 0 01 0O
6 -3 -2
0 2 01 . 0 010
(&) 140 :; :g M) 19 0 30 @100 01
L | 0 -1 .0 0 10 0 0
01 01 1 1 0 0
. 101 0 -1 -1 0 0
Wio 101 K| 5 5 2 1
1 01 0 |1 1 -1 0
2. Sejam
1 2 1 1 3 1
A=10 -1 1 e B=]0 2 0
0 0 -1 0 0 3
Calcule os autovalores e correspondentes autoespacos de AB e BA.
3. Calcule o polinémio minimo das matrizes seguintes sobre R e sobre C.
30 -4 0 2 1 00 0 b e
0 3 5 0 0 2 00
@ 190 -1 o0 ®) 1o 02 0 (c)gg;
00 0 -1 0 0 0 3



Capitulo 5

Forma Canonica de Jordan

5.1 Complexificacao de um Espaco Vetorial
Definigao 1. Seja V um espago vetorial real. A complexificagao de V' é o espago vetorial complexo
Ve={u+iv:u,veV},

com a soma de vetores e multiplicacdo de um vetor por um escalar complexo definidos de maneira
natural, isto é,

(u1 + ivl) + (U2 + ivg) = (U1 + UQ) +1 (1}1 + ’Ug)

(a+1b) (u+ i) = (au — bv) + i (bu + av) .

Vetores w = u+1v em V¢ tais que u,v € V e v = 0 sdo chamados vetores reais; se u = 0, eles sao chamados
vetores imaginarios puros. Definimos o vetor conjugado de w por

w=(u+iv) =u — iv.

Definicao 2. Seja V um espaco vetorial real e T : V' — V um operador linear. A complexificagao de T'
é o operador linear T : Vo — V¢ definido por

Te (u+iv) = Tu+iTw.

Observe que nem todo operador linear sobre V¢ é a complexificacao de um operador linear real sobre V.

Proposicao 1. Seja V um espacgo vetorial real e T : V. — V' um operador linear. Entdo valem as sequintes
afirmacgoes:
(i) Toda base de V' é uma base de V¢; em particular, dimV = dim V.

(ii) A representacdo matricial de T em rela¢do a uma base B para V € a representagdo matricial de
Tc em relacao a base B para V.

(iii) Os polinémios caracteristicos de T e Tt sdo iguais e 0s polindmios minimos de T e Tt sdo iguais.

(iv) A € um autovalor de Tt se e somente se X também é um autovalor de Tc e as multiplicidades
algébricas de A e A\ sao iguais.

(v) Se W ¢ um subespago de Vi tal que se w = u+iv € W entdo W = u—iv € W (isto é, w
é invariante sob a operagao de conjugacdo de vetores), entdo W possui uma base formada por
vetores reais.

67
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(vi) Se W é um subespaco de V¢ tal que W possui uma base formada por vetores reais, entdo W € a
completzificacdo de algum subespaco W de V , isto é, W = W.

Prova: (i) Se {z1,...,z,} é uma base de V, todos os vetores u,v de V se escrevem como combinagio
linear de x1,...,x,, logo 0 mesmo vale para todos os vetores u + iv de V¢, pois se u = w121 + ... + UpTy, €
Vv =v121 + ...+ UpT,, entao

w4 v = (u1 +ivy)x1 + ...+ (up +ivy,) Ty

Além disso, x1,...,2, sdo também linearmente independentes em V¢, pois se existem escalares complexos
ay +if, ..., a, + 16, tais que

(1 +iB)x1+ ...+ (an +i0n) zp =0,

entao
(1w + oo+ apzy) i (G121 + .o+ Buzn) =0,
donde
a1x1+ ...+ apz, =0,
Brxy + ...+ Bran =0,
eportantoa; =...=a,=0e By =...= 3, =0.

(ii) Como por (i) qualquer base B para V é uma base para V¢ também e Teu = Tu quando u é um vetor
real, segue que a representagao matricial de 7' em relagao a B é também a representacao matricial de T¢ em
relagdo a B. (iii) segue imediatamente de (ii).

(iv) Se A é um autovalor de T¢ entao A é uma raiz do polinémio caracteristico p de Tc de modo que p (A) = 0.
Mas o polinémio caracteristico de T¢ é também o polinémio caracteristico de T', logo p é um polindémio com
coeficientes reais e portanto p (A\) = p (X) Assim, tomando o conjugado em ambos os lados da equagao

p(X) = 0, concluimos que p (A) = 0. Além disso, dividindo sucessivamente por (z — A) (z — X), concluimos
que a multiplicidade algébrica de A e X é a mesma.

(v) Seja {#1,..., 2} uma base para W, com z; = z; +1iy; e x;,y; € V para todo j. Como Z; € W segue que
2+ 7% —
j Tz
g = e W,
J = Y; € w
2
Como os vetores z; sao combinagoes lineares dos vetores x;,y;, concluimos que z1,..., %k, Y1,...,yk sdo

vetores reais que geram W. Dentre estes vetores podemos escolher um subconjunto minimal L.I. que ainda
gera W, obtendo uma base de vetores reais para W.
(vi) Seja {z1,...,x,} uma base para W formada por vetores reais z1,...,2 € V. Considere o subespago

W de V gerado pelos vetores x1,...,z,. Como todo vetor de W se escreve como uma combinagao linear
(ar+if1)x1+ .o+ (n +i0n) Tn = (@121 + ... + QnTp) + i (f121 + .. + Bnn)

segue que W= We. R

O espago vetorial complexo V¢ tem dimensao complexa n = dim V. Porém, o espago vetorial V¢ também
pode ser visto como um espago vetorial real. Neste caso, dim V¢ = 2n. De fato, se {z1,...,z,} é uma base
de V, entdo {z1,...,2n,ix1,...,9T,} é uma base para V¢ sobre R.

Exemplo 0. Nem todo subespago W de Vi é a complexificacao de algum subespago W de V. O subespaco
W = (u+ iv) de V¢ gerado pelo vetor u + iv com w,v € V, u,v # 0 e v ndo é um multiplo escalar
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de v, néo é a complexificacdo de nenhum subespago de V. De fato, segue da Proposicao 1 (v) e (vi)
que W éa complexificagao de algum subespago de V' se e somente se W é invariante por conjugacao
(porque um subespago gerado por vetores reais é invariante por conjugagao). Afirmamos que o vetor
uw—iv ¢ W. Com efeito, os vetores de W sio da forma (a + ib) (u + iv) para alguns a,b € R, donde
um vetor tipico de W ¢ da forma (au — bv) + i (bu + av). Para que tenhamos u — iv € W, é necessario
que existam a,b € R tais que
au—bv =u
{ bu 4 av = —v

Se b = 0, terfamos a = 1 na primeira equagdo e a = —1 na segunda, um absurdo. Se b # 0, segue da
primeira e da segunda equagao, respectivamente, que

a—1
v = U
b b
a-+1
u=— V.
b

Isso contraria o fato que uw e v nao sao multiplos escalares um do outro. [J

5.2 Forma de Jordan

Dado um operador linear, o objetivo de obter uma representagao matricial para este operador a mais diagonal
possivel é obtido através da forma de Jordan. Nesta secao mostraremos que todos os operadores lineares cujos
polindmios caracteristicos se fatoram completamente, o que inclui operadores complexos, sao representado
por uma matriz na forma de Jordan..

O fato de um operador linear cujo polindmio caracteristico é completamente fatoravel deixar de ser
diagonalizavel nao pode ser atribuido a falta de autovalores, ja que todas as raizes do polindémio caracteristico
estao presentes. O problema esta na falta de autovetores suficientes para produzir uma base para o espaco.
Se existe um ndmero suficiente de autovetores, entao o operador é diagonalizavel por definicao e a sua forma
de Jordan coincide com a sua forma diagonal. Caso contrério, para cada autovetor que faltar a forma de
Jordan tera um 1 acima da diagonal, acima do autovalor correspondente.

Definicao 2. Seja J uma matriz sobre um corpo F e Aq,..., \; seus autovalores distintos. Dizemos que J
estd na forma de Jordan se ~
J 0 ... 0
0 Jy ... 0
J = )
| 0 0 Jk
com cada bloco J; na forma em blocos
[ Ji 0 0
0 Ji 0
Ji = :
L 0 O Iy,
em que os blocos Jf tem a forma
XA 10 0 7
0 X 1 0
Ji= 0 0 X 0
0 O 0 XN 1
. 0 0 0 A |
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e seu tamanho decresce & medida que [ aumenta. O bloco J* é chamado um bloco de Jordan associado
ao autovalor ;.

Se uma matriz A é semelhante a uma matriz J na forma de Jordan, dizemos que J é a forma de
Jordan de A.

Cada bloco de Jordan é uma matriz triangular com apenas um autovalor da matriz A e apenas um autovetor.
Quando o bloco tem tamanho m, o autovalor \; é repetido m vezes na diagonal e existem m — 1 1’s acima
da diagonal. O mesmo autovalor \; pode aparecer em vérios blocos, o niimero de blocos distintos em que
ele aparece correspondendo ao nimero de autovetores linearmente independentes correspondentes a \;. Em
outras palavras, o nimero n; de blocos de Jordan que aparece na matriz J; corresponde a dimensao do
autoespaco associado ao autovalor )\;. Esta descricao ainda nao permite determinar o tamanho dos diversos
blocos de Jordan Jli que aparecem em .J;. Isto serd visto daqui a pouco.

Antes de demonstrar que toda matriz cujo polinémio caracteristico é completamente fatoravel é seme-
lhante a uma matriz na forma de Jordan e que a forma de Jordan determina a classe de semelhanca da
matriz, construindo no processo um algoritmo para determinar a forma de Jordan exata de uma matriz,
vamos considerar alguns exemplos:

Exemplo 1. As matrizes

tém a mesma forma de Jordan

De fato, todas estas matrizes tem apenas o autovalor 1 e o autoespago correspondente com dimensao
1. Logo, como as matrizes sao 2 X 2, existe apenas um bloco de Jordan. De fato, vemos que as tnicas
formas de Jordan para matrizes 2 X 2 sao

A O ou Al
0 X 0 x|
O primeiro caso corresponde a uma matriz diagonalizdvel (e podemos ter ), enquanto que o segundo

corresponde a uma matriz que possui um tnico autovalor com autoespago correspondente de dimensao
1. Uma matriz real que nao possui autovalores evidentemente nao possuird uma forma de Jordan. O

Exemplo 2. A matriz

01 2
A=10 0 1
0 0O
tem a forma de Jordan
01 0
J=10 0 1
0 0O

De fato, o inico autovalor de A é 0 e a dimensao de seu autoespaco é 1. [

Exemplo 3. A matriz

o O O
o O
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tem a forma de Jordan

0 1 0

0 0 0

0 0 0

J =

De fato, o tnico autovalor de B é 0 e a dimensao de seu autoespago é 2. Os Exemplos 2 e 3 ilustram
que também é facil determinar as formas de Jordan de matrizes 3 x 3, bastando para isso encontrar os
autovalores da matriz e as dimensoes dos autoespacos associados. De fato, as tnicas formas de Jordan
possiveis para matrizes 3 X 3 sao

A0 0 M1 o0 A1 0
0 X 0|, |0 X 0 ou |0 X 1
0 0 X\ 0 0 X 0 0 A

O primeiro caso corresponde a uma matriz diagonalizdvel (os trés autovalores podem ser distintos ou
iguais, ou apenas dois dos autovalores sao distintos); o segundo caso corresponde a um dnico autoespago
(se A1 = A2) ou dois autoespagos (se A\1 # A2) com dimensao total 2, o terceiro espago corresponde a
um unico autoespaco com dimensao 1. [J

Exemplo 4. Para matrizes 4 x 4 em diante, a estratégia de contar as dimensoes dos autoespagos associados
aos autovalores é em geral insuficiente para determinar a forma de Jordan de uma matriz.. Por exemplo,
as matrizes a seguir, ja dadas na forma de Jordan,

J1: € J2:

O O OO
o O o
oo = O
O O OO
O O OO
S O O
O O OO
o= OO

tém ambas apenas um unico autovalor, 0, cujo autoespaco tem dimensao 2, mas sao formas de Jordan
distintas por definicdo. De fato, J; e Jo nio sdo semelhantes porque J; tem polinémio minimo 3,
enquanto que Jo tem polindmio minimo 22. O

Exemplo 5. Por outro lado, as matrizes 4 x 4 abaixo estao em forma de Jordan distintas

O O O N
SO N
o OO
N = OO
O O O N
O O N =
o OO
N O OO

~ A . sy 4 . A . P 2
tém o mesmo polindmio caracteristico (z —2)" e o mesmo polindmio minimo (z — 2)°. Como elas
representam formas de Jordan distintas, elas ndao sdo semelhantes. De fato, o autoespago de A associado

ao autovalor 2 tem dimensao 2, enquanto que o autoespago de B associado ao autovalor 2 tem dimensao
3. O

Observando a forma de Jordan, vemos que ela permite provar um resultado interessante:
Proposigao 2. Sejam

pe=(z—=M)" .. (=)™,
P =(x—X)" (=)™

com r; < d; para todo i. Entdo existe uma matriz que possui p. como polindomio caracteristico e P,
como polinémio minimo.
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Prova: Basta tomar uma matriz em forma de Jordan em que o bloco associado ao autovalor \; tem tamanho
d; e possui o seu primeiro bloco de Jordan J; de tamanho r;, pois o polindmio minimo de J; é exatamente

(z—X)". |

Seja T : V. — V um operador linear e suponha que T possa ser representado na forma de Jordan J em
relagao a alguma base B de V. Considere um dos blocos de Jordan de J associados ao autovalor \:

A1 0 0
0o X 1 0
0 0 A 0
Jy =
0 O A1
L0 0 0 A
Seja B’ C B a base do subespago invariante W associado a este bloco. Se B’ = {vq,...,v,}, entdo

Tvi =M1 e Tvj=vj_1+ A ;paraj=2...,r

Dizemos que os vetores vq,...,v, formam uma cadeia de Jordan de comprimento r. Observe que
(T—A)v; =vj_1 para j=2,...,7 e (T — AI)v; = 0. Portanto,

(T — XI)" v, =0,
(T —\)""'w,._y =0,

(T — M) vy =0,
(T—/\I)U1 =0.

Temos (T — AI)" v = 0 para todo v € W, o que implica que (z — \)" é o polinémio minimo para T'|y . Isso

motiva a seguinte definicao:

Definicao 3. Seja T': V — V um operador linear e A um autovalor de T'. Dizemos que um vetor v € V,
v #0, é (T — A)-ciclico se existir um inteiro positivo r tal que

(T — M) v=0.

O menor inteiro positivo com esta propriedade é chamado o periodo de v relativo a T — AI.

Lema 1. Se v é (T — M)-ciclico com periodo r, entdo os vetores

0, (T = M)wv,....(T—=X)"""v

sao linearmente independentes.

Prova: Denote S =T — M. Entdo temos que provar que v, Sv,...,S" ' sio linearmente independentes.
Sabemos que S™v = 0 e S""lv # 0. Isso significa que 2" é o S-anulador de v (o S-anulador de um vetor
é o seu S-condutor para o subespago nulo). Os vetores v, Sv,...,S" !v serem linearmente dependentes é

equivalente a existéncia de um polinomio nao-nulo

f=a+ax+...+a._12""

de grau r — 1 tal que

f(S)v=0.

Mas isso contradiz o fato que 2" é o S-anulador de v. B

1
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Defini¢ao 4. Dizemos que um subespago vetorial W C V é (T — A\I)-ciclico se existir algum vetor v € W
e um autovalor \ de T tal que v é (T' — \I)-ciclico de perfodo r e W é gerado por v, Tv,...,T" 1v.

Segue do Lema 1 que se W é um subespaco ciclico gerado pelo vetor ciclico v de periodo r, entao
B= {(T D), (T = M) 20, (T — M) v,v}
¢ uma base para W. Em relagdo & base B, a matriz de Ty é um bloco de Jordan. De fato, denotando

v1 = (T =) "o,
vy = (T — ) "2,

v; = (T =),

vp—q = (T — M) v,

Vp =V,
temos
To, =T (T —=XM) o= (T =M+N)(T—=X)""o=(T=X)"v+XT—=X\)""v=xn
e, paracada j = 2,...,r,
Tv; =T (T - M) 7 v=(T - N~+X)(T =) v=(T—-X)"9"Dy 4 \(T =AD" v=0;_1 + v,.

Provar a existéncia da forma de Jordan para um operador linear 7' : V. — V é portanto equivalente a
encontrar uma decomposicao em soma direta de V' por subespacos ciclicos. Procedemos a esta tarefa agora:

Teorema 1. (Forma de Jordan) Seja T : V. — V um operador linear cujo polindmio caracteristico se
escreve como um produto de fatores lineares. Entao existe uma base para V' em relagdo a qual T €
representado por uma matriz na forma de Jordan. A forma de Jordan de T € unica a menos da ordem
de seus autovalores.

Prova: (Existéncia) Sejam Aq,..., \; os autovalores distintos de T e
p=(x—-X )" ... (=)™

o polinémio minimo de T'. Pelo Teorema da Decomposi¢ao Primdria (Teorema Espectral), se W; = ker (T — \; )"
temos que W; ¢ invariante sob T, V = W1 @& ... ® Wy e (x — \;)"* é o polindmio minimo de T; = Tw,.
Vamos provar que cada subespaco W; é a soma direta de subespacos (T' — A\;I)-ciclicos. No que se segue,
omitiremos o indice 7 por motivos de clareza de apresentacao.

A demonstragao serd por indugdo na dimensdao de W. Seja n = dim W e assuma que o teorema que
queremos provar é valido para todo espaco vetorial de dimensdo menor que n (para n = 1 o resultado é
trivial, pois toda matriz 1 x 1 j& estd na forma de Jordan). Temos (T — AI)" = 0 e (T — AI)" "' # 0 sobre
W. O subespago (T — AI) W tem dimensao estritamente menor que a de W. De fato, existe pelo menos um
vetor v € W tal que (T —A) "o =w#0e0= (T =) v=(T—X)(T—X)""v=(T=\)w, isto
é, w é um autovetor de T em W associado a A; em particular, dim (ker (T'— AI)) > 1 e segue do Teorema
do Ntcleo e da Imagem que

dim W = dim (im (T' — AI)) + dim (ker (T" — AI)) > dim (im (7" — AI)) .
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Pela hipotese de indugao, podemos escrever
(T-AXYW=U1®...0Up,,

onde cada subespago U; é (T — A\I)-ciclico, gerado por algum vetor ciclico u; € U; de perfodo s;.
Seja v; € W tal que (T — AI)v; = u;. Entdo cada vetor v; é um vetor ciclico, pois se (T — A\)* u; = 0
entao (T — /\I)SiJrl v; = 0. Seja V; o subespaco ciclico de W gerado pelos vetores

05, (T — M) vg, ..., (T = X% "oy, (T — A ;.
Considere o subespago V! = Vi + ...+ V,,. Afirmamos que
Vi=Vi@...0 Vy, (5.1)

isto é, os subespagos ciclicos V1, ..., V,, sao L.I. De fato, suponhamos que existam vetores wy € Vi,...,w,, €
V. tais que
w1+ ...+ wy, =0.

Queremos mostrar que cada w; = 0. Para isso, lembre-se que todo vetor em V; é da forma f; (T — ) v;
para algum polinémio f; de grau < s;. Logo, podemos escrever

T =AD)vi+ ...+ fm (T = X)) v, =0. (5.2)
Aplicando T — A e observando que (T — XI) f; (T — X)) = f; (T — XI) (T — M), obtemos

(T =MD uy+ ...+ fo (T — M) up, = 0.
Mas os espacos U, ..., U,, sao linearmente independentes, logo

AT =X)ur=...= fr (T — X)) u,, = 0.

Segue que o polinémio minimo z% divide f;; em particular,  é um fator de f;, ou seja, f; = xg; para algum
polinémio g;, o que implica

fi (T = \I) = (T = A) g (T = AI) = g, (T = AI) (T = AI).
Substituindo esta expressao em (6.28), obtemos
(T —M)ur+...4gn (T — M) u, =0
Novamente,

G (T =AN)ur=...=gn (T =)ty =0

donde x* divide g;, o que por sua vez implica que x* ! divide f; e, como (T — )\I)S"'+1 v; = 0, concluimos
que

(T =M)vy=...= (T =) vy =0.

Agora mostraremos que
W =V'+ker (T — ). (5.3)

De fato, note que (T'— AI) W = (T — X\I) V' pois todo vetor de (T'— A\I) W é da forma
AT =XDur+ ...+ foo (T =MDy, = (T =X [f1 (T =MD vi + ...+ fon (T = X)) vy € (T — NV’

para alguns polinémios f;. Dai, dado v € W, temos (T'— A\ )v = (T — AI) v’ para algum vetor v/ € V' e
portanto
(T =) (v—2")=0,
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donde v — v’ € ker (T' — AI). Escrevendo v = v’ + (v — v’), provamos (5.3).

Esta soma, no entanto, ndo é necessariamente direta. Porém, tomando uma base de Jordan B’ para V',
podemos estender B’ a uma base para V' adicionando vetores vi,...,v, de ker (T'— AI). Cada v; satisfaz
(T — M) v; =0, logo é um autovetor de T e o espaco de dimensao 1 gerado por v; é obviamente um espago
ciclico. Obtemos entao a decomposi¢ao em soma direta de subespagos ciclicos de W desejada:

W=V'&()d...& (vs)

A unicidade da forma de Jordan serd provada na segio a seguir (veja o Teorema 2 e a discussido que lhe
precede). W

Observe que como a demonstragao do Teorema 1 foi por indugdo, ele ainda nao nos diz como obter a forma
de Jordan no caso geral (e muito menos a base de vetores de V' em relagéo a qual o operador T é representado
por uma matriz na forma de Jordan; em outras palavras, ele ndo nos diz como obter as cadeias de Jordan),
apenas garante que todo operador linear cujo polinémio caracteristico é completamente fatoravel possui uma
forma de Jordan.

Coroldrio 1. Seja A uma matriz complexa. Entdo A € semelhante a uma matriz na forma de Jordan, unica
a menos da ordem de seus autovalores.

Corolario 2. Matrizes que possuem formas de Jordan sao semelhantes se e somente se elas possuem a
mesma forma de Jordan.

5.3 Calculo da Forma de Jordan

A demonstracao por inducao da existéncia da forma de Jordan (para operadores cujos polinémios carac-
terfsticos sdo completamente fatordveis) ndo produz um algoritmo para o seu célculo. Nesta se¢do vamos
considerar alguns algoritmos. Seja T' um operador com polinémio caracteristico

pe=(z—=X)" . (z—X\)™

e polinémio minimo
P =(x—X)" (=)™

onde A1,..., \; sao os autovalores distintos de 7. Usando o Teorema da Decomposicao Primaria, sabemos
que existe uma base B = {By,..., B} para T em relacao & qual a matriz de T assume a forma diagonal em
blocos
J 0 ... 0
0 Jo ... 0
J = . .o .
0 0 ... Jg

Cada bloco J; é a representagao matricial de T'|y, com relagdo & base B; de W;, onde W; = ker (T — X\, I)"
é o autoespaco generalizado associado ao autovalor \; e dim W; = d;; portanto, cada bloco J; tem tamanho
d; x d;. Queremos escrever cada bloco J; na forma diagonal em blocos de Jordan

Ji0 ... 0
0 Ji ... 0
Ji=1 . . . .
0o 0 ... J¢

g
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em que os blocos J; tem a forma

ANo1o0 0
0 A 1 0
im0 0N 0
0 0 ... 0 X 1
L0 0 .. ... 0 N

Na discussao que se segue freqiientemente omitiremos o indice ¢ objetivando maior clareza na exposigao.
Para cada autovalor A = \; defina

d; = dim {ker(T—/\I)j , paraj=1,...,r

onde r = r;. Os ntmeros J; sdo chamados indices de deficiéncia do autovalor A. Observe que §; =
dim [ker (T' — AI)] é exatamente a dimensao do autoespagco associado ao autovalor J, isto é, o niimero maximo
de autovetores independentes associados ao autovalor \, enquanto que §, = dim [ker (T'— \)"| = d; = d é
a dimensao do autoespago generalizado W = W, associado a A. O indice de deficiéncia J; é o nimero de
colunas nulas na matriz escalonada reduzida de (T'— AI)” |y, dai o nome; esta matriz tem tamanho d x d,
e o nimero de deficiéncia varia desde o niimero minimo de deficiéncia §; até o nimero méximo 4, = d, caso
em que a matriz de (T'— A)" |y é a matriz nula.
Defina agora para cada autovalor A = \;

v; = numero de blocos de Jordan de tamanho j x j em J;, paraj=1,...,r

Sabemos que nao existem blocos de Jordan de tamanho maior que r porque o polinémio minimo de Ty é
(x —\)". Temos

(51:V1—|—V2—|—...+VT, (54)
pois d; é o nimero total de blocos de Jordan presentes em J; (lembre-se que cada um dos autovetores line-
armente independentes d4 origem a um bloco de Jordan). Em seguida, considere 2 = dim |ker (T — AT )2 .
Cada bloco de Jordan 1x 1 contribui um vetor para a base ker (T — A\ )27 cada bloco de Jordan 2 x 2 contribui

dois vetores para ker (T — A\ )27 enquanto que blocos j X j com j > 3 contribuem também dois vetores; de
fato,

(T—X)vy =0 (T —=A)"v1=0

(T — M) vy = vy, (T — M)? vy =0,
(T — ) v3 = vy, (Tf)\I)2v3:v1,
(T—)\I)U4:U3, = (T—)\I)21J4—’U27

(T =AM vj =vj (T = A)*v; = vj_s.
Portanto,
0y =11 + 209 + ...+ 2u,. (55)
Considere agora J3 = dim [ker (T — A )3} Cada bloco de Jordan 1 x 1 contribui um vetor para a base

ker (T — )\I)S, cada bloco de Jordan 2 x 2 contribui dois vetores para ker (1" — )\1)3, cada bloco de Jordan
3 x 3 contribui trés vetores para ker (T' — A )3, enquanto que blocos j X j com j > 4 contribuem também
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trés vetores; de fato,

]

(T —X)v; =0 (T—-—X)"v1=0 (T—X)’vy=0
(T — ) vy = vy, (T — X)? vy =0, (T — XI)* vy =0,
(T — X)) vg = vy, (T — M)?vg = vy, (T — M)? v =0,
(T*)\I)’l}4:l}37 = (T*)\I)QU4:’02, = (T*)\I)31)4:’Ul,
(T_AI)U]' =V (T*)\I)ij:’Uj_Q. (T*)\I)Q’Uj:’()j_g.
Assim,
03 =11+ 219 +3v3 + ...+ 3. (5.6)
Em geral,
j—1 r
0j=v1+ 200 +3v3+ ...+ jvj...+jup :le/l—i—jZVl. (5.7)
=1 =5
Desta forma, obtemos um sistema com r equagoes a r incognitas:
Vi +ve+...+ 1, = 51
vi+2vs +...+ 2u, = 0y
V14 2v9 + 3vs + ...+ 3v, = 03
m+2v+3v+...+r—Dv_ 1+ -y, = 6.1
m+2vs+3vs+...+(r—1v—1+ry, = 0
Os valores dos indices de deficiéncia 1,62, .. .,d, devem ser calculados diretamente a partir do operador T

Observe que a matriz do sistema acima

1 11 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 ... »r

possui uma inversa com forma bastante simples

2 -1 0 ... ... ... 0
-1 2 -1 0 ... ... 0

0 -1 2 -1 0 ... 0

0 ... 0 -1 2 -1 0

0 .. oo 0 -1 2 -1
0 .. . .. 0 -1 1

ou seja, uma matriz tridiagonal com —1’s nas diagonais secunddarias e 2’s na diagonal principal, exceto pelo
ultimo elemento da diagonal principal que é igual a 1. Por exemplo, para r = 5, a matriz do sistema e sua
inversa sao

2 -1 0o 0 O
-1 2 -1 0 0

0 -1 2 -1 0

0o 0 -1 2 -1

o 0 0 -1 1

— = ==

NN NN =

W W wN

=R 0N

U W N~
[¢)



Rodney Josué Biezuner 78

A verificagao deste fato pode ser feita simplesmente multiplicando as duas matrizes (e também pode-se provar
que ambas as matrizes possuem determinante igual a 1; verifique, calculando o determinante por escalona-
mento). Em particular, existe uma unica solugdo v1, s, ...,V para o sistema, o que prova a unicidade da
forma de Jordan. Resumimos a discussao acima no seguinte teorema:

Teorema 2. Seja T : V — V um operador linear cujo polindomio caracteristico €
d d
pe=(x—A)" ... (x— )™

e cujo polinomio minimo é
pm=(@—=X)" . (x— )"

Entao a forma de Jordan de T é completamente determinada pelos indices de deficiéncia dos autovalores
de T . ‘
5i = dim ker(T—)\iI)J} =1, =1,k

Mais precisamente, se v; é o numero de blocos de Jordan de tamanho j X j associados ao autovalor

Ai, para j =1,...,7;, temos

i1 [ 2 -1 115 -
l/l
i -1 2 -1 5
2 2
Vi -1 2 -1 5t
Yy o 12 -1 0. o
Yy, -1 -1 2 -1 || %

L v -1 1] Lo |

Exemplo 6. Encontre a forma de Jordan para a matriz

0o -1 -2 -1
1 2 1 1
A= 0 0 1 0
0 0 1 1
O polinémio caracteristico de A4 é (z — 1)*. Temos
-1 -1 -2 -1
1 1 1 1
A=I=1"%9 0o 0o o
0 0 1 0

de modo que o autoespago associado ao autovalor 1 tem base {(1,-1,0,0),(1,0,0,—1)} e portanto
61 = 2. Em seguida,

(A1) =

o O OO
o O OO
OO OO

de modo que 63 = 4 e o polinémio minimo de A é (x — 1)2. Segue que nao hé blocos de Jordan de
tamanho maior que 2 e

R FY
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Concluimos que a forma de Jordan da matriz A é

1100
01 00
00 1 1
00 0 1
O
Exemplo 7. Encontre a forma de Jordan para a matriz
0o -2 -1 -1
1 2 1 1
B=1o 1 1 o
0 0 O 1
O polinémio caracteristico de B é (z — 1)*. Temos
-1 -2 -1 -1
1 1 1 1
B=I=1"9 1 0o ol
o 0 0 O

de modo que o autoespago associado ao autovalor 1 tem base {(1,-1,0,0),(1,0,0,—1)} e portanto
61 = 2. Em seguida,
-1 -1 -1 -1

> |0 0 0 0
(B-1)" = 11 1 1 |’
0 0 0 0
de modo que J> = 3. Finalmente,
0 0 0 O
5 0000
(B-1)" = 00 0 0
0 0 0 0

donde 03 = 4 e o polindmio minimo de B é (z — 1)3. Segue que nao ha blocos de Jordan de tamanho
maior que 3 e

V1 2 -1 0 01 2 -1 0 2 1
vy | =] —1 2 -1 0p | = —1 2 -1 31=10
V3 0 -1 1 03 0 -1 1 4 1

Concluimos que a forma de Jordan da matriz B é

1100
0110
00 10
00 01
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Exemplo 8. Encontre a forma de Jordan para a matriz

[N eNeBel Y
S OO O~
O OO N ==

O polinémio caracteristico de C é = (z — 2)5. E claro que temos um tnico bloco de Jordan de tamanho
1 para o autovalor 0. Para o autovalor 2 temos

1 -1 1 1 0 0
1 -1 -1 -1 0 0
o 0 o0 0 1 1

C-2= O 0 0 0 -1 -1/
0o 0 0 0 -1 1
0O 0 0 0 1 -1

de modo que o autoespaco associado ao autovalor 2 tem base {(1,1,0,0,0,0),(0,0,1,—1,0,0)} e por-
tanto 61 = 2. Em seguida,

002 2 0 0
002 2 0 0
(0—21)22 8888 8 8 , de modo que 2 = 4;
0000 2 -2
|00 0 0 -2 2|
00 00 0 0]
0000 0 O
(0—21)32 8888 8 8 , de modo que d3 = 5.
0000 —4 4
|00 0 0 4 —4 |

Como a dimensao do autoespago generalizado associado ao autovalor 2 é 5, concluimos que o polinémio
.. . . . 3 -
minimo do operador representado pela matriz C restrito a este subespago é (z — 2)°. Segue que nao

h& blocos de Jordan de tamanho maior que 3 associados ao autovalor 2 e

141 2 -1 0 (51 2 -1 0 2 0
vy | = —1 2 -1 do | = —1 2 -1 4 |1 =11
V3 0 -1 1 | & 0 -1 1|5 1

Concluimos que a forma de Jordan da matriz C' é

000 O0O0O
021000
00 2100
000 2 00
00 00 21
0 00 00 2
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5.4 Base de Jordan

Nas aplicagoes, muitas vezes é necessario também obter uma base de Jordan, isto é, uma base em relagao
a qual a matriz do operador esta na forma de Jordan. Isso deve ser feito separadamente para cada autovalor.
O trabalho ¢é facilitado se a forma de Jordan do operador é obtida antecipadamente, através do algoritmo
obtido na secao anterior, de modo que sabemos exatamente quais e quantos sao os blocos de Jordan de
determinado tamanho da forma de Jordan do operador. A partir dai, um procedimento para obter uma
base de Jordan para cada bloco de Jordan é encontrar o vetor ciclico que gera o bloco, comecando pelo(s)
bloco(s) de maior tamanho. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 9. Encontre a forma de Jordan e sua respectiva base de Jordan para a matriz
2 10
A=]10 2 0
0 -1 2
O polinémio caracterfstico de 4 é (x — 2). Temos

A—2I=
(A—2I)? =

R

de modo que a forma de Jordan da matriz A é

1
OO O OO O

Logo 01 =2,00 =3¢

2 10
J=10 2 0
0 0 2
Uma base para ker (A — 2I) é dada pelos vetores
1 0
Uy = 0 € U = 0
0 1

Buscamos um vetor vy € ker (A — 21)% = R? tal que vy ¢ ker (A — 21), mas (A — 2I) vy € ker (A — 2I),
isto é, tal que vy ndo seja um autovetor mas (A — 2I) v é um autovetor. Entao {v; = (A — 21) vg,v9}
serd uma base para o bloco de Jordan
2 1
[0 2]

(A—=20)v=ajus + agus

Resolvendo a equagao

para v = (21,2, 23), obtemos
T2 ai
0= 0
—T2 a2
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donde x2 = ay e x2 = —as, isto é, a3 = —as. Ou seja,
a
V= b

—a

é o formato de um vetor v cuja imagem por A — 2] é um autovetor. Escolhendo a =0 e b = 1, segue

que
0 1
Vo = 1 € 01:(A72I)’U2: 0
0 -1

Para completar, escolhemos algum autovetor que seja linearmente independente de vy, por exemplo
uy. Portanto, uma base de Jordan para A é dada por

1 0 1
B= O,/ 11,0
-1 0 0
Em particular,
1 01
P= 0 1 0
-1 0 0
¢ a matriz de mudanca de coordenadas, de modo que J = P~1AP, isto é,
2 10 0 0 -1 2 10 1 0 1
02 0f=]01 0 0 20 01 0
00 2 10 1 0 -1 2 -1 0 0

O

Exemplo 10. Vimos no Exemplo 6 que a forma de Jordan para a matriz

0o -1 -2 -1
1 2 1 1
A= 0 0 1 0
0 0 1 1
é
1 1 0 0
01 00O
J = 0 0 1 1
0 0 0 1
Uma base para o nticleo de
-1 -1 -2 -1
1 1 1 1
A-I= 0o 0 0 0]
0 0 1 0
é dada pelos vetores
1 1
-1 0
Uy = 0 e U = 0
0 -1



Rodney Josué Biezuner 83

Além disso, vimos também que

(A-1)>=0.
Buscamos vetores linearmente independentes vy, vy € ker (A — I)? = R* tal que vy, vy ¢ ker (A — 1),
mas (A —T)vy, (A—1T)vy € ker (A — 1), isto é, tal que v, vy Nd0 sejam autovetores mas (A — I) g,

(A — I) vy sao autovetores. Entao {v; = (A — I) v, va} e {vg = (A — I) vy, v4} serdo bases para os dois
blocos de Jordan

1 1

0 1

que aparecem na forma de Jordan de A. Resolvendo a equacao
(A—TI)v=ajus + agus

para v = (21, T2, T3,T4), temos

—11 — To — 273 — X4 [ -1 -1 -2 -1 Ty 1 1
1+ T2+ X3+ x4 _ 1 1 1 1 X9 —a -1 Ta 0
0 |l 0o 0 0 o0 zy |0 10
I3 i 0 0 1 0 Ty 0 -1
[ a; +a
_ —ay
o 0
- _a2
Escolhendo a; =1 e as = 0, obtemos
—X1 — To — 203 — T4 1
xr1+To+ a3+ 24 . -1
0 o 0
I3 0
e dai, escolhendo 1 = —1 e x4 = 0 obtemos x5 = x3 = 0. Segue que
-1 1
0 —1
Vg = 0 e vy=(A—-1wvy = 0
0 0
Escolhendo agora a; = 0 e as = 1, obtemos
—T1 — Xo — 2T3 — T4 1
r1 + o+ a3+ 24 . 0
0 a 0
T3 -1
e dai, escolhendo 1 =1 e x4 = 0 obtemos 2 =0 e x3 = —1. Segue que
1 1
0 0
Vg4 = 1 € U3=(A—I)U4: 0
0 -1
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Portanto, uma base de Jordan para A é dada por

1 -1 1 1
-1 0 0 0
b= 0|’ 0|’ 0] -1
0 0 -1 0
Em particular,
1 -1 1 1
-1 0 0 O
P= 0o o0 o0 -1

¢ a matriz de mudanca de coordenadas, de modo que J = P~1AP, isto é,

1100 0 -1 0 0 0o -1 -2 -1 1 -1 1 1
o100} | -1 -1 -1 -1 1 2 1 1 -1 0 0 0
0 01 1| 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 -1
0 0 01 0 0 -1 0 0 0 1 1 0 0o -1 0

]

Exemplo 11. Vimos no Exemplo 7 que a forma de Jordan para a matriz

0o -2 -1 -1
1 2 1 1
B=1lo 1 1 o
0 0 0 1
é
1100
01 1 0
J= 0 010
0 0 0 1
Uma base para o ntcleo de
-1 -2 -1 -1
1 1 1 1
B-1= 0 1 0 0]
0 0 0 0
é dada pelos vetores
1 1
B 0 o B 0
Uy = _1 Ug = 0
0 -1
Uma base para o ntcleo de
-1 -1 -1 -1
2 0 0 0 0
B=D"= 1 1 1 1|
0 0 0 0
é dada pelos vetores
1
| -1
U, U2 € U3 = 0
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Além disso, vimos também que
(B—1)*=0.

Buscamos um vetor linearmente independente vs € ker (B —I)° = R* tal que vs ¢ ker (B —1I) e
vs & ker (B —1)* mas (B—1I)vs € ker (B—1)? e (B—1)*v3 € ker (B — I). Entdo

{vl = (B—1)vs,v9 = (B—I)vg,vg}

serd uma base para o bloco de Jordan

o O =
O = =

0
1
1
que aparece na forma de Jordan de B. Resolvendo as equagoes
(B —1)v = aju; + asus + asus,

(B — 1)2 v = aqui + asus,

para v = (21,9, T3,x4), temos

—xr1 — 2372 — X3 — T4 -1 -2 -1 -1 T 1 1 1
r1 + To + 23+ 24 _ 1 1 1 1 T2 . 0 —1
s o 1 0 0| e |TAl T o TB| o
0 | 0 0 0 0 Ty 0 -1 0
[ a1+ az + as
_ —as
= a4, ,
L _a2
—X1 — X9 — XT3 — X4 [ -1 -1 -1 -1 T 1 1
0 . 0 0 0 0 22 | _, ta 0
1+ 2o +x3+ 24 o 1 1 1 1 T3 R | 5 0
0 | 0 0 0 0 Ty 0 —1
[ ayq + as
B 0
= a4
L 7(1,5
Obtemos as relagoes a; = a5 =0, agy = —ag e
Ig = —aq,
—x1 — 2Ty — T3 — x4 = a1 + as,
r1 + T2 + 23+ x4 = —as,
o que se simplifica para
T2 = —ay,
1+ X3+ x4 = a; — as.
Escolhendo a; =1 e ag = 1, podemos tomar 1 = 0,23 = 0 e segue que xo2 = —1, x4 = 0.
0 2 1
V3 = _(1) y U2=(A—I)U3: :1 e Ulz(A—I)2’U3= _?

0 0 0
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Finalmente, escolhemos um autovetor v4 linearmente independente de vy:

1
oy — 0
T 0
-1
Portanto, uma base de Jordan para B é dada por
1 2 0 1
0 -1 -1 0
B= -1’ -1 |’ 0|’ 0
0 0 0 -1
Em particular,
1 2 0 1
0o -1 -1 0
P= -1 -1 0 0

0 0 0 -1

¢ a matriz de mudanca de coordenadas, de modo que .J = P~'BP, isto é,

1 1.0 0 -1 0 -2 -1 0o -2 -1 -1 1 2 0 1
01 1 0| _ 1 0 1 1 1 2 1 1 0 -1 -1 0
0 01o0f| | -1 -1 -1 -1 0 1 1 0 -1 -1 0 0
0 0 01 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1

O
Um algoritmo pra encontrar uma base de Jordan pode ser descrito em linhas gerais da seguinte forma:

1. Primeiro encontramos uma base {v}, . ,vél} para ker (T' — AI), isto é, vetores linearmente indepen-
dentes que geram o autoespago associado ao autovalor A.

2. Em seguida, se d5 > d1, encontramos uma base {Vll, e Véll} para ker (T'— \I) tal que
(T —\)v; =V}
tem 3 — &; solugdes linearmente independentes v?, . .. ,'U?Z_ s, Entao
(Vi Ve U et 03 s, )
é uma base para ker (T' — AI)°.
3. Se 03 > 02, encontramos uma base {V{,..., V522} para ker (T — )\I)2 tal que

(T — A v} =V}

tem 3 — &5 solugdes linearmente independentes v3, . .. ,v§3_ 5y
52—51 . ~ 52—61 .

Se, para j =1,...,0, — 61, temos V> = ‘21 ajvy, tome V' = ‘21 alV! Paraj=0;—61+1,...,6
j= J=

tome ‘N/jl = le. Entao

TR 7 YER N I TR (° NIRRT NP
6 uma base para ker (T — AI)>.

4. Continue este processo até obter uma base para WW.
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5.5 Forma de Jordan Real

Teorema 3. (Forma de Jordan Real) Seja T : V. — V um operador linear real. Entdo existe uma base
para V em relagao a qual T € representado por uma matriz diagonal em blocos, com autovalores reais
dando origem aos blocos de Jordan usuais e os autovalores complexos dando origem a blocos da forma
(chamados blocos de Jordan reais)

Dep I, 0 ... ... 0
0 Depy L ... ... 0
0 0 Da,b N 0
0 0 0 Da,b -[2

L 0 0 0 Da b

onde )
a 1 0
Da’b_[ba} 612_[0 1]’

sendo que a + ib € um autovalor complexo de Tr. Esta matriz é unica a menos da ordem dos blocos.

Prova: Considere o operador complexificado Tt : Vo — V. Sejam Aq, ..., A; os autovalores distintos de T
ep=(z—X)"...(z— )" o polindmio minimo de T¢. Aplicando o Teorema da Decomposigao Primaria
como no Teorema 1, escrevemos Ve = Wy @ ... ® Wy, onde W; = ker (T — \;I)" e W; é invariante sob Tt.
Os autovalores reais de Tt dao origem aos blocos de Jordan usuais para T considerados anteriormente, ja
que os autoespagos generalizados associados a um autovalor real possuem uma base de vetores reais. Vamos
considerar os autoespagos generalizados associados aos autovalores complexos. Seja A = a + ¢b um autovalor
de T, b # 0. Pela Proposicio 1 (iv), o conjugado A = a — bi também ¢é um autovalor de Tc. Denotemos os
autoespagos generalizados associados a estes dois autovalores por /I/I7,\ e /W;.

Observe que se By = {u1 + iv1,. .., Uy + v, } € uma base para WA, entdo By = {uy — i1, ..., Uy — Up}
é uma base para WX‘ De fato, pelo Teorema Espectral estes autoespacos generalizados possuem a mesma
dimenséao (j4 que raizes conjugadas tém a mesma dimensdo algébrica). Além disso, B é linearmente inde-
pendente em V¢ se e somente se By ¢ linearmente independente em V. De fato, como

(aj —ibj) (uj —iv;) = (a; +ib;) (uj + ivj),

segue que

Z — ;) :Z (a; +iby) (uj + ivy),
j=1

j=1
de modo que existe uma combinagao linear nao trivial dos vetores de By produzindo o vetor nulo se e
somente se existe uma comblna(;ao linear nao trivial dos vetores de By produzindo o vetor nulo. Por fim,
observe que u + iv € Wy se e somente se u — iv € W)\, porque (Tc — A)" (u+iv) = 0 se e somente se
(Tec = M)" (u+ i) = (Tc — /\I) (uw—iv) =0.
Afirmamos que

B ={u1,v1,..., Um,Vm}
é uma base de vetores reais para a soma direta W)\ &) WX' Para ver isso, é s6 observar que este conjunto gera
/VI7,\ ® /VIV/X e tem o nimero de elementos igual a dim (W,\ P WX) = dim /I/I7,\ + dim WX Segue da Proposicao
1 (vi) e (i) que Wy @ WX ¢ a complexificacao de algum subespago W, de V' que tem B como base.
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Agora, escolha uma base By tal que os vetores wy = uy + iv1, . .., Wy = Uy + 10, formam uma cadeia
de Jordan para o operador complexo T, isto é,

T(Cwl = >\w17

Tew; = dw; +w;_1, paraj=2,...,m.
Entao

Tuy +iTv, =1¢ (U1 + ivl) =Tow; = A\wq = (CL + ’Lb) (u1 + ivl)
= (auy — buy) + i (buy + avy),

de modo que

Tui = auy — buy,

Tv, = buy + avq,

b
D“’b{—cg a}

no bloco de Jordan real associado ao subespago W,x. Além disso,

originando o primeiro bloco

TUj + iTUj =Tc (Uj + ’L"Uj) = T@wj = )\wj +wj_1 = (a + Zb) (Uj + Z"Uj) +uj—1 + ivj_l
= (au; — bvj +uj_1) +i(bu; + avj +v;_1),

originando os blocos

1
L ] | o
Da,b - a

Qo= O

5.6 Exercicios

1. Ache a forma de Jordan e uma base de Jordan para as matrizes de (a) até (i). Ache a forma de Jordan
real e uma base de Jordan real para as matrizes de (j) até (1).

1 1 2 3 3 -3 —4] 2 1 2
(a) 0 1 (b)y | 0 1 2 (c)] 0 3 5 (d |0 21
s 00 1 |0 0 -1 | | 0 0 2
2 0 1 0] 1 1 0 0 (1 0 0 0] (2 1 4 0
0 2 01 -1 -1 0 0 1 200 021 0
© 15 0 30 ] 5 9 o ® 11 02 0 ™10 020
| 0 -1 0 0| 1 1 =10 |11 0 2 | |0 0 0 2
01 1 1 17
001 11 1 1 [0 10 8(1)?8
@)oo 0011 (j)[ } (k)| 0 01 (1)
1 1 00 0 1
000 0 1 | -1 0 0 10 0 0
0000 O]




Capitulo 6

Espacos com Produto Interno

Neste capitulo, consideraremos apenas espagos vetoriais sobre um corpo K, onde K =R ou K = C.

6.1 Produto Interno

Defini¢ao 1. Seja V um espago vetorial sobre K. Um produto interno em V' é uma fungéo (-, -) : VxV —
K que satisfaz as seguintes propriedades:

(i
(ii

) (x4 y,2) = (x,z) + (y, z) para todos z,y,z € V;
) (
(iii) (z,y) = (y,z) para todos z,y € V;
) (

az,y) = a(z,y) para todos x,y € V e para todo a € K;

(iv) {(x,x) > 0 para todo x # 0.

Um espaco vetorial real de dimensao finita dotado de um produto interno é freqiientemente chamado
um espago euclidiano. Um espaco vetorial complexo dotado de um produto interno é freqiientemente
chamado um espago hermitiano e o seu produto interno é as vezes chamado de produto hermitiano.

As condigoes (ii) e (iv) implicam que

(x,z) > 0 para todo x € V (6.1)

(x,x) = 0 se e somente se x = 0. (6.2)
Além disso, as condigoes (ii) e (iii) implicam
(x,ay) =@ (x,y) para todos z,y € V e para todo a € K, (6.3)

pois

<x7ay> = (ay,x) = <y,$> :E<y7x> :a<.’L‘,y> .

Em resumo,
(ax + By, z) = a(z, z) + B (y, z) para todos z,y,z € V e para todos «, § € K, (6.4)
enquanto que

(r,oy + Bz) = a{x,y) + B (x, z) para todos x,y,z € V e para todos a, 3 € K. (6.5)

89
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A necessidade de tomar conjugados no caso complexo em (iii) justifica-se para assegurar consisténcia com
(iv). De fato, se valesse simplesmente (z,y) = (y,z) e (iv), terfamos

0 < (iz,iz) = i? (v, x) = — (x,2) < 0.

A condigao (iv) tem prioridade sobre a comutatividade do produto interno, isto é, abdicamos da comutati-
vidade (z,y) = (y,z) a fim de que (iv) valha, porque é esta tiltima propriedade que nos permite definir uma
nocao de norma de vetores a partir do produto interno, como veremos na préxima segao.

Observamos que o produto interno complexo é completamente determinado por sua parte real. De fato,
se V' é um espago vetorial complexo com produto interno (-, ), entao

(z,y) = Re (z,y) +ilm (z,y).
Por outro lado, se z € C entdo Im z = Re (—iz), logo

Im (z,y) = Re (=i (z,y)) = Re ({z,1y)) -

Portanto,
(z,y) = Re(z,y) +iRe((z,iy)). (6.6)
Exemplo 1. Definimos um produto interno em K™ da seguinte forma. Se xz = (z1,...,z,) ey = (Y1, -+, Yn),
entao

z,y) = Z%E (6.7)

Este é o chamado produto interno canénico em K". [J

Exemplo 2. Identificando R™ com o espago das matrizes reais n x 1 (matrizes colunas reais), dada uma
matriz real n x n invertivel A, definimos um produto interno em R™ por

(z,y) =y" (A*A) . (6.8)

Note que A'A é uma matriz simétrica. Quando A = I, obtemos o produto interno canénico em
R™. Vamos verificar apenas a propriedade (iii) e (iv) da Definigao 1, ji que a verificagdo das demais
propriedades é imediata. Como a matriz A*A é simétrica e a transposta de uma matriz 1 x 1 (um
numero) é ela préprio, temos

(z,y) =y' (A'A)z = [2" (A"A) y]t =z (A"A)y = (y,z).

Em seguida, observando que

n n
t _ t o .
A)” = g a5 Grj = g Arilrj.
r=1 r=1

Dai
n n o n
<x,x> (E = E xlz A A E L1 § 1']1 E T1i § QriQrijTj1
Jj=1 j=1r=1
n n n n n n
§ TiZjQriQry = E E AriT; § Qrji E § AriTi| 2
ijr=1 r=1 \i=1 j=1 =1 [i=1

Agora, como A é invertivel, se x # 0 existe pelo menos algum r tal que

Z arit; # 0
=1

(este somatério é exatamente o r-ésimo elemento da matriz Az) logo (z,z) > 0. O
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Exemplo 3. Dada uma matriz complexa A n x n, definimos a sua transposta conjugada A* por
(A*)Z.j = Aj;. (6.9)

Observe que se A possui apenas entradas reais, sua transposta conjugada coincide com sua transposta.
Identificando C™ com o espago das matrizes reais n x 1 (matrizes colunas complexas), dada uma matriz
complexa n X n invertivel A, definimos um produto interno em C" por

(x,y) =y A" Ax. (6.10)

Note que A*A é uma matriz hermitiana, isto é, uma matriz B que satisfaz B* = B (matrizes
hermitianas reais sdo matrizes simétricas). Quando A = I, obtemos o produto interno canoénico em
C™. Observe que

n n
(A A)z] = Za‘iram = Zamama
r=1 r=1

de modo que

n n n n n n
* * — * — * —
(x,z) =% (A"A)z = g Ty (A A) x],, = g T14 E (A A)” zj| = g T14 E E Qri Gy T 41
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1r=1
n n n n n n n
= E TixjArirj = g E s E arjz; | = E E AriTs E Arj;
i,3,r=1 r=1 \i=1 j=1 r=1 \i=1 j=1

porque A é invertivel, como argumentado no exemplo anterior. [J

Exemplo 4. Mais geralmente, se V' é um espaco vetorial e W é um espago vetorial com produto interno,
ambos sobre o mesmo corpo K, se T : V — V é um isomorfismo, definimos um produto interno em
V a partir do produto interno em W por

(@, )y = Tz, Ty)y, - (6.11)

Dizemos que (:,-);, é o produto interno em V' induzido pelo produto interno em W através do iso-
morfismo T'. Na verdade, é suficiente que T seja uma aplicagao linear injetiva para esta defini¢ao fazer
sentido (pois T é um isomorfismo de V sobre a sua imagem). [

Exemplo 5. Definimos um produto interno em M, (K) por
(A,B) = Z aijbij- (6.12)
ij=1
Usando a transposta conjugada, este produto interno pode ser definido em termos da fungao trago:
(A, B) =tr (AB"). (6.13)

No caso em que K = R, temos
(A,B) =tr (AB").

O
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Exemplo 6. Se C ([0,1];K) denota o espago das fungoes continuas no intervalo [0,1] com valores em K,
definimos um produto interno neste espago de dimensao infinita por

(f.9) = / £ (5@ dt. (6.14)
O

Proposicao 1. Seja V um espago vetorial sobre K de dimensao n. Entdo todo produto interno em V €
determinado por uma matriz hermitiana. Mais especificamente, fize uma base de V' e escreva os vetores
em coordenadas com rela¢ao a esta base. Se (-,-) é um produto interno em V, entdo existe uma matriz
hermitiana H sobre K tal que

(x,y) =y"Huz, (6.15)

H ¢ invertivel e satisfaz x*Hx > 0 para todo © € V. Reciprocamente, se H é uma matriz hermitiana
invertivel que satisfaz *Hxz > 0 para todo x € V', entdao a equacao acima define um produto interno
em V.

Prova: Seja B = {z1,...,2,} uma base para V. Entao afirmamos que

Hij = (zj,2;) .

n n
Com efeito, se . = ) a;x; e y = Y, bjx;, temos

=1 j=1
(x,y) = <Z aiﬂci7y> = Zai (i, y) = Zai <:vi, ijxj> = ZZaiEj (@i, xj)
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

n n

b (zi,xj)ai =Y b; ¥ Hjian = » by (Hr); =y Ha.
j=1 =1 j=1

j=11i=1

Como z*Hx = (x,z) > 0 para todo x # 0, em particular ker H = {0} e portanto H é invertivel.
Reciprocamente, se H é uma matriz hermitiana invertivel que satisfaz x*Hxz > 0 para todo x € V e
definimos
(z,y) =y"Huz,

este ¢ um produto interno em V. E facil ver que as propriedades (i), (i) e (iv) da Definicdo 1 sdo validas.
Para verificar (iii), observe que

(w,y) =y" (A"A)z = [2" (A" A)y]" = 2= (A*A)y = (y,2).

|
Em particular, se V' é um espago vetorial real,
(z,y) = y' Az
para alguma matriz real simétrica A.
6.2 Norma
Defini¢ao 2. Seja V um espago vetorial sobre K. Uma norma em V é uma fungéo ||-|| : V. — [0, +c0)

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) [Jz|| > 0 para todo = # 0;



Rodney Josué Biezuner 93

(i) ||ax| = || ||z|] para todo = € V e para todo a € K;
(iii) (Desigualdade Triangular) |z + y| < ||z + |ly|| para todos =,y € V.

Um espaco vetorial dotado de uma norma é chamado um espago normado.

Uma norma pode ser definida a partir de um produto interno, enquanto que um produto interno pode
ser definido a partir de uma norma somente se esta satisfaz a identidade do paralelogramo, como veremos a
seguir.

Defini¢ao 3. Seja V um espago vetorial com produto interno. Se (z,y) = 0, dizemos que x e y sdo vetores
ortogonais.

Proposigao 2. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-) e
Il @ norma derivada deste produto interno. Entdo

[z, )] < [l Iyl (6.16)
para todos x,y € V.
Prova: Se z = ay, entdo

2
[z, 9) = Kay, v)| = la{y,y) = lel lyl” = lal Tyl ]l = =l vl

ou seja, a igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz é atingida quando um dos vetores é multiplo escalar
do outro.

Se x nao é multiplo escalar de y, em particular x # 0 e podemos tomar a componente ortogonal de y a
direcao x, isto é, o vetor

(y, )
= y —_ )
]
(o vetor v, xgx é a componente tangencial de y na dire¢do ). De fato, temos

]

(=gt =t~ = e =0

0< 2l = <y -y - g x> _ <y - oo xy>

2
jf;ﬁ? (o) = ol — '“f;"i' |

Dai, segue que

2
= lyll” -

donde o resultado desejado. B
Proposigao 3. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Entdo
[zl = v/ {z, z) (6.17)

define uma norma em V.
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Prova: A condi¢ao (i) da Definigdo 2 decorre imediatamente da condigao (iv) da Definigdo 1. A condicao
(ii) da Definigdo 2 decorre de

laz|l = V{az, ax) = vaa (z,2) = \/a? (z,2) = |a| \/(z,2) = |a] ||z] .

Finalmente, a desigualdade triangular é provada usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (deduzida na
Proposigéo 2 a seguir):

|z +yl* = (@ +y,z+y) = (z.2) + (@ y) + 2) + (.y) = (@.2) + (2,9) + @) + @ v)
= |lz|* + 2Re (2, 9) + ||y
< Jll® + 2Re |(z, )| + [ly]
= [lzl* + 2 [(z, »)| + [ly])*
< Jll® + 2 lyll + >
= (llzll + ll)* .

2

|
A norma definida na Proposicao 1 é chamada a norma derivada do produto interno ou norma induzida
pelo produto interno.

Em particular, se V' é um espaco vetorial real, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

(z,y)

T TETHRR TR
[ [yl
Definicao 4. Seja V um espaco vetorial real. Dados dois vetores z,y € V definimos o seu dngulo £ (z,y)
por
(z,y)
[l lyll

Em particular, se x,y sdo vetores ortogonais, entdo« (x,y) = 7/2.

£ (z,y) = arccos

Proposigao 4. (Teorema de Pitdgoras) Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-) e ||| a norma
derivada deste produto interno. Se x,y € V sao vetores ortogonais, temos

2 2 2
lz+yll™ = ll=lI” + 1y~ - (6.18)

Reciprocamente, se V' é um espago vetorial real e x,y € V' sao vetores que satisfazem a identidade de
Pitdgoras ||z + y||> = ||z||* + ||yl entdo x,y sdo vetores ortogonais.

Prova: Temos
Iz +yl” = (@ + v, 2+ ) = (,2) + (.9) + (4,2) + (v,9) = (@,2) + (v,9) = lz]* + [ly]|*-
Se V' é um espaco vetorial real, entao
lz + yll* = (@, 2) + 2 (z,9) + (v, 9) = [|* +2 (&, y) + |yl*.
Logo, se x,y satisfazem a identidade de Pitdgoras, necessariamente (z,y) = 0. B

Proposicao 5. (Identidades Polares) Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-) e ||-|| a norma
derivada deste produto interno. Se V € um espaco vetorial real, entdo

1 2 1 2
(z,y) = 7 lle+yl” = 7 = —yl”. (6.19)
4 4
Se V' € um espago vetorial complexo, entdo

1 2 1 2 1 2 b .2
== - - — |z —iy|?. 2
(e,5) = ¢ llo+yl> = 7l =yl + 5 llo +igll® = ;o — iyl (6:20)
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Prova: Se V' é um espago vetorial real, entao

eyl = e =gl = 7 (o) + 22,0} + {y,9)) =  (@2) +2{,0) + (9,9) = {z0)

Se V' é um espago vetorial complexo, entao
1 2 1 2 1 -2 } -2
T+l = 5 e =gl + 2 e+ il - 5 lle —

=7 Uz, 2) + (2,9) + (y,7) + (y,9)) — i ((z,2) = (2,9) = (¥, 7) + (4, 9))

1 1 1

@9+ s o) S (o) — S )+ (ay) —

2 1 4 1 1)

[N T = B R N e

Il
—~

z,y).
n

Proposicao 6. (Identidade do Paralelogramo) Seja V' um espago vetorial com produto interno {-,-) e |||l
a norma derivada deste produto interno. Entdo

2 2 2 2
o+ yll* + o = ylI* =2 (o) + y)1*) (6.21)
Prova: Temos
Iz + yl” + llz = yl* = (@, 2) + (2,9) + (g 2) + (v, 9) + (&, 2) — (@,9) = (v, 2) + (4,9)
2 2
=2 (ll2)* + yl1*) .
|
Proposigao 7. Seja V um espago vetorial normado, cuja norma ||-|| satisfaz a identidade do paralelogramo
2 2 2 2
o+ yl* + e = I = 2 (o + lly)1*)
Se V' € um espaco vetorial real, entao a identidade polar
1 1
{@,y) =2l + yl* - 1z = yl?

define um produto interno {-,-) em V tal que a sua norma é derivada dele.

Se V' € um espaco vetorial complexo, entdo a identidade polar

e~ =

. . 4

1 5 1 2 1 T L2 . . 2
(w,9) = 7l + ol = 7 o =yl + S llo + iyl = 5 o= igll* = 7 D" llo + iy
n=1

define um produto interno {-,-) em V tal que a sua norma é derivada dele.

Prova: Seja V um espaco vetorial real normado onde vale a identidade do paralelogramo. Vamos verificar
que

1 1
() = 7 e+l = e =y

satisfaz todas as condigbes da Definicao 1 para ser um produto interno real em V.
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(i) Temos

1 1 1 1
(2,2) + {y,2) = 7 e+ 2l = g llz =2 + 5 ly+ 21”5 lly = 21

= (e + 22+l + 202) = 7 (I = 2l + 1y = 1)

_]' 2 9

= (et ety +llatz -+ 2I)

— sl =2y =2+l -2 - - 2)IP)
:é<‘|$+Z+y+z||2+”$—y\\2)—é(||x—z+y_z||2+”x_y”2>
:é<‘|x+z+y+z||2)_é(||x_z+y_zuz)
:é(2H$+y+z||2+2||z||2—||(Cﬂ+y+z)—z||2)
_é<2Hx+y_zu2+2||z||2_||<$+y—z)+z”2)

- % (2lle +y+ 207 = llz + y) —é(2||x+y—z||2— e+ l?)
=i||x+y+z||2—i|\x+y_z||2

=(x+y,z2).
(ii) Se @« = n € N, por iteracao de (i) obtemos
(na,y) = n(z,y);
por exemplo, para n = 2 temos
2, y) = (z + z,y) = (2,9) + (z,y) = 2(z,y) .

Se n = —1, notando que

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
0,) = = |0 e [ [
©0.) = 210+ 31 = 2 10—yl = 2y = 21— = S = i = 0
€SCrevemos
0= <an> = <$_.’17,y> = <§C7y>+<_$,y>,

de modo que
<7I7y> = <’I7y> .

Dai, se n € N,
<_n$=y> = <’I’L (—LL’) =y> = ’I’L<—5L‘,y> = (—1)1’L<.’L‘7y> =N <$,y> .

Portanto, (ax,y) = a (z,y) para todo « € Z. Em seguida, para provar que

1 1
—Z, = — T,
<n y> —{z,y)
para todo n € N, notamos que

= {E )5 L) = 1)
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Reunindo os dois resultados, concluimos que (ax,y) = a(z,y) para todo a € Q. Para obter o resultado
geral para qualquer « € R, observe que a fungao norma é continua em um espago normado e como o produto
interno foi definido a partir da norma, ele também é uma funcdo continua. Assim, dado qualquer a € R,
tomamos uma seqiiéncia (a,) C Q tal que a,, — o € obtemos

(anx,y) = Qp <$,y>
| !
(az,y) o (z,y)

(iii) Temos
1 1 1 1
() = gl 49l = J o= ol =y + 2l = =2 = (n,2).
(iv) Se z # 0, temos
1 1 1
(o,2) = gl +al* = § o — 2l = 7122 = lal* > 0.

O caso complexo fica como exercicio para o aluno. H

6.3 Bases Ortonormais e Projecoes Ortogonais

Definicao 5. Seja V' um espago vetorial com produto interno. Dizemos que um conjunto S C V é ortogonal
se os elementos de S s@o dois a dois ortogonais. Um conjunto ortogonal cujos vetores tém todos norma
1 é chamado um conjunto ortonormal.

O vetor nulo é o tnico vetor ortogonal a todos os vetores de V.

Proposicao 8. Se um vetor y € a combinacao linear dos vetores ortogonais nao-nulos x1, ..., Ty, entdo
- (y 2
) k}
=) Lz, (6.22)
a4
Em particular, se os vetores x1,...,ZTy S40 ortonormais, seque que

m

y=>_ (y,zx) . (6.23)

k=1

m
Prova: Se y = ) a;z;, entao
i=1

e 2
yvxk <Za]x]a$k:> :Zaj <J)j,.’13k> = O ||$k7||
j=1

Corolario 1. Qualquer conjunto ortogonal de vetores nao-nulos € linearmente independente.

m
Prova: Se z1,...,x,, sao vetores ortogonais nao-nulos e 0 = Z ojxj, segue da proposicao anterior que
Jj=1
. <07.’L‘k> o
= =
[l

Teorema 1. (Processo de Ortogonalizacio de Gram-Schmidt) Todo espaco vetorial com produto interno
possui uma base ortonormal.



Rodney Josué Biezuner 98

Prova: Seja B’ = {y1,...,yn} uma base para um espago vetorial com produto interno V. Construiremos
uma base ortogonal B = {z1,...,z,} a partir de B’ usando o algoritmo chamado processo de ortogonaliza¢ao
de Gram-Schmidt. Para obter uma base ortonormal a partir da base ortogonal B basta dividir cada vetor
de B pela sua norma.

Primeiro tomamos x; = y;. Indutivamente, suponha obtidos vetores ortogonais x1, ..., x,, tais que
{!L‘l, . ,LL‘k}
é uma base para o subespaco gerado pelos vetores yi,...,yx, 1 < k < m. Para construir o vetor z,,1,
consideremos a projecao ortogonal do vetor y,,+1 sobre o subespago gerado pelos vetores x1, ..., Zy,:
m
(Ymt1,75)
T
il
Tomamos
m
_ <ym+17 mj>
Tmt+1 = Ymt+1 — — 5 Tj.
j=1 H‘TJ H
Entao x,,+1 # 0, caso contréario x,,+1 esta no subespaco gerado por yi, ..., Y, € portanto é uma combinacao

linear destes vetores. Além disso, para todo 1 < k < m temos

m
y Lj , Tk
(it 78) = (g z) = 3 LTI oy gy — BT o

2
s [l |

Assim, {z1,...,Zm41} é um conjunto de m + 1 vetores ortogonais que geram o subespaco (Y1, ..., Ymit1) de
dimensao m + 1, logo é uma base para este. ll

A maior vantagem em se usar bases ortonormais é a facilidade em trabalhar com coordenadas em relagao a
estas bases: como vimos na Proposicao 8, para obter as coordenadas de um vetor em relagao a uma base
ortonormal basta calcular os produtos internos dele em relagao aos vetores da base.

Proposicao 9. Seja V' um espaco vetorial com produto interno de dimensdo finita e T :' V. — V um
operador linear. Se B = {x1,...,x,} € uma base ortonormal para V e A = [Tz, entdo

aij = <T.’L’j,$i> .
Prova: Por definigao,
n
Tx; = g QT
k=1
Logo,
n n
(Taj,x;) = E AkjTh, T ) = E arj (T, Ti) = agj.
k=1 k=1
|

Definicao 6. Seja V um espaco vetorial com produto interno e W C V um subespaco de V. O comple-
mento ortogonal de W é o subespago

Wt ={yeV:(y,z) =0 para todo z € W}.

A linearidade do produto interno com relacdo & primeira variavel garante que W+ é um subespaco vetorial.
Observe que o complemento ortogonal de qualquer subconjunto S de V' é um subespago vetorial de V', mesmo
se o préprio S nao for.
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Proposicao 10. Para qualquer subespagco W C V' temos
V=wWaowt

Prova: Seja {z1,...,z,;} uma base ortogonal para W. Dado x € V defina

<
I

o~ (@, )
Z ’ k2 rr € W.
=1 ol

Entao z = x —y € W+ porque (z — y,z;) = 0 para todo j:

(—y,25) = <ff -3 <x’mkg>$k,ffj> = (w,2;) =Y <x7xk2> (Tr, x5) = (@, 25) — . 2;) (j,2;) = 0.

2
il | B2 [l

Logo, x =y+zcomy e W e ze Wt. Além disso, se x € W N W, entdo (x,2) =0, logo z=0. A

Definigao 7. Seja V um espago vetorial com produto interno. Dizemos que uma projegdao F : V — V é

uma projecao ortogonal se
ker E | im F.

Na decomposicao em soma direta
V =imE & ker E
r=y+z,
o vetor y é chamado a projegao ortogonal de x no subespaco W :=im E.

Coroldrio 2. Seja V' um espago vetorial com produto interno, W C V um subespago de V e {x1,...,Zm}
uma base ortogonal para W. Dado x € V, a projecao ortogonal de x em W € o vetor

= LTk (6.24)

2
i el

Definicao 8. Seja V' um espaco vetorial com produto interno e W C V um subespaco de V. Dado x € V,
a melhor aproximacao de x por vetores de W é o vetor y que satisfaz

[z =yl <z -z
para todos os vetores z € W.
Em outras palavras,
Iz~ yll = inf Jlz =]
Teorema 2. Seja V um espaco vetorial com produto interno e W C V um subespago de V. Dado © € V,

o vetor em W que melhor aproxima x € a projecao ortogonal de x em W.

Prova: Escreva
T=y+y
onde y é a projecdo ortogonal de z em W e y~ € W+. Dado z € W, temos
r—z=y—z+ yl,
e como z — z é ortogonal ao vetor yI, segue da identidade de Pitdgoras que
2 2 12
lz = 21" = lly — 21 + [ly*]| "

Em particular, o valor minimo para ||z — z|| é atingido quando ||y — z|| = 0, isto é, quando z =y. B
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6.4 Operador Adjunto

Em um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita, todo funcional linear é derivado do produto
interno:

Teorema 3. (Teorema da Representacdo de Riesz) Seja V' um espaco vetorial com produto interno de
dimensao finita e f € V* um funcional linear. Entdo existe um unico vetor x € V tal que

f(y) = ({y,z) para todo y € V.

Esta correspondéncia determina um isomorfismo canénico entre V e V*.

Prova: Seja {z1,...,z,} uma base ortonormal para V. Se y € V, entédo
m
Y= Z <y,$k> Tk
k=1
Logo,

F@) =Y (ym) f ) =) <y,f(ﬂfk)$k> = <y,2f(xk)xk>~

k=1 k=1

Tome

T = Zf (zk)xk.

k=1

Se x’ € V é outro vetor tal que f (y) = (y,a’) para todo y € V, entao (y,z) = (y,2’) para todo y € V, donde
(y,z — 2’y = 0. Tomando y = & — 2, concluimos que x — 2’ = 0. &

Observe que o vetor = do Teorema da Representagao de Riesz esta no complemento ortogonal de ker f ou,
mais precisamente, (r) = ker f.

Definicao 9. Sejam V, W espacgos vetoriais com produto interno e T : V. — W uma aplicagao. Dizemos
que uma aplicagao T* : W — V é a adjunta de T se

(Tz,y) = (x,T*y) para todos z € V,y € W.

Observe que também temos
(z,Ty) = (T"z,y),

pois

(z,Ty) = (Ty,z) = (y, T*x) = (T"x,y) .

Lema 1. Sejam V,W espacos vetoriais com produto interno e T : V. — W uma aplicacdo linear. Se a
adjunta existir, ela € unica e linear.

Prova: Sejam y1,y2 € W e «, 8 € K. Entdo, para todo x € V temos

(2, T (ayr + By2)) = (Tx,ays + By2) = @ (Tx,y1) + B (T, y2) = @ (x, T y1) + B (x, T y2)
= (z,aT™y; + BT y2),

0 que implica, como no argumento para provar a unicidade usado na demonstracao do teorema anterior,
T (ayr + By2) = aT™y1 + BT ya.

O mesmo argumento também estabelece a unicidade de T*. W
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Observe que na demonstragao do Lema 1 nao usamos o fato de T ser linear para provar que a adjunta T é
linear. Segue que, quando existe, a adjunta de qualquer aplicacao é necessariamente linear. Por outro lado,
como a adjunta da adjunta de T é a prépria aplicagao T, porque

(T*z,y) = (z,Ty) ,

como vimos logo acima, concluimos que T (adjunta de uma aplicacao) deve ser linear. Em outras palavras,
para que a adjunta de uma aplicacdo T exista, T' ja deve ser uma aplicagao linear. Assim, nao hé realmente
nenhum ganho em generalidade em definir a adjunta de uma aplicagao arbitraria ao invés de definir apenas
a adjunta de aplicagoes lineares, pois as tnicas aplicagoes que possuem adjuntas sao as aplicagoes lineares.

Teorema 4. Sejam V,W espacos vetoriais com produto interno de dimensdo finita. Entao toda aplicac¢ao
linear T : V. — W possui uma unica adjunta linear.

Prova: Para cada y € W, a aplicagdo ¢ — (Tz,y) é um funcional linear em V*. Pelo Teorema de
Representacao de Riesz existe um tnico vetor z € X tal que

(Tx,y) = (x,z) paratodox e V.
Definimos uma aplicagao T : W — V adjunta de T por
Ty = 2.
Pelo Lema 1, T* é tinica e linear. W

Proposigao 11. Seja V' um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita e T :' V — V um

operador linear. Se B ={x1,...,x,} € uma base ortonormal para V e
A = [T]B I

entao
[T7]5 = A

Em outras palavras, em relagao a uma base ortonormal, a matriz do operador adjunto T* € a transposta
conjugada da matriz do operador T.

Prova: Seja B = [T*]. Pela Proposicao 9 temos

aij = <Tl‘j,$i>,
bij = <T*5L'j,{1,‘i>.

Logo,

bij = <T*l‘j,1‘i> = <a:‘,‘,T*Z‘j> = <Tﬂl‘i,ﬂl‘j> = Gjj;-

Definicao 10. Seja V um espago vetorial com produto interno de dimensao finita e T : V — V um
operador linear. Dizemos que T é um operador auto-adjunto se

T=T"

Corolario 0. Seja V' um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita e T : V. — V um operador
linear auto-adjunto. Se B = {x1,...,x,} € uma base ortonormal para V entao A = [T], é uma matriz
hermitiana.
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Proposicao 12. Seja V' um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita e T,U : V — V
operadores lineares. Entao

1) (T+U)" =T+ U*;
(i) (aT)" =aT™;
(iii) (TU)" =U*T*;
(iv) (T%)" =
)

(v) (T~ ) = (T*)_l, se T ¢ invertivel.

Teorema 5. Sejam V,W espacos vetoriais com produto interno e T : V. — W uma aplicagdo linear.
Entao
(i) ker T* = (imT)*
(i) ker T = (im T*)*
(iii) dim (im7") = dim (im 7).
Em particular,
V =kerT* &+ imT.
Prova: (i)

yekerT" Ty =0
< (x, T*y) =0 paratodoz eV
< (Tz,y) =0 paratodoz eV

< y é ortogonal a im T’

Sye (mT)"
(i) prova-se de maneira analoga. (iii) ker T* = (imT)" implica im T = (ker T*)", logo

dim (im T) = dim (ker 7*)" = dim W — dim (ker T*) = dim (im T*) .

]
Segue do Teorema 5 que a equagao

T =y
tem solugao se e somente se

(kerT™)

pois (ker T*)L =im7. Em outras palavras,

Teorema 6. (Alternativa de Fredholm) Seja V' um espago vetorial com produto interno de dimensdo finita
e T :V — V um operador linear. Entdo vale apenas uma e somente uma das alternativas a sequir:

ou Tx =y tem solugao,

ou T*z =0 tem solugao z tal que (y,z) # 0.



Rodney Josué Biezuner 103

6.5 Operadores Unitarios e Isometrias

O objetivo principal desta segao é estudar operadores lineares que preservam o produto interno e, conseqiien-
temente, a norma de um espago vetorial.

Definicao 11. Sejam V, W espagos vetoriais com produto interno e T': V. — W uma aplicagao. Dizemos
que T preserva o produto interno se

(Tz,Ty) = (x,y) paratodos z,y € V. (6.25)

Definigao 12. Sejam V, W espacos vetoriais normados e T' : V' — W uma aplicacdo. Dizemos que T é
uma isometria (ou que T preserva a norma) se

|ITx —Ty|| = ||z —y|| paratodos z,y € V. (6.26)

Teorema 7. Sejam V,W espagos vetoriais com produto interno e norma derivada deste. Seja T : V — W
uma isometria tal que T (0) = 0. Entdo

T@+y) =T(x)+T(y)
para todos x,y € V. Se, além disso, V,W forem espacos vetoriais reais, entdo T € linear.

Prova: Temos

|Tx| = ||z|| paratodox € V. (6.27)

Logo,

(z,2) — (z,w) — (w, 2) + (w, w)

=(z—w,z—w)

=z —wl?

|75 - Tl

=Tz—-Tw,Tz —Tw)

=(Tz,Tz) — (Tz,Tw) — (Tw, Tz) + {Tw, Tw)

=(z,2) — (Tz,Tw) — (Tw, Tz) + (w,w),
donde

(Tz, Tw) + (Tw, Tz) = (z,w) + (w, 2) (6.28)

para todos z,w € V. Portanto,

IT(z+y) —T(x) =T W)|> =T (@ + )l + | T]* + | Ty|?
+ (T (x+y),Tx)+ Tz, T (z+y))
+ (T (@ +y),Ty) +(Ty,T (z+y))
+ Tz, Ty) + (Ty, Tx)
=z +yl*+ =1 + lly]?
+(z+y,z) +(z,2+y)
+(x+y,y) + (Y, x+y)
+ (2, y) + (¥, @)
=(@+y) —z—yl?
=0.
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Se V, W sao espacos vetoriais reais, (6.28) implica
(Tz,Ty) = (z,y) (6.29)
para todos z,y € V. Logo,
(T'(ax), Ty) = (ax,y) = alz,y) = a(Tz,Ty) = (oT'z,Ty)
ou
(T (ax) —aTz,Ty) =0

para todo Ty € imT. Como T (ax) — aTx € im T, temos T (ax) — aTx = T (y) para algum y e concluimos
que T (ax) =aTz. B
Uma translagdo T (z) = 2 4+ a é um exemplo de uma isometria que néo satisfaz T (0) = 0.

Corolario 1. Sejam V,W espagos vetoriais reais com produto interno e norma derivada deste. Entdao toda
isometria entre Ve W é a composta de uma aplicagao linear e uma translagao.

Prova: Seja T : V — W uma isometria. Seja a =T (0). Entao U : V. — W definida por U (z) =T (z) —a
¢ uma isometria que satisfaz U (0) = 0 e o resultado segue do Teorema 7. W

Teorema 8. Sejam V., W espacos vetoriais com produto interno e norma derivada deste. Seja T : V — W
uma aplicagao linear. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) T € uma isometria.
(ii) T preserva o produto interno.
(iii) T*T = 1.
Prova: (i) = (ii) Se V, W sao reais, pela identidade de polarizagio real temos

1 1 1 1
(.9) = 7l +ul” = 3 e =yl = 7 12+ Tyl = 1Tz = Ty|* = (Tz,Ty).

(ii) = (i) Pois
1Tz =Tyl = |IT (z = )| = (T (@~ ), T (x—y)) = (w—y,z —y) = lx - y||*.
(ii) = (iii) Dado y € V, como
(x,y) = (Tw,Ty) = (x,T"Ty)

para todo x € V, segue que T*Ty =y para todo y € V, isto é, T*T = 1.
(iii) = (ii) Pois

(x,y) = (x, T*Ty) = (Tx,Ty) .
[ |

Definigao 13. Seja V um espago vetorial com produto interno e T': V' — V um operador linear. Dizemos
que T é um operador unitario se
TTr* =TT =1. (6.30)

Coroldrio 2. Seja V um espago vetorial com produto interno e T : V. — V um operador unitdrio. Entao
T ¢é uma isometria e preserva o produto interno. Em particular, T leva conjuntos ortonormais em
conjuntos ortonormais.
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Um operador unitario real é chamado um operador ortogonal. Neste caso,
TT! =T'T =1. (6.31)

Analogamente, dizemos que uma matriz A é unitaria se AA* = A*A = [ e que uma matriz real é ortogonal
se AA' = A*A = I. Uma matriz unitdria é portanto uma matriz cuja inversa é a sua transposta conjugada
e uma matriz ortogonal é uma matriz cuja inversa € a sua transposta.

Proposigao 13. Seja V' um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita e T :' V. — V um
operador unitdrio. Entao
|det T| = 1.

Em particular, se V € real entdo detT = +1.

Prova: Pois
det (TT*) =detI =1

€
det T* = det Tt = det T' = det T = det T,
logo
det (TT*) = det T det T* = det Tdet T = |det T|* .
|

Em particular, uma aplicagao linear que preserva normas preserva volumes.

Proposicao 14. Seja V' um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita e T :' V — V um
operador linear. Entao T € unitdrio se e somente se a sua matriz em relagao a uma base ortonormal
é uma matriz unitdaria.

6.6 Operadores Normais

O objetivo principal desta secao é resolver o seguinte problema: em que condigbes um operador linear possui
uma base ortonormal em relacao a qual a sua matriz é diagonal.

Vamos comecar obtendo condigbes necessérias para isso acontecer. Se B = {x1,...,z,} é uma base
ortonormal que diagonaliza o operador T, entao 1T é representado nesta base por uma matriz diagonal
com entradas diagonais Aq1,...,A,. O operador adjunto T* é representado nesta mesma base pela matriz
transposta conjugada, ou seja uma matriz diagonal com entradas diagonais A1, ..., \,. Em particular, como
ambos operadores sao representados por matrizes diagonais em relagao a uma mesma base, segue que eles
comutam: T7T* = T*T. Veremos no final da se¢do que esta condicao também é suficiente, pelo menos no
caso complexo. No caso real, esta condigao nao é suficiente, pois pode ocorrer que T nem possua autovalores
(por exemplo, quase todas as rotacoes em R?).

Definicao 13. Seja V um espaco vetorial com produto interno e T': V. — V um operador linear. Dizemos
que T é um operador normal se
TTr* =T*T. (6.32)

Exemplos de operadores normais sdo operadores auto-adjuntos e operadores unitarios. Analogamente, dize-
mos que uma matriz A é normal se AA* = A*A.
Primeiro trataremos do caso especial dos operadores auto-adjuntos.

Teorema 9. Seja V um espago vetorial com produto interno e T : V. — V wm operador linear auto-
adjunto. Entao todo autovalor de T ¢é real.

Além disso, autovetores de T associados a autovalores distintos sdo ortogonais.
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Prova: Suponha que A é um autovalor de T'. Seja v um autovetor nao-nulo associado a A. Entao
A (v, v) = (\v,v) = (Tw,v) = (v, Tv) = (v, \w) = X {v,v)

e portanto B
A=A,

isto é, A € R. Sejam \q, Ao autovalores reais distintos de T" e vy, vo autovetores nao-nulos associado a A1, Az,
respectivamente. Entao

A1 (v1,v2) = (A1, v2) = (Twi,v2) = (v1,Tv2) = (V1, Adgv2) = Ag (V1,V2)

e como A1 # Az, concluimos que
<1}1, 1}2> =0.

Teorema 10. Seja V' um espago vetorial com produto interno e T : V. — V wm operador linear auto-
adjunto. Entao T possui um autovalor real.

Prova: Se V' é um espago vetorial complexo, nao ha necessidade de fazer nada, pois todo operador complexo
possui autovalores (pois seu polinémio caracteristico possui raizes) e pelo teorema anterior seus autovalores
sdo reais. Portanto, assuma que V é um espago vetorial real. Escolha uma base ortonormal B para V
e seja A = [T]z. Como T é um operador auto-adjunto, isto é, que satisfaz T* = T, a matriz A é uma
matriz hermitiana (isto é, simétrica, pois é uma matriz real) pois também satisfaz A* = A. Se considerada
como uma matriz de um operador complexo em um espago com produto interno complexo seu polinémio
caracterfstico possui uma raiz complexa A, logo det (A\I — A) = 0 e a matriz A\l — A é singular e possui
nicleo nao-trivial; por exemplo, A é a matriz do operador U em M,,«1 (C) definido por UX = AX, onde
n = dim V. Mas como A é hermitiana, o operador U é auto-adjunto e segue do teorema anterior que A é
real. Como A\I — A é uma matriz real cujo determinante é nulo, ela possui nicleo real nao-trivial, portanto
A é um autovalor de A. B

Proposicao 15. Seja V um espago vetorial com produto interno e T : V. — V wm operador linear. Se
W C V é um subespago invariante sob T, entdo W+ ¢é invariante sob T*.

Prova: Se y € W+, entdo (x,y) = 0 para todo x € W. Logo
(z,T"y) = (Tz,y) =0
para todo = € W, pois Tz € W. Portanto, T*y € W+. B

Teorema 11. Seja V um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita e T : V — V um operador
linear auto-adjunto. Entao T € diagonalizavel através de uma base ortonormal.

Prova: A demonstracdo serda por inducdo em dim V. Pelo Teorema 10, T' possui um autovalor real. Se
dimV = 1, isso dd uma base ortonormal para V constituida de autovetores de T. Assuma o teorema
verdadeiro para espacos com produto interno de dimensao menor que n e seja dimV = n. Novamente
usando o Teorema 10, seja x1 um autovetor de norma 1 associado a um autovalor real de T'. Seja W = (z1).
Entdo W é invariante sob T' e pela proposicao anterior W+ é invariante sob T* = T'. Mas dim W+ =n —1,

logo pela hipétese de inducdo existe uma base ortonormal {5, ..., z,} para W de autovetores de T'|y . e
portanto de T. Como V = W@ W+, segue que {1, z2,...,7,} é uma base ortonormal para V de autovetores
deT. B

Corolério 3. Seja A uma matriz hermitiana. Entdo existe uma matriz unitdria P tal que
D = P*AP

€ uma matriz diagonal.
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Corolario 4. Seja V' um espaco vetorial real com produto interno de dimensao finita. Entdo um operador
linear sobre V' é diagonalizdvel através de uma base ortonormal se e somente se ele € auto-adjunto.

Prova: Se T :V — V é um operador linear diagonalizdvel através de uma base ortonormal, entao existe
uma matriz ortogonal P tal que

D = P'AP.
Em particular,
A=PDP!
e
At = (PDPY)' = (P")' D'P' = PDP' = A.
]

Voltemos agora a considerar operadores normais. Em primeiro lugar, vamos caracterizar os operadores
normais.

Lema 2. Seja V um espago vetorial complexo com produto interno e T : V. — V wm operador linear.
FEntao
(Tx,z) =0 para todo z €V

se e somente se
T=0.

Prova: Suponha (T'z,z) = 0 para todo z € V. Dados quaisquer z,y € V, temos
0=(T(x+vy),x+y)={Tz,z) + (Tz,y) + (Ty,z) + (Ty,y) = (Tz,y) + (Ty, ),
0=(T(z+iy),z+iy) = (Tw,z) + (Tz,iy) + (iTy,x) + (T (iy) ,iy) = —i (Tz,y) +i(Ty, z),

ou seja,

(Tz,y) + (T'y,z) =0,
<T$,y> - <Ty,.23> = 0,

Portanto, somando as duas equagoes concluimos que
(Tz,y) =0
para todo y € V', logo T'x = 0. Como x é arbitrario, isso implica T'= 0. A reciproca é imediata. B

Lema 3. Seja V' um espago vetorial com produto interno e T : V. — V um operador linear. Se T €
auto-adjunto, entao
(Tz,z) € R para todo z € V.

Se V' é um espago vetorial complexo e (Tx,xz) € R para todo x € V, entdo T é auto-adjunto.

Prova: Se T é auto-adjunto, entao

<TI’,J}> = <xﬂT'I> = <TI’,SC>,

logo (T'z,x) € R. Reciprocamente, se V é um espago vetorial complexo e (T'z,z) € R para todo x € V,
entao

(Tz,z) = (Tz,z) = (x,Tz) = (T x,x),
de modo que

(T —T*)x,z) =0 paratodoz € V.

Pelo lema anterior, segue que T'=T". B
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Lema 4. Seja V um espacgo vetorial real com produto interno e T :' V — V um operador linear. Entao
(Tx,z) =0 para todo z €V

se e somente se
T = -T.

Prova: Se (T'z,z) = 0 para todo z € V, entdo

0=(T(z+y),z+y) = (Tz,2) + (Tz,y) + (Ty,z) + (Ty, y)
= <T.’E,y> + <Ty,l‘> = <T$,y> + <$,Ty> = <T.%‘,y> + <T*$,y>
=((T'+717)z,y)

para todos x,y € V. Portanto, T = —T*. Reciprocamente, se T* = —T, entao
(Tx,z) = {x,T"z) = (x,—Tz) = — (Tz,x),

logo (Tx,z) =0. B
Um operador T' que satisfaz T* = —T é chamado um operador antiauto-adjunto.

Teorema 12. Seja V' um espago vetorial com produto interno e T : V. — V um operador linear. Entao T
€ normal se e somente se
|Tz| = |T*z|| para todo x € V.

Em particular, se T é normal, seque que

V=kerT & imT.

Prova: Seja T normal. Entao

|Tz||* = (T2, Tz) = (x, T*Tx) = (x, TT*z) = (T*x,T*z) = ||T*x|*.
Reciprocamente, se ||Tz|| = ||T*z| para todo = € V, entéo

(T*Tx,z) = (T, Tz) = |Tz|* = |T*z|? = (T, T*z) = (TT*z, z)

para todo x € V', o que implica
((T*T —TT*)x,z) =0

Se V' é um espago vetorial complexo, segue imediatamente do Lema 2 que T*T = TT*. Se V é um espaco
vetorial real, segue do Lema 2 que T*T — TT* é um operador antiauto-adjunto; como T*T — TT* também
é um operador auto-adjunto, pois

(T*T — TT*)* = (T*T)" — (TT*)" = T* (T*)* — (T*)" T* = T*T — TT*,

concluimos que T*T — TT* = Q.
Se T' é um operador normal, segue que ker T' = ker T*. Como

V=kerT* &+ imT,
obtemos
V=kerT &' imT.

|
Se V =ker T@+imT, ndo é necessariamente verdade que T é um operador normal, pois T pode ser definido
de qualquer forma arbitraria em im 7.
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Teorema 13. Seja V um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita e T : V. — V um operador
normal. Entdao v € um autovetor para T associado ao autovalor A se e somente se v € um autovetor
para T associado ao autovalor .

Prova: Se A é qualquer escalar, entdo 7' — A\l também é um operador normal, pois (T — \)* =T* — M e
portanto
(T — M) (T —A)" = (T =) (T* = X) =TT*" — XTI — X" + A\
=T*T — \T* — AT + A\ = (T* —XI) (T — M)
= (T - X" (T —XI).
Segue do teorema anterior que B
(T = XD v|| = || (T* = XI) 0|,
logo (T'— M) v =0 se e somente se (I* — X ) v =0. B

Teorema 14. Seja V um espago vetorial complezo com produto interno de dimensao finita. Entao todo
operador linear sobre V' € triangularizdavel através de uma base ortonormal.

Prova: A demonstragao serd por indugao em dim V. O resultado é obviamente verdadeiro se dimV = 1.
Assuma o teorema verdadeiro para espacos vetoriais complexos com produto interno de dimensdo menor
que n e seja dimV = n. Como V é um espago vetorial complexo, existe um autovetor x, de norma 1
associado a um autovalor complexo de T*. Seja W = (x,,). Entdo W é invariante sob T™* e pela Proposicao
15 W+ é invariante sob T' . Mas dim W+ = n — 1, logo pela hipétese de inducio existe uma base ortonormal

{x1,..., 2,1} de W' em relagio a qual a matriz de T|y . é triangular. Como V = W @& W+, segue que
{z1,...,@n_1,2,} é uma base ortonormal para V em relagdo & qual a matriz de T é triangular superior,
pois T'x,, é simplesmente uma combinagao linear de x1,...,xp_1,x,. B

Coroldrio 5. Seja A uma matriz complexa. Entao existe uma matriz unitdria U tal que
T=U"AU
€ uma matriz triangular.

Teorema 15. Seja V' um espaco vetorial complexo com produto interno de dimensdo finita. Entdo um
operador linear sobre V' é diagonalizdavel através de uma base ortonormal se e somente se ele é normal.

Prova: J4 vimos no inicio desta secao que todo operador diagonalizével através de uma base ortonormal
é normal. Para provar a reciproca, usando o Teorema 14 ja sabemos que existe uma base ortonormal
B = {x1,...,z,} em relacao & qual a matriz do operador linear normal T : V — V é triangular. O
resultado seguird se provarmos que toda matriz triangular normal é diagonal.

E, de fato, seja A = [T]z. Como A é triangular, temos

Tl’l = ai1xy.
Pelo Teorema 13,
T*xl = Q1121

Por outro lado,
n n

T*l'l = Z (A*)zl xXr; = Zauxi.

i=1 i=1
Portanto, a1; = 0 para todo i > 2, o que implica a; = 0 para todo ¢ > 2.
Agora, em particular, a1o = 0 e o fato de A ser triangular implicam que

TIQ = a2x2.

Usando o mesmo argumento concluimos que ag; = 0 para todo ¢ > 3. Continuando com este argumento
provamos que T'z; = a;;x; para todo j, logo A é diagonal. W
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Corolério 6. Seja A uma matriz normal. Entdo existe uma matriz unitdria U tal que
D =U"AU
€ uma matriz diagonal.

Leia a Secao 10.4 do livro-texto.

6.7 Teoria Espectral para Operadores Auto-adjuntos

Teorema 16. Seja T : V. — V wum operador auto-adjunto sobre um espaco real com produto interno de
dimensao finita ou um operador normal sobre um espaco vetorial complexo com produto interno de
dimensao finita. Sejam A1, ..., A\x 0s autovalores distintos de T. Seja W; o autoespago associado a \;
e B : V. — V a projecdo ortogonal de V sobre W;. Entio W; é ortogonal a Wj se i # j,

V=W a.. . atw,

T:)\1E1+...+)\kEk.
Prova: Sejam v; € W; e v; € W; com ¢ # j. Entao, usando o Teorema 13, temos
Ai (viyvg) = (N, v5) = (Twg,vg) = (i, T ;) = (vi, Ajvg) = Nj (i, 05)
e como \; # Ag, concluimos que
<’U7;, Uj> = O
Do Teorema 15 segue imediatamente que V =W, ++ ... ++W,. Se z; € W; e
1+ ...+x, =0,

entao
2
0=(2;,0) = (zj, 21 +... +ax) = [Ja5]]",

logo os espagos W; sao L.I. e a soma ¢é direta. Finalmente, como a soma é direta, temos
Ei+...+ E, =1,

donde
T=TI=TEi+...+TE, =ME1 +...+ . E}.

|
Esta decomposicao é chamada a resolugao espectral do operador 7. O espectro de um operador linear
é o conjunto de seus autovalores.

Definicao 14. Seja V um espago vetorial com produto interno e T': V. — V um operador linear auto-
adjunto. Dizemos que T é positivo definido se

(Tz,x) >0 (6.33)

para todo z € V. Se
(Tz,z) >0 (6.34)

para todo x € V, dizemos que T é positivo semidefinido.
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Dado um operador linear invertivel T', o operador T*T é sempre auto-adjunto, positivo definido, pois
(T*T)* =T*(T*)" = T*T,
(T*Tx,z) = (T, Tz) = |Tz|* > 0.
Se T nao ¢ invertivel, entao T*T é apenas auto-adjunto, positivo semidefinido.
Lema 5. Toda projecao ortogonal € um operador auto-adjunto.

Prova: Seja E : V — V uma projecdo. Entao existe uma base B’ = {x1,...,z,,} para im E e uma base
B" = {xm+1,-..,2n} para ker E tais que B = {x1,...,2,} é uma base para V que diagonaliza F e

Usando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, podemos escolher B’ ¢ B” ortonormais. Se E é
uma projegao ortogonal, entdo B’ 1 B’ e segue imediatamente que B é uma base ortonormal para V que
diagonaliza F. Dai, pela Proposicao 11,

e portanto F é auto-adjunto. W

Lema 6. Seja T : V. — V um operador normal diagonalizdvel sobre um espago real com produto interno
de dimensao finita. Entdo T € auto-adjunto.

Prova: Por defini¢do, existe uma base para V' constituida por autovetores de 7. Afirmamos que podemos
tomar esta base ortonormal. De fato, como vimos na demonstracao do Teorema 16, se 7' é um operador
normal, autoespagos correspondentes a autovalores distintos sao ortogonais. Usando o processo de ortogona-
lizagao de Gram-Schmidt em cada autoespago, concluimos como no lema anterior que podemos obter uma
base ortonormal de autovetores de T. O resultado segue agora do Corolario 4. B

Teorema 17. Seja T : V. — V um operador normal diagonalizdvel sobre um espago com produto interno
de dimensdo finita. Entdo, os autovalores de T sao

(i
(ii

(ii

reais, se e somente se T € auto-adjunto;
nao-negativos, se e somente se T € positivo semidefinido;

positivos, se e somente se T € positivo definido;

)
)
)
(iv) de mddulo 1, se e somente se T € unitdrio.
Prova: Pelo Lema 6 e pelo Teorema 15, T satisfaz as hipdteses do Teorema Espectral. Seja

T=MFE1+...4+ M\ Ey
a resolucao espectral de T'. Segue do Lema 5 que a resolugao espectral de T é

T = XlEl + ... -‘erEk.
T é auto-adjunto se e somente se T'=T™, isto é, se e somente se

()\1 —Xl) Ei+...+ (/\k —Xk) E, =0.

Como E;E; = 0se i # j e E; nao é o operador nulo, concluimos que T' é auto-adjunto se e somente se
;i = A, isto é, se e somente se os autovalores de T' sao reais.
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Agora,
k k k k
(Tx,x) = <Z )\iEix,Zij> =Y N(Ew Ejm)y = > N Ex|?,
i=1 j=1 ij=1 ij=1
logo, tomando © € W; para i = 1,..., k, concluimos que (T'z,z) > 0 para todo x € V se e somente se \; > 0

para todo i e que (T'z,x) > 0 para todo z € V se e somente se \; > 0 para todo i.
Finalmente, temos

TT" = (MEy + ...+ MEy) B+ . 4+ MEr) = M B+ .+ M By
Se M| =...=| | =1, entdo TT* = I e T é unitdrio. Reciprocamente, se TT* = I, entao
MPPEL .4 P B =1,
donde, multiplicando a equagao por E;, obtemos
E; = NI Ej,

o que implica [A\;| =1. &

6.8 Métodos Variacionais

Métodos variacionais sao extremamente importantes em varias areas da Matematica, Pura e Aplicada. Em
Algebra Linear Numérica, eles sao a base de varios métodos eficientes importantes para a resolugao de
sistemas lineares e de obtencao de autovalores de matrizes simétricas.

Teorema 18. (Método Variacional para a Solugao de Sistemas Lineares) Seja A uma matriz simétrica
positiva definida. Entdo a solucdo do sistema

Az =10

€ dada pelo ponto x que minimiza o funcional
1
fly) = 59" Ay —y'b. (6.35)

Prova: Como A é uma matriz simétrica positiva definida, em particular A é invertivel e existe uma solugao
x para o sistema Az = b. Observe que

y Az = (ytAx)t =zt Aly = 2 Ay.

Dali,
L t L, t 1, t 14 t
f(y)—f(fc)ZQyAy—yb—?cA:erxb:gyAy—yAx—ngxjtxAx

1 1

= §ytAy -yt Az + gxtAac
1 1 1 1

= 5y’ Ay — Sy’ A — Sal Ay + Sa' Aw
1

1
St A (y — ) — =zt A(y —
Y (y — ) 5% (y—=z)

Sy Aly ).
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Como A é positiva definida, segue que

(y—a)Aly—2)=(A(y—2),(y—2)) >0

t
(y—z) Ay —z)=0
se e somente se y = x. Portanto,

fy) > (=)

para todo y # x e o minimo de f ocorre em z. H
Observe que definindo um produto interno a partir da matriz simétrica positiva definida A da maneira usual
por {(z,y) = y* Az, o funcional f pode ser escrito na forma

1

Fly) =35y - y'b.

Outra maneira de enxergar o resultado do teorema anterior é observar que o gradiente do funcional f é
Viy) =Ay—b;
se x 6 um ponto de minimo temos V f (z) = 0, ou seja,
Ax =b.

Este método variacional é a base do Método do Gradiente Conjugado para a resolugao de sistemas lineares
envolvendo matrizes simétricas positivas definidas, que aparecem freqiientemente nas aplicagoes.

Veremos agora que o menor autovalor de um operador linear pode ser encontrado como o minimo de um
certo funcional, enquanto que o seu maior autovalor é o maximo deste mesmo funcional:

Teorema 19. (Principio de Rayleigh) Seja V' um espago vetorial com produto interno de dimensdo n e
T:V — V um operador linear auto-adjunto. Sejam A\ < ... < A\, 0s autovalores de T, de modo que
A1 € o menor autovalor de T e N\, € o maior autovalor de T. Entdo

Tx,x
A1 = min < 2> (6.36)
eV ||z
x#0
‘ T
An = aX< x’? (6.37)
zev ||z
20
Prova: Seja B = {v1,...,v,} uma base ortonormal de autovetores de T correspondentes aos autovalores

n
A1 <...< A\, de T. Entéo, para todo z = Y z;v; € V temos

i=1

n
Ml = 30 hia?
=1

n n n
< )\ixi = )\ixixj <’Ui,Uj> = <)\i(L‘iUZ‘,LEjUj>
i=1 3,j=1

ij=1

= <i )\ixivi,ixjvj> = <i l‘iT’l)i,iijj> = <T (i .’I?i’Ui> ,il‘j’l)j>
i=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1

Tz, z).

—~
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Portanto, para todo x € V', x # 0, vale

Tz, x
1S %

]
O minimo é atingido em z = v; ou em qualquer outro autovetor de 7" associado a A;. Da mesma forma,
obtemos

A llz))? Z)\ z? Z)\x (Tz,z).
[ ]
O quociente
(Tz, x)
p)
[l

é chamado o quociente de Rayleigh.
Os outros autovalores de T, As,...,A,_1, sao pontos de sela e podem ser encontrado através de um
principio de minimax:

Teorema 20. (Principio de Minimax para Autovalores) Seja V' um espago vetorial com produto interno de

dimensdo n e T : V. — V um operador linear auto-adjunto. Sejam A\ < ... < A, 0s autovalores de
T. Entao
Aj = min max (Tz,z) | . (6.38)
W CV subespago rzeW
dim W=j [|z]|=1

Prova: Seja W C V um subespaco de dimensao j. Primeiro mostraremos que

max (T'z,z) > Aj.

zeW

llzll=1
Seja B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de autovetores de T correspondentes aos autovalores Ay, ..., \y,.
Seja Z = (v1,...,vj—1). Como Z+ = (v;,...,v,), temos

> dim (W + Z*+) =dim W +dim Z* —dim (WNZ*Y) =j+n—(j — 1) —dim (Wn Z*),

de modo que
dim (WNnZ*t) >1

n n
¢ existe um vetor € W N Z+ tal que ||z|| = 1. Escrevendo z = 3 vg, temos |z = 3 |zx|* = 1, donde
k=j k=j

TLL' SL' <Z .%‘kT’Uk,Zl‘lvl> = <Z a?k)\kvk,zgclvl> = Z )\kmkxl <Uk,1}l>
k=j l=j

kl=j
= ZM LAY Z E
k—j k=g

Para completar a demonstragao, devemos encontrar um subespago W C V' de dimensao j tal que (T'z, ) <

Aj para todo x € W com |[|z|| = 1. Tomemos W = (vy,...,v;). Temos
J J J
T(t x <Z$kT’L}k,Z(£lvl> = <Z xk)\kvk,Z:rlvl> = Z )\kxk:cl <'Uk,’Ul>
k=1 1=1 k=1

|
Mb.

J
Aelzil® < A Z g |* =
k=1

=
Il

1

O minimax ¢ atingido em v;. W
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6.9 Formas Bilineares e Sesquilineares

Definicao 15. Seja V um espago vetorial sobre K. Uma forma sesquilinear em V é uma fungao B :
V xV — K que satisfaz
(i) B(az+ By,z) = aB(x,z) + BB (y, z) para todos z,y,z € V e para todos «, § € K;
(i) B(z,ay + Bz) =aB (x,y) + BB (x,2) para todos x,y,z € V e para todos a, 3 € K.

Se K = R, dizemos simplesmente que B é uma forma bilinear.

Uma forma bilinear é simétrica se B (z,y) = B (y, z) para todos z,y € V. Uma forma sesquilinear é
hermitiana se B (z,y) = B (y,x) para todos z,y € V.

Teorema 21. Seja V wum espaco vetorial com produto interno de dimensdo finita sobre K e B uma forma
sesquilinear. Entao existe um unico operador T em V tal que

B (.lﬁ,y) = <Tl‘,y> .

FEsta correspondéncia determina um isomorfismo canoénico entre o espaco das formas sesquilineares e
o espago dos operadores L (V).

Além disso, a forma B ¢é hermitiana se e somente se T é auto-adjunto.

Prova: Fixe um vetor y € V. Entao
f(z) = B(z,y)
é um funcional linear, logo pelo Teorema de Representacao de Riesz existe um tnico z € V tal que

B(z,y) = (z,2)

para todo x € V. Defina uma aplicacdo U : V. — V por Uy = z. Afirmamos que U é um operador linear.
De fato,

(z,U (Bry1 + B2y2)) = B (z, Biyr + Baye) = B1B (z,y1) + BB (z,y2)
= ﬁl <J,‘, U (y1)> + BQ <x’ U (y2)>
= (z,5U (y1) + 52U (v2))

para todo x € V. Tomando T = U*, segue que
B(z,y) = (z,Uy) = (U'wz,y) = (T'z,y).

O argumento usual mostra que T é tinica.
Se B é hermitiana, para todos x,y € V temos

<T$,y> =B (J?,y) =B (:%m) = (Ty,x) = <$7Ty>a

isto é,
™ =T.
|
Coroldrio 7. Se B = {v1,...,v,} € uma base ortonormal para V, entio toda forma sesquilinear pode ser

escrita na forma
n n n
B(z,y) =B E ZiV;, E yv; | = E a;jT;Y;
i=1 j=1 i,j=1

para alguns a;; € K.
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Prova: Escreva
Bay) = (o) = <T (z ) ,zijj> Y (T
i=1 j=1 i,j=1
e defina Q5 = <T’Ui,1)j>. |

Definicao 16. Seja V um espago vetorial com produto interno de dimensao finita sobre K e B uma forma
sesquilinear. A funcéo ¢ : V' — K definida por

q(x) = B (z,x)

é chamada a forma quadratica induzida por B.

Se B é hermitiana [simétrical, dizemos que a forma quadratica é hermitiana [simétrica).

Segue do Corolério 7 que se B = {v1,...,v,} é uma base ortonormal para V, toda forma quadrética pode
ser escrita na forma
n n
q(@)=q(z1,...,2n) =¢ (Z l‘m) = Z i TiT;
i=1 i,j=1

para alguns a;; € K. Observe que quando B é hermitiana, ¢ (x) € R para todo z € V, pois B (z,z) = B (z, z)
implica B (z,z) € R. Vale a reciproca:

Proposigao 16. Seja V um espaco vetorial complexo com produto interno. Entdo uma forma sesquilinear
B € hermitiana se e somente se B (x,z) € R para todo x € V.

Prova: Assuma B (z,z) € R para todo z € V. Dados z,y € V precisamos mostrar que B (z,y) = B (y, ).
Temos
B(z+y,x+y)=B(x,2)+ B(z,y)+ B(y,z) + B(yy).

Como B(z+y,x+y),B(z,2),B(y,y) € R segue que
B(z,y) + B(y,z) € R.
Da mesma forma, escrevendo
B(z +iy,x +iy) = B(z,2) —iB (z,y) +iB (y,z) — B (y,y),

concluimos que
—iB(z,y) +iB (y,z) € R.

Numeros reais sao iguais a seus conjugados, logo

B(J?,y) +B(y7$) = B(J},y) +B(ya$)7
—iB (z,y) +iB (y,x) = iB (z,y) —iB (y, x).

Somanda a primeira equagao a segunda multiplicada por i, obtemos

2B (z,y) = 2B (y,z),

donde segue o resultado. H
Formas quadraticas hermitianas podem ser expressas em formas diagonais, isto é, formas que nao possuem
produtos mistos:
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Teorema 22. (Diagonaliza¢iao de Formas Quadréticas) Seja V' um espago vetorial com produto interno de
dimensao n sobre K. Dada uma forma quadrdtica hermitiana q em V, existe uma base ortonormal
B={vi,...,v,} para V tal que

q@)=q(z1,...,20) =¢q <Z$ivi> = Z)\zl‘?
i=1 i=1

para alguns A1, ..., A\, € R. Além disso, se B € a forma hermitiana que induz q, temos também
n n n
B(z,y) =B invia Zijj = Z)\iﬂ%?j-
i=1 j=1 i=1

Prova: Seja B a forma sesquilinear hermitiana tal que ¢ (x) = B(z,z) e T o operador linear tal que
B (z,y) = (Tx,y) para todos z,y € V. Pelo Teorema 19 T é auto-adjunto, logo existe uma base ortonormal
B ={vy,...,v,} para V que diagonaliza T, isto é,

T’Uj = )\j’l}j
com \; € R, para j =1,...,n. Segue que

B Zmivi,Zijj = <T (Z CL‘Z"UZ'> ’Zijj> = Z Y (Tv;,vj)
i=1 j=1 i=1 j=1

4,j=1
n n
= E 'riyj)\i <’U,’,Uj>: E )\Z‘l‘iyj.
i,5=1 i=1

A expressao para q é obtida imediatamente a partir da expressao para B. B
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