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1 ESPACOS VETORIAIS

Exercicio 1.6 Verifique se em cada um dos itens o conjunto V com as operagoes
indicadas é um espagco vetorial sobre R.

Resposta: 1, 2, 3, 4, 5 e 9 sao espacos vetoriais, e 6, 7 e 8 NAO séo espacos vetoriais.



2 SUBESPACOS VETORIAIS

Exercicio 2.26 Verifique se em cada um dos itens o subconjunto W é um subes-

pago vetorial do espago vetorial V.
Resposta:Todos sao subespagos vetoriais de V.

Exercicio 2.27 Diga em cada um dos itens abaixo, se a afirmacao é verdadeira ou

falsa, justificando sua resposta.

1. Se Wy e W, sao subespacos de um espaco vetorial V' entao W7 U W5 é um subespaco
de V.

Resposta: FALSO. Contra-exemplo:

Sejam V = R? um espago vetorial e U = {(z,y) € R*/y = 2} e W = {(z,y) €
R?/y = —z} dois subespacos de V. Note que:

(L)eUcCUUW
(-L,1)eWcCcUUW
mas(1,1)+(=1,1) =(0,2) U UW

Assim, violamos o axioma SV2) que diz que a soma de dois elementos de de um
subespago, deve pertencer ao subespago. Portanto U U W nao é subespaco vetorial

de V.

2. Sejam W; e W, subespagos de um espaco vetorial V. Entao W; U W, é subespaco
vetorial de V' se, e somente se, W, C Wy ou Wy, C W;.

Resposta: FALSO. Contra-exemplo:vide sugestao apostila.

Exercicio 2.28 Em cada um dos itens abaixo encontrar os subespagos U + W e

UNW,onde U e W sao subespacos do espaco vetorial V' indicado.

1. Resposta: U+ W = {(z+2y,y),z,y € R}



Para obtermos U N W note que:

y=20
T =2y
=x=0

Ou seja, UNW = {(0,0)}.

2. Resposta: U+ W = @ c ,a,b.ecd € R
0 b+d

Para obtermos U N W note que:

Ouseja,UﬂWz{(S 2) ,b e R}

3. Resposta: U+ W = {p(t) = (ag + by) + a1t, ap, a1, by € R} Para obtermos U N W
note que:
P'(t) =0= p(t) = b
¢"(t) = 0= q(t) = ap + ast
ag="byea, =0

r(t) eUNW < r(t) = ag
Ou seja, UNW = {r(t) = ap/ap € R} .

Exercicio 2.29 Verifique em cada um dos itens abaixo se V =U & W.

1. Resposta: Note que

3

(y) eUer=—y

(z,y) eW =y
(x,y) eUNW & x=y=0

Ou seja, UNW = {(0,0)}. Portanto V. =U @& W.

2. Resposta: Note que

Ou seja, UNW = . Portanto V=U & W.

o O O
o O O
o O O



3. Resposta: Note que

( p(t) €U & p(1) =ap +ar.1 + a1 +az.1> =0

Sag+at+ar+az3=0ep0)=ay=0
Sart+astas3=0
S a; = —ag — ag
q(t) €W = ¢'(t) =0 < q(t) = ao
Sayr=ay=a3 =0
r(t) eUNW < r(t)=0

\

Ou seja, UNW = {r(t) = 0}. Portanto V. =U & W.

Exercicio 2.30 Em cada um dos itens abaixo, dado U subespago de V', encontrar

o subespaco suplementar de U, isto é, o subespaco W de V tal que V=U @ W.

1. Resposta: V=U+W = (z,y,2) = (z,y,0) + (0,0, 2)
W ={(0,0,2) € R3/2 € R} é o subespago suplementar de U.
Note que (z,y,2) e UNW < x=y=2=0.
UNnwW ={(0,0,0)} e V=UaW

2. Resposta: V =U + W = p(t) = (ap + a1t) + (ast* + ast?)
W = {p(t) = ast® + a3t®/p(t) P3(R)} é o subespago suplementar de U.
Note que p(t) e UNW S ag=a; =as =a3 =0 .
UNW ={p(t)=0teV=UW

3. Resposta: V=U+W=A=B+C=B'+C,onde BeUeCecW,e:
W ={C € M3/A = —A"'} ¢ o subespago suplementar de U.
Note que Ac UNW < A=0

000
UNnwW = 000 eV=UoW
000

4. Resposta:

11
Note que ) = y Sr=y=0
01 Y 0

Assim, U é um subespaco trivial, pois somente a matriz nula satisfaz a condigao
AX = 0. Assim,

0
W ={A € My} e portanto UNW = (()),ousejaV:U@W.



3 COMBINACOES LINEARES

Exercicio 3.12 Para cada um dos subconjuntos S C V', onde V' é o espaco vetorial

indicado, encontrar o subespago gerado por S, isto é [S].
1. Resposta: [S] = R?, pois (z,y) = (x + 2y)(1,0) — y(2, —1).
2. Resposta: [S] = {(z,v,2) € R*/x = y}

3. Resposta: [S] = P(R), pois ag+ait+ast* +azt® = (ag—az) +art+agt* +az(1+3).

4. Resposta: [S] = {(—Oz g) Jy,z € R}.

Exercicio 3.13 Em cada um dos itens abaixo encontrar um subconjunto .S, finito,

que gera o subespaco vetorial W do espaco vetorial V.
1. Resposta: W =[(2,1,0), (0,0, 1)]
2. Resposta: W = [1]

(1 1
3. Resposta: W = 0 , 0 , 00
0 0 10 0 1

o O

4. Resposta: W =

Exercicio 3.14 Em cada um dos itens abaixo encontrar OS subconjunto S do
espago vetorial V' que geram U, W, UNW e U + W.

1. Resposta: U = [(1,0,0),(1,1,1)], W = [(0,1,0), (0,0, )], UNW = [(0,1,1)] e
U+W=[UUW]=](1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)].

6)]

2. Resposta: U = [(—1,1,0),(0,0,1)],)W =[(1,3,0),(0,4,6)], UnW = [(—1,1,
) =

1
eU+W =[UUW] = [(-1,1,0),(1,3,0),(0,0,1)], pois note que (0,4,6
(—1,1,0) + (1,3,0) + 6(0,0,1).



10 01 0 0 11
3. Resposta: U = ACE W = ( ) ,UNW =

0 0 "\0 1) 0

0 0 10 01 0 0 11

00 0 0o/'\10)’\o 1/)7\0 1

4. Resposta: U = [t? + 4% — t + 3,t3 + 5t + 5,33, W = [£3 + 4¢t,t — 1,1],
UNW =[t,83], U+ W = [UUW] = [t3+ 5t + 5,13 + 4t,t — 1, 1], pois

LU+ W =[UUW] =

3t =3(t* +4t) —12(t — 1) — 12.1

4 1 9 14
t3+4t2—t+3:g(t3+5t2+5)+3(t3+4t)—g(t—l)—g.l

Exercicio 3.14=3.15

Exercicio 3.16
1. Resposta: U = [t? — ¢, 3 — ]
2. Resposta: W = [1,]

3. Resposta: UNW = [O]



4 DEPENDENCIA LINEAR

Exercicio 4.19

1 2
1. Resposta: det < 5 1) =7 +# 0, o conjunto é LI.

2. Resposta: a(l+t—t*)+ B2+ 5t —9t*) =0 < a = 3 =0, o conjunto é LI
-1 1 2 0 0 0 — 2 0 0
3. Resposta: « + 0 = & a+2f o = =
0 O -1 0 0 0 -3 0 00
a = =0, o conjunto é LI.

4. Resposta: «(1,2,2,-3) + 5(—1,4,—-2,0) = (0,0,0,0) & a = 5 = 0, o conjunto é
LI.

1 20 -1 -1 -1 0 00 0 00
5. Resposta: |3 0 1| +8]1 0 O O |+~|10 5 7| =100 0] <«
0 0 2 1 1 1 -1 0 1 0 00
a—pF 2a-—0 —p 0 00
3a — 10y 5y o+ Ty =10 0 0] =a=p=v=0, o0 conjunto é
B —r I6; 20+ B+ 7y 000



5 BASE, DIMENSAO E
COORDENADAS

Exercicio 5.31

1. Resposta: (Obs. farei o primeiro detalhadamente para exemplificar)

Primeiro temos que mostrar que cada elemento p(t) = ag+ a1t + ast® + azt® € P3(R)
se escreve de maneira tinica como combinacao linear de 1,1+¢,1—#2,1—t —t> — 3,

ou seja, existem tnicos «, 3,7, 6 € R? tais que:
ap + art + agt® + azt® = al+ B +t) +y(1 —*) + 5(1 —t — 2 — %)

Resolvendo, temos:
a=ag+3a3—ay+as; f=a;—as, v = —ay—azed = —az. Portanto todo elemnto
de P3(R) é combinacao linear de 1,1 +¢,1 — 31 —¢ — > — 3.

Resta mostrar que 1,1 +¢,1 —t2,1 —t — t?> — ¢3 sao LI. Temos que fazer:

arl+ag(1+1) +az(1 —t2) + au(l —t — t* — ¢3) = 0, donde vemos que:

a+B+y+d6=0
B—=0=0
—y—=0=0
—6=0

Desse modo, a = 5 =v7=0 = 0.
Portanto {1,1+¢,1—*1—t—t>— 3} é base para V.

2. Resposta: E base para V.
3. Resposta: E base para V.

Exercicio 5.32

1. Resposta: W =[(1,1,0,-3),(0,0,1,0)] e dimW = 2.

1 1
2. Resposta: W = X , ¥ e dimW = 2.
0 0 0 0

9



3. Resposta: W = [1,t] e dimW = 2.
Exercicio 5.33

1. Resposta:

1

U=[(-1,1,0),(=1,0,1)] e dimU = 2
=[(1,0,0),(0,1,0)] e dimW =2

W =[(~1,0,1),(1,0,0),(0,1,0)] e dim(U + W) = 3
W =[(=1,1,0) e dim(U N W) =1

[ )9

[ e

e[ 1) Yo
o= [(0 )] camwon -

w
i) U +
iv) UN

1v

)
i)
)
)

2. Resposta:

3. Resposta:
i) U=[l] edimU =1
i) W= [ —t] e dimW =1
i) U+ W =[1,*—t] e dim(U+W) =2
iv) UNW =[0] edim(UNW) =0

Exercicio 5.34

-1
1. Resposta: up = | 8
5/ 5
-3
2. Resposta: ugp=1 9
-1
B
—9/11
3. Resposta: ug = | 36/11
-2/11

10



Exercicio 5.35

. Resposta: ug =

. Resposta: up =

|
8

—_—
B
|

Exercicio 5.36

. Resposta: ug =

. Resposta: up =

11



6 MUDANCA DE BASE

Exercicio 6.9
Ver exercicio 7.12 (resolvido).

Exercicio 6.10

1. Resposta:
1 -1 -1
Mg =10 1 0| e Mg =
0 0 1

o o
oS =
T e R

2. Resposta:
3

vo= 1| —4
6

3. Resposta:
6

B = —1
3

4. Resposta:

0
Como M§ = MEME e C = D, segue que M§ = 0| =1, assim M§ = MBI
1

o O =
o = O

e portanto
1 -1 -1

ME=M§=[0 1 0
0 0 1

Exercicio 6.11 Ver exercicio resolvido 7.13.

12



7 EXERCICIOS RESOLVIDOS

13



8 TRANSFORMACOES LINEARES

Exercicio 8.70
1. Resposta: LINEAR
2. Resposta: NAO-LINEAR
3. Resposta: NAO-LINEAR
4. Resposta: LINEAR
5. Resposta: LINEAR
6. Resposta: LINEAR
7. Resposta: NAO-LINEAR
Exercicio 8.71
1. Resposta: X(7T') = {(1,—2)} Interpretacao geométrica: Reta y = —2z.
2. Resposta: X(7T') = {(1,0,2),(0,1,0)} Interpretacao geométrica: Reta z = 2z.
3. Resposta: N(7T") = {(1,—1)} Interpretacdo geométrica: Reta y = —xz.
4. Resposta: X(T') = {(0,0)} Interpretacao geométrica: Ponto na origem (0,0).

5. Resposta: R(7') = {(0,1,0)} Interpretacdo geométrica: Reta correspondente ao

eixo y.
Exercicio 8.72

1. Resposta: XN(T') =[(0,0,1)] e Im(T) =[(1,2,3), (1,1,1)]

o) 6 )

2. Resposta: X(T') = [(1,-2)] e Im(T) = [1]

—2 0\ (0 -2
(7)o )] rmem -

4. Resposta: X(T) =[1] e Im(T) = [1, 2z]

3. Resposta: N(7T') =




. Resposta: X(T) =[1] e Im(T) = [1,2 + 2]

. Resposta: X(T) =

Exercicio 8.73
: T((%,y,Z)) = (21’ + 3y - 72’,31’ —Y-— 22,&3 + 62!)

. Sim, pois Im(T) = [(2,3,1),(3,—1,6), (=7,—2,0)] e portanto dim Im(T) = 3 =
dim R3

. Sim, pois X(7") = [(0,0,0)].

. Sim, pois é injetora e sobrejetora, portanto bijetora.

Exercicio 8.74

. T(p(t)) = 1(ag + as) + t(ag + ay + az) + t*(a; — 2as)

. Sim, pois Im(T) = [1+¢,t+t? 1+t — 2t e portanto dim Im(T) = 3 = dim p*(R)
. Sim, pois X(T") = [0].

. Sim, pois ¢ injetora e sobrejetora, portanto bijetora.

Exercicio 8.75

(" Y)) = r—2y+t 4 — 4y
. z C\20—24+2:42 3z+2z2 )
1 4 -2 -4 00 10
) ) ) e portanto dim Im(T) =
2 3/'\-=2 0 2 1) \2 0
00
00/

. Sim, pois é injetora e sobrejetora, portanto bijetora.

. Sim, pois Im(T') =

4 = dim M*(R)

. Sim, pois X(7T") =

Exercicio 8.76
T(x,y,z,t) = (x—y,0,0,1).

Exercicio 8.77

T(x,y,zt)=(x—y,x—y,t0).

Exercicio 8.78
T(x,y,2) = (0,y,2).

15



Exercicio 8.79

T(xvyaz) = (y_l‘7x_y7y_l‘)

Exercicio 8.80
T(x,y,z) = (2z + 3y, 2z + 2y, 3z, 2x + 2y).

Exercicio 8.81
T(a:,y,z,t,w) = ($+Z—2t,y+z—2t,z—t)

Exercicio 8.82
T(z,y,z,t,w) = (x+2z—2t,y+2z—2t,z—1t).

Exercicio 8.83
T(x,y,2z,t,w) = (x+ 2 — 2ty + 2 — 2t,z — 1).

Exercicio 8.84
T(x,y,z) = (z — 2,9,0,0).

Exercicio 8.85

T(x,y,z,t) = (IL'—Z,y,ZU—Z,t).

Exercicio 8.86
T(z,y) = (z +y,z+2y,2).

Exercicio 8.87

T(x,y)=(x—y,x—y,x—y).

Exercicio 8.88

A matriz candnica de T é dada por

1 -3 =2
T]=10 1 -4
0 0 1

e det([T]) = 1 # 0 portanto [T] é inversivel e portanto 7' ¢ um isomorfismo.

3 14
1 4

0 1
e portanto T~ (z,y,2) = (v + 3y + 142,y + 4z, 2).

16



b)

¢) A matriz canénica de T ¢ dada por

1 0 0
=11 -1 0
2 1 -1

1 0 0
T =[T"'=]1 -1 0
3 -1 -1

e portanto T (z,y, 2) = (v,2 — y,3z —y — 2).

Exercicio 8.89
Primeiro note que 7' é dada por T'(z,y,2) = (¢ + z — y,x,x + z + 2y) e portanto
det([T]) = —4 # 0, portanto [T] é inversivel e T' ¢ isomorfismo. Assim, T (z,y,2) =

(y, 12572 =gy,

Exercicio 8.90

1. Como U = R?, dimU =2eV =[(1,0,0),(0,1,0)], dimV = 2. Portanto dimU =
dimV = sao isomorfos.

2. Como U = Myys, dimU =6 e V = [1], dimV = 1. Portanto dimU # dimV = nao

sao isomorfos.
1
0 , 01 , 00 , dimV = 3. Portanto
00 1 0 0 1

1
(0 8)] , dimU =1eV = [1], dimV = 1. Portanto dimU = dimV

= 530 isomorfos.

3. ComoU =R? dimU =3eV =

dimU = dimV = sao isomorfos.

4. Como U =

Exercicio 8.91

n z,1),se n € par

T"(x,y) = (@9) »
(y,x),se n é impar

Exercicio 8.92

ol (z,y) + BR(z,y) +v5(x,y) = (0,0)

O‘(xv2y) + 5(1‘,1’ + y) +7(O’x) = (070>

17



(a+p)r=0=a+F=0=>a=—p0

2a+ By + (B+7)r=0
=2a+=0ef+v=0
=a=0, =0, vy=0.
Portanto, {T, R, S} é um conjunto L.i.
Exercicio 8.93
Exercicio de demonstragao (fazer).

Exercicio 8.94

(1)

2. [T]:(z 11 3)

Exercicio 8.95

0 0 -2 0
—2 -2 0 -2
1] =
0 0 1 0
0 0 1 0

Exercicio 8.96

Exercicio 8.97
2) Mlpc=(2 1 2/3)

b) [Tle = (-1 —3/2 ~11/6)

Exercicio 8.98

[Sle =T +T+T%c = [Ilc+ [Tlc + [T
3 3 0

Sle=10 3 0
01 1

S(z,y,2) = (3x + 3y, 3y, y + 2).

18



Exercicio 8.99

0 -1 1
Tlpc=10 1 -2
0 0 1
000
Tlp=10 1 0
0 01
0 -1 —1
Tle=10 1 0
0 0 1
Exercicio 8.100
2 =3 1
Tlg=11 1 0
0 1 1
3 2 0
Slp=1[1 -1 -1
1 1 =2
8 =7 3
[SoTp=[56TlE=11 =5 0
3 -4 -1
12 4 =2
S+ 1p=[S]Pg+Uls=|1 3 3
2 -1 4
-5 0 2
T8~ %5 = [T — [S125= | 3 —12 1

1 -1

Exercicio 8.101
T(z,y,2) = (z + 2y + 32,47 + 5y + 2)

T(x,y,z) = (2,9)

T(x,y,2) = (102 + 3y — 32,20 — y + 42)
Exercicio 8.102

Exercicio de demonstragao (fazer).

Exercicio 8.103

Exercicio de demonstragao (fazer).

19



9 AUTOVALORES E
AUTOVETORES

Exercicio 9.29

a) Autovalores : A\ = V2e )\ = —V2.
Autovetores: T'(z,y) = V2(z,y) = (x +y, v —y) = (V21,V2y) =y = x(vV2 — 1)
Assim, V(A1) = [(1,v/2 — 1)] é o autovetor correspondente a \; e V(—=)\;) =
[(1, =2 — 1)] & o autovetor correspondente a \s.

b) Note que T'(z,y, 2) = (2x + 2y + 3z,y + 22,2y + 3z). Pelo mesmo procedimento do
item a) obtemos:
Autovalores: \y =2, Ay =3, \3 = —1
Autovetores: V(A1) = [(1,0,0)], V(X2) = [(5,1,1)] e VI(X3) = [(5,1,—1)]

c) Autovalores: A\; =3, \y =4
Autovetores: (J:’ Y, Z) < V<3) < y = 0, entao v<)‘1) = [(]—’ 0,0, 0)7 (07 0,1, 0)7 (Ou 0,0, 1)]
(x,y,2) e V(4) & x=y=1t=0, entdo V(A\2) =[(0,0,1,0)].

Exercicio 9.30

a) Produto da diagonal principal da matriz (A — AI)

I1 (ai; =N

ij=1

b) Seus polinémios caracteristicos serao idénticos, pois o determinante de matrizes

triangulares corresponde ao produto dos elementos da diagonal principal.
c¢) Fazer a demonstragao por indugao finita sobre n.

d) Fazer a demonstragao.

20



10 DIAGONALIZACAO

Exercicio 10.18

Temos

A= (2 4) :[T]C
3 13

T(1,0) = 2(1,0) + 3(0,1) = (2,3)

pois,

T(0,1) =4(1,0) + 13(0,1) = (4, 13)
Assim, podemos obter agora T'(x,y) = (2x + 4y, 3z + 13y).
Dai, det([T)c — AI) = (2—=X)(13—=)X) — 12 = 0, de onde obtemos \; =1 e Ay = 14.
Obtemos entao os autovetores relacionados a A; e Ay, de modo que
(x,y) € V(1) & x = —4y e assim u; = (—4,1).
(z,y) € V(14) & y = 3z e assim u; = (1, 3).
Temos que {uy, us} formam uma base de R?. Assim a matriz procurada sao M§ e
ME.
Obtemos primeiro ME, pois é mais fécil e depois calculamos sua inversa para obter

M§. Usaremos a base C' = {(1,0),(0,1)} canénica ja utilizada acima:

(=4,1) = —4(1,0) + 1(0, 1)
(1,3) = 1(1,0) + 3(0, 1)

De modo que,

21



e _ (313 1/13
P\ 113 4/13

1 0
g = egmens? = ) 1)

De modo que

¢ uma matriz diagonal.

b) Com o mesmo procedimento descrito acima obtemos o polinémio caracteristico :
A2 — 4\ + 7 = 0, de modo que nao existem raizes reais que o satisfacam, portanto

A nao é diagonalizavel.

Exercicio 10.19

a) anélogo ao b) (diagonalizével)
b) feito em sala

Exercicio 10.20

a) (diagonalizavel)

b) (diagonalizavel)

22



