Isomorfismo, Automorfismo
e Matriz de Transformacao Linear
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Definicao

Diremos que uma transformacdo linear T : U — V é um
isomorfismo, quando ela for bijetora. Quando U = V/, diremos que

T é um automorfismo.

Definicao

Diremos que os espacos vetoriais U e V' s3o isomorfos, se existir
um isomorfismo T : U — V.
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Exemplos

Q@ T :U— Udada por T(u) = u.

Q@ T :R"— P,_1(R) dada por
T(x1,. ., %) =x1+Xxt+ -+ xpt" L
© T : Myxn — R™ que associa a cada matriz A = (a;) de Mpmxn 0
seguinte elemento de R™”

(311,...,31,,,...,aml,...,am,,).
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Exercicio 1: Verifique se
T(x,y,z2)=(x—y,x—z,z—y)

é um automorfismo de R3.

Solugédo: Obseve que se T(x,y,z) = (0,0,0), entdo

x—y=0
x—z=0 —X=y=2z
z—y=0

Logo, T n3o é injetora, pois T(1,1,1) =(0,0,0).

Assim, T n3o é um isomorfismo.
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Proposicao

Se T : U — V for um isomorfismo e U tiver dimensao finita, entdo

dim U = dim V.

| A

Demonstracao.

Como T € injetora, temos

N(T)={0} = dimN(T)=0.
Como T é sobrejetora, vale

T(U)=V =dimT(U) =dimV.
Segue do Teorema do Nucleo e da Imagem, que

dim U = dim N(T) + dim T(U) = 0 + dim V.

A\
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Corolario

Se T : U — V for um isomorfismo e V tiver dimens3o finita, entdo

dim U = dim V.

| A

Demonstracao.

Como T é bijetora, T possui inversa T 1.
Além disso, T~!: V — U é um isomorfismo e dim V é finita.

Assim, pela proposicao anterior, temos

dim U = dim V.

A
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Proposicao

Sejam U e V espacos vetoriais tais que

| dimU=dimV =n. |

Se uq,...,u, for uma base de U e v1, ..., v, for uma base de V/, entio

T(arus + -+ apup) =aqvi + -+ vy, ag,...,0, ER,

definird um isomorfismo entre U e V.
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Coroldrio

Sejam U e V espacos de dimensio finita. Entdo U e V serdo isomorfos

se e somente se

dimU =dimV = n.

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Coroldrio

Sejam U e V espacos vetoriais tais que
dmU=n e dmV =m.

Ent3o L(U, V) € isomorfo a My, p.

Demonstracao.

| A\

Sabemos que, se dim U = n dim V = m, entdo
dim L(U, V) = mn = dim M,» .

Pelo coroldria anterior, segue que L(U, V') é isomorfo a M« p. O

\
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Matriz de uma Transformacao Linear
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Sejam U e V espagos vetoriais de dimens3o finita.

Fixemos bases B = {uy,...,u,} de Ue C ={vy,...,vp} de V.

Se T € L(U, V), poderemos escrever

T(w) = anuvi+- -+ amiVm,
T(w) = awpvi+--+ amVm,
T(Un) = aipvi+ -+ amnVm,
ou seja, T(uj) = ayjvi + -+ am,Vm, j=1,...,n
A matriz
a1 d12 ... dip
a1 a2 ... din
e Mm><n
dmi am?2 e dmn

é chamada de matriz da transformacao 7 com relacao as bases B e
C e é denotada por [T]g,c.
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Exercicio 2: Encontre a matriz de T : R? — R? dada por
T(Xa)/7z) = (X+.an_Z)

com relagdo as bases canénicas de R3 e R2.

Solucao: Temos

Assim,
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Propriedades.

Sejam U e V espagos vetoriais de dimens3o finita com bases B e C
respectivamente.

Q SeT,Sel(U,V)e )\ pu€eR, entdo
AT + uSle,c = A[Tlg,c + p[S]s,c.
@ Se T € L(U, V) for a transformacéo nula, ent3o

[Tlg,c =0.
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Propriedades.

Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita com bases B e C

respectivamente
© Se T € L(U, V) possui inversa T~ 1, entdo

[T e =I[Tlgx.

Q T e L(U, V) é um isomorfismo se e somente se [T]|g c possui
inversa.

@ Se T eL(U,V)eue U entdo

T(U)C = [T]B7(_‘UB.
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Proposicao

Sejam U, V' e I/ espacos vetoriais de dimenso finita com bases B, C e
D respectivamente. Se T € L(U,V) e S € L(V, V), entdo

[50 T]B,D = [S]C,D[T]B,C'
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Sejam V' um espaco de dimens3o finita e B e C bases de V.

@ Sel € L(V) é a identidade de V, entdo

[ls.c = ME.

@ SeT e L(V), entdo

[Tlc.c = ME[T]g,eMS§.
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Exercicio 3: Considere, B = {(1,1),(1, 1)}, uma base de R2. Seja

T € L(R?) tal que
10
T = .
o (5 9

Encontre [T]c.c, onde C é a base candnica de R
Solucao:

Como

(1,0) = (LD + 5(1,-1) e (0.1) = 5(1,1)~5(1,-1),

obtemos
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Solugédo (continuagdo). Assim,

[Tlc.c = ME[T]e.eMs =
1 1)\ (10 3\ (3 2
1 -1)\0 5 -1 \-2 3 )

T(x,y) = T(x(1,0) + y(0,1)) = xT((1,0)) + yT((0, 1))

NI= N=

Note que

= x(3(1,0) — 2(0,1)) + y(—2(1,0) + 3(0,1)) =
=x(3,-2) + y(-2,3) = (3x—2y,3y—2x).
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Exercicio 4: Verifique se T : R? — P;(R) dada por
T(a,b) =a+ (a+ b)x

é um isomorfismo.

Solucéo: Consideremos as bases candnicas de R? e P;(R).

Como T(1,0) =1+1-xe T(0,1)=0-+1-x, a matrizde T com
relacdo a estas bases é dada por

()

Como a matriz acima possui inversa, segue-se que T é um isomorfismo.
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