Composicao de Transformacoes
Lineares, Nucleo e Imagem
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Sejam U,V e W espacos vetoriais. Se T € L(U, V) e
S e L(V, W) definimos a composta

SoT:U— W

por
So T(u) = S(T(u)), YueU.
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Exercicio 1: Considere T,S € L(R?) dadas por

T(y)=(x+.0) e S(xy)=(x2).
Encontre ToSeSoT.

Solucao:
ToS(x,y)=T(5(x,y)) = T(x,2y) = (x +2y,0).
SoT(x,y)=5(T(x,y)) = S(x+y,0) = (x+y,0).

Note que

‘ TOS#SOT.‘
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Definicao

Se T € L(U), definimos:
e TI=T;

@ T"=ToT" Y paran>2.

Definicao

T € L(U) serd chamada de nilpotente, se existir n € Z, n > 0, tal que

T"=0.

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Exemplos
@ A transformacdo nula é nilpotente.
e T :R?— R? dada por

T(x,y) =(0,x)
é nilpotente. De fato, note que

T2(x,y) = T(T(x,y)) = T(0,x) = (0,0).

e T :R?— R? dada por
T(x,y) = (x,0)
nao é nilpotente. De fato, note que
T"(x,y) = T"H(T(x,y)) = T"7(x,0) = (x,0)

para todo n € Z, n > 0.
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Propriedades
Q SeTel(U,V)eSelL(V,W), entdo
SoT e L(U,W).
Q SeTel(UV),Sel(V,W)eReL(W,X), entdo
(RoS)oT=Ro(SoT).
Q SeS, Tel(U,V), RelL(V,W), entdo
Ro(S+T)=RoS+RoT.

Q Se T eL(U,V)ely € L(V) for a identidade em V/, isto §,
I(v)=v,Vv eV, elyeL(U)éa identidade em U, entdo

lyoT=T e Toly=T.

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Definigao

Diremos que T € L(U, V) possui inversa, se existir S : V — U tal que
@ SoT(u)=u, Yuel,;
@ ToS(v)=v, VveV.
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Proposicao

Se T € L(U, V) possuir uma inversa, entdo esta inversa serd tinica.

Demonstracido.

Suponha que T possua inversas R, S € L(V, U). Como

v=(ToR)(v), VYveV
u=(SoT)(u), Vuel,

temos
sv 9 s(ToR))
- So(ToR)(v)
Propriedade 2 (So T)(Rv)
Rel® Ry VveV.

Portanto S = R.
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Observacao

Denotaremos a inversa de T por T—1.

Definicao

Uma transformagao linear T : U — V serd

@ injetora, se

© bijetora, se for injetora e sobrejetora.
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Uma transformagdo linear T : U — V serd injetora se e somente se

T(u)=0 = u=0.

2
| A\

Demonstracao

Sabemos que T(0) =0, pois T é linear. Suponha que T seja injetora.
Portanto, se T(u) =0, entdo T(u) = T(0) e, como T é injetora, temos
u=0.

Reciprocamente, suponha que

T(uy=0 = u=0.
Agora, se T(u) = T(v), entdo T(u— v) = 0. Mas, por hipétese,
u—v=_0,isto é u=v. ]

N
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Proposicao

T € L(U, V) possuird inversa se e somente se T for bijetora.
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Demonstracao.

Suponha que T possua inversa. Queremos mostrar que T é bijetora.
@ T éinjetora,
De fato, se T(u) = T(v), entdo
u=THT(u)=THT(v))=v
e, portanto, T é injetora.
@ T é sobrejetora

Dado v € V, temos T(T1(v)) = v e, portanto, T é sobrejetora.
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Demonstracdo (continuagao).

Suponha agora que T seja bijetora. Queremos mostrar que T possui

inversa.
Como T é sobrejetora, dado v € V, 3! u, € U tal que v = T(uy).
Defina S : V — U por S(v) = u,. Mostremos que S é a inversa de T.

Se v € V, entdo
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Demonstragdo (continuagdo).

Por outro lado, se u € U, entao
S(T(v) =,
em que v’ € o lnico elemento em U tal que

T(J) = T(uv).

Como T é injetora, temos v’ = u e, assim,

(SoT)(u)=S(T(v))=d = u.
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Proposicao
Se T € L(U, V) possui inversa T~ : V — U, entdo T~ € L(V, U).

Demonstracao.

Exercicio ]
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Nicleo e Imagem
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Definicao

Seja T : U — V uma transformacdo linear.

@ Se X C U, definiremos a imagem de X por T como sendo o
conjunto
T(X)={T(x);x € X}.

@ Se Y C V, definiremos a imagem inversa de Y por T como sendo o
conjunto
TYY)={ue U;T(u)€ Y}
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Seja T : U — V uma transformacdo linear. Temos

@ Se W for um subespago vetorial de U, entdo T(W) serd um

subespago vetorial de V.

@ Se W for um subespago vetorial de V, entdo T (W) serd um

subespaco vetorial de U.
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Demonstracao.

(1) Seja W é um subespaco vetorial de U. Queremos mostrar que
T(W) é um subespaco vetorial de V.

Como 0 € W, entdo 0= T(0) € T(W).

Se x,y € T(W), entdo existirdo u, w € W tais que
x=T(u) e y=T(w).
Como W é um subespaco vetorial, temos que, para qualquer A € R,

u+we W.

Desse modo

X+Ay=TW)+AT(w)=T(u)+ T(Aw) = T(u+ w) € T(W).
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Demonstracdo (continuagao).

(2) Seja W é um subespaco vetorial de V. Queremos mostrar que
T-Y(W) é um subespaco vetorial de U.

Como T(0)=0€ W, temos 0 € T} (W).
Se x,y € T (W), entdo T(x), T(y) € W.
Como W é um subespaco vetorial, temos
T(X)+AT(y)e W, VieR
Mas
Tx+Ay)=T(x)+AT(y) e W

e, portanto,
x+ Ay € T"HW).
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Definicao

O nticleo de uma transformacéo linear T : U — V € o subespaco vetorial

T-1({0}), ou seja, é o conjunto

{ue U; T(u)=0}.

Denotaremos o niicleo de T por N(T).

| A

Observacdo

Note que N(T) é um subespago vetorial de U.
De fato, sejam u,v € N(T) e A € R. Entdo

T(u+Av)=T(w)+AT(v)=0 = u+AveN(T).

Além disso, sabemos que T(0) = 0 e, portanto, 0 € N(T).

A

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Proposicao

Seja T : U — V uma transformacg3o linear. Entdo T serd injetora se e
somente se
N(T) = {0}.

Demonstragao.

Ja provamos que T serd injetora se e somente se
T(u)=0 = u=0.

Mas isso implica que
N(T) = {0}.
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Exercicio 2: Seja § € R. Encontre o nicleo da transformagao linear
T : R? — R? dada por

T(x,y) = (xcos@ — ysend, xsenf + y cos0).

Solucao: Por definicdo,

(x,y) e N(T) <= T(x,y)=(0,0)
<= (xcosf — ysend, xsend + y cosf) = (0, 0)
xcosf® — ysenf =0
—
xsenfl + ycosf =0
= (xy)=1(0,0).
Portanto,

N(T) = {(0,0)}.
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Teorema (Teorema do Niicleo e da Imagem)

Sejam U e V espacos vetoriais T : U — V uma transformacio linear.
Suponha que U tenha dimenséo finita. Temos

dim U = dim N(T) + dim T(U).
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Demonstracao.

Note que N(T) é espago vetorial de dimens3o finita, ja que N(T) C U e

de U é . Entdo, podemos tomar p = dim N(T) .
@ Se p > 1, tomamos By = {u1,...,u,} uma base de N(T).
Pelo Teorema do Completamento, tais que
={u1,...,up, vi,...,V,} forma uma de
@ Se dim N(T) = 0, tomamos os vetores v1,..., v, de modo a

formarem uma base de U.

Ent3o, em ambos os casos, temos =p+aq.
Resta mostrar que dim T(U) = q.

Mostraremos que T(vi),..., T(vq) formam uma base de T(U).
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Demonstragdo (continuacdo).
@ T(wv1),..., T(vq) sdo L.
Se a1 T(v1)+ -+ agT(vq) =0 entdo
T(oavi+---+aguy) =0 = avi+---+agv, € N(T).
Desta forma, existem f31,..., 3, € R tais que

vy + o agVvg = Brur -+ Bplp,

isto é,
Bruy + -+ Bpup—avi — - —agqv, = 0.
Como uy,...,up, vi,..., v, formam uma base de U, temos
o=-=ag=p0=--=0F,=0.
Portanto, T(v1),..., T(vq) sdo linearmente independentes.
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Demonstragdo (continuacédo).
@ T(w1),..., T(vq) geram T(U).

Seja v € T(U). Logo, existe u € U tal que T(u) = v.

Como uy,...,Up, Vi,..., Vv, formam uma base de U, existem

a1,...,0q,01,...,0p € R tais que
U=aity + -+ aplp+ S1vi+ -+ Bgvg.
Assim,
v=T(u)=T(arug + -+ apup+ frvi + -+ Bqvy)
= T(un)+-+apT(up)+B1T(v1)+ -+ BqT(vq)
=6T(n)+ -+ GgT(vg),

jaque ug,...,up € N(T).
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Corolario

Se U e V forem espacos vetoriais de dimensao finita tais que

| dim U =dim V|

ese T : U — V for uma transformacdo linear, entio as seguintes

condi¢des serdo equivalentes:
© T é sobrejetora;
@ T € injetora;
© T € bijetora;

Q T leva bases de U em bases de V/, isto €, se uq, ..., u, for uma base
de U, entdo T(u1),..., T(uy,) serd uma base de V.
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Demonstracao.
@ Se T for sobrejetora, entdo T serd injetora.

Se T for sobrejetora, entdo T(U) = V. Pelo teorema anterior,

dmU = dimN(T)+dim T(U)
= dimN(T)+dimV
"2 dim N(T) + dim U
= dimN(T) =
= N(T)= {0}

Portanto, T é injetora.
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Demonstracdo (continuacdo).
@ Se T for injetora, entdo T serd bijetora.
Se T for injetora, entdo dim N(T) = 0. Pelo teorema anterior,
dim U = dim T(U).
Como dim U = dim V e T(U) é um subespago de V/, temos
dimT(U)=dimV = T(U)=V,

isto é, T é sobrejetora. Dessa forma, T é bijetora.
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Demonstracdo (continuagao).
@ Se for bijetora, entdo T levard bases de U em bases de V.

Suponha que T seja bijetora. Seja By = {uy, ..., u,} uma base de U.
Precisamos mostrar que B, = {T(u1),. .., T(u,)} é uma base de V.

Q T(uw),..., T(u,) sdo L.l
Se a1 T(uy) 4+ -+ a,T(u,) =0, entdo
T+ +apu,) =0 = ayu+-+ayu, € N(T).
Como T é injetora temos N(T) = {0} e, consequentemente,

oarup + -+ apu, =0.

Como uy, ..., u, formam uma base de U, temos oy = -+ = «,, = 0.
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Demonstracdo (continuagao).
Q T(w),..., T(u,) geram V.

Seja v € V. Como T é sobrejetora, existe u € U tal que v = T(u).

Escrevendo u como ayuy + - -+ + apu,, vemos que
v=T(aru + -+ apuy) =1 T(u) + -+ an T (uy),

isto é, T(u1),..., T(u,) geram V.

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Demonstracdo (continuagao).
@ Se T levar bases de U em bases de V, entdo T serd sobrejetora.

Seja By = {uy,...,u,} uma base de U.
Por hipétese, T(uy),..., T(u,) formam uma base de V.

Assim, dado v € V existem aq,...,a, € R tais que

v=a1T(un)+ -+ a,T(up).

Deste modo,
vV = T(alul =+ 4 anun) - T(U),

para u = ayui + - - - + apu,, isto é, T é sobrejetora.
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Exercicio. Sejam
1 2

0 1
e T : My, — M, dada por

T(X) = AX — XA

Encontre o nicleo e a imagem de T.
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Solucao:

Nicleo: X € N(T) <= AX = XA.

X = (a b) .
c d
Entdo X € N(T) se e somente se

1 2 a b\ [a b 1 2
0 1)\c d) \c d)\0 1)’
a+2c b-+2d _(a 2a+ b

c d “\e 2c+4d)’

Seja

isto é,
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Solucgdo (continuagdo).

0 que equivale a

a+2c=a
b+2d=2a+b
<~— ¢c=0 e a=d
c=c¢
d=2c+d

Portanto,
X — a b _ 1 0 ‘b 01 .
0 a 0 1 0 0

Dessa forma, o nicleo de T é o subespaco vetorial gerado pela base

(note que as matrizes sdo l.i.) formada pelas matrizes

o))
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Solucdo (continuagdo).

Imagem: Y = <X y> €ET(M) =3I X= (a fl) tal que
c

z t

Y = AX — XA.

Ent3o devemos ter

=626

_[a+2c b+2d [a 2a+b) (2c 2d-2a
N c d c 2c¢+d] \o —2c
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Solugdo (continuacao).

ou seja, a imagem de T é gerada pela base (note que as matrizes s&o |.i.)

formada pelas matrizes

10e01
0 -1 0 0
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Uma outra maneira para encontrar uma base da imagem de T é fazer uso
da prova do Teorema do Nicleo e da Imagem. Isto é, sabemos que

Nt

formam uma base do niicleo de T a qual, como no referido teorema,

completamos até uma base de M, como, por exemplo,

oo e Ge) )

€, pelo mesmo teorema,

(G 9)-6 %) (6 9)-6 )

formam uma base da imagem de T.
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Definicao

Diremos que T € L(U) € idempotente, se

T>=T.
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Exemplos.
© /: U — U, aidentidade de U é idempotente.
@ T :R? — R? dada por
T(x,y) = (x,0)
¢é idempotente. De fato, note que

T2(x,y) = T(x,0) = (x,0) = T(x,).
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Proposicao

Se T € L(U) for idempotente, entio

U=TU)® N(T).
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Demonstracao.

Dado u € U podemos escrever
u=T(u)+ (v— T(v)).
Claramente, T(u) € T(U) e
T(u— T(u) = T(u) — T*(u) = T(u) — T(u) =0.
Logo, U = T(U) + N(T) e resta mostrarmos que a soma é direta.

Seue T(U)NN(T), entdo existird v € U tal que u= T(v) e T(u) =0.

Porém, como T = T2, temos
u=T(v)=T?(v)=T(T(v)) = T(v) =0,

ou seja,
T(U)NnN(T) = {0}.
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