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Definição

Sejam U e V espaços vetoriais. Diremos que uma função T : U → V é

uma transformação linear se forem verificadas as seguintes condições:

1 T (u + v) = T (u) + T (v), ∀ u, v ∈ U;

2 T (λu) = λT (u), ∀ u ∈ U, ∀λ ∈ R.
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Observações

1 T : U → V é uma transformação linear se e somente se

T (λu + µv) = λT (u) + µT (v),

para todo u, v ∈ U, λ, µ ∈ R.

2 T (0) = 0, ou seja, toda transformação linear de U em V leva o

elemento neutro de U no elemento neutro de V .
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Exemplos:

1 T : U → V dada por

T (u) = 0 ∀u ∈ U

é chamada de transformação nula.

2 T : U → U dada por

T (u) = u, ∀u ∈ U

é chamada de transformação identidade.

3 T : Pn(R)→ Rn+1 dada por

T (a0 + a1x + . . .+ anx
n) = (a0, . . . , an).
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Exemplos (continuação):

4 Se A ∈ Mm×n é uma matriz dada, definimos T : Mn×1 → Mm×1 por

T (X ) = AX .

5 T : C ([0, 1];R)→ R dada por

T (f ) =

∫ 1

0

f (x) dx , ∀f ∈ C ([0, 1];R).

6 T : C 1([0, 1];R)→ C ([0, 1];R) dada por

T (f ) = f ′, ∀f ∈ C ([0, 1];R).
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Exemplos:

Funções entre espaços vetoriais que NÃO são transformações lineares:

1 T : R3 → R dada por

T (x , y , z) = x + y + z + 1.

Note que T (0, 0, 0) = 1 6= 0.

2 T : C ([0, 1];R)→ R dada por

T (f ) =

∫ 1

0

|f (x)| dx , ∀f ∈ C ([0, 1];R).

De fato, se T fosse linear deveŕıamos ter

T (−f ) = −T (f ), f ∈ C ([0, 1];R). (1)

Por outro lado, se f (t) = 1 para todo t ∈ [0, 1] temos

T (−1) = 1 = T (1),

o que contradiz (??).
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Proposição

Seja U um espaço vetorial com base {u1, . . . , un}. Toda transformação

linear T : U → V ficará determinada por T (u1), . . . ,T (un), ou seja,

conhecidos estes vetores, conhece-se T (u) para qualquer u ∈ U.

Demonstração.

Já que u1, . . . , un formam uma base de U, dado u ∈ U existem α1, . . . ,

αn ∈ R tais que

u = α1u1 + . . .+ αnun.

Deste modo,

T (u) = T (α1u1 + . . .+ αnun) = α1T (u1) + . . .+ αnT (un).
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Exerćıcio: Encontre uma transformação linear T : R2 → R2 tal que

T (1, 2) = (3,−1) e T (0, 1) = (1, 2).

Solução: Note que (1, 2) e (0, 1) formam uma base de R2.

Se (x , y) ∈ R2, então

(x , y) = x(1, 2) + (y − 2x)(0, 1).

Assim, a transformação T deve satisfazer

T (x , y) =T (x(1, 2) + (y − 2x)(0, 1))

=xT (1, 2) + (y − 2x)T (0, 1)

=x(3,−1) + (y − 2x)(1, 2)

=(x + y , 2y − 5x).
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Exerćıcio (continuação):

Falta verificar que

T (x , y) = (x + y , 2y − 5x)

é uma transformação linear.

De fato, sejam (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 e λ ∈ R. Assim,

T ((x1, y1) + (x2, y2)) = T (x1 + x2, y1 + y2) =

(x1 + x2 + y1 + y2, 2(y1 + y2)− 5(x1 + x2)) =

(x1 + y1, 2y1 − 5x1) + (x2 + y2, 2y2 − 5x2) = T (x1, y1) + T (x2, y2).

Tλ(x1, y1) = T (λx1, λy1) = (λx1 + λy1, 2λy1 − 5λx1) =

λ(x1 + y1, 2y1 − 5x1) = λT (x1, y1).
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O Espaço Vetorial L(U ,V )
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Sejam U e V espaços vetoriais. O conjunto de todas as transformações

lineares

T : U → V

é denotado por

L(U,V ).

Quando U = V usamos a notação

L(U) = L(U,U).
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Proposição

Sejam T ,S ∈ L(U,V ) e λ ∈ R. Defina

T + S : U → V por

(T + S)(u) = Tu + Su, ∀u ∈ U.

λT : U → V como

(λT )(u) = λ(Tu), ∀u ∈ U.

Então L(U,V ) com as operações acima é um espaço vetorial.

Observação

Note que o elemento neutro da adição é a transformação nula, isto é,

T ∈ L(U,V ) definida por T (u) = 0, para todo u ∈ U.
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Definição

Seja U um espaço vetorial. Definimos o espaço dual de U como sendo

U ′ = L(U,R),

isto é, U ′ é formado pelas transformações lineares T : U → R.

Estas transformações lineares também são chamadas de funcionais

lineares definidos em U.
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Teorema

Se U é um espaço vetorial de dimensão n e V é um espaço vetorial de

dimensão m então L(U,V ) tem dimensão mn.
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Demonstração.

Sejam B1 = {u1, . . . , un} uma base de U e B2 = {v1, . . . , vm} uma base

de V . Para cada 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m defina

Tij(β1u1 + . . .+ βnun) = βivj , β1, . . . , βn ∈ R.

Note que

Tij(uk) =

vj se i = k

0 se i 6= k
.
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Demonstração (continuação).

Verifiquemos que Tij é uma transformação linear para quaisquer

i = 1, 2, . . . , n e j = 1, 2, . . . ,m.

Tij(w1 + w2) = Tijw1 + Tijw2, ∀ w1,w2 ∈ U.

Sejam β1, . . . βn, γ1, . . . , γn ∈ R tais que

w1 = β1u1 + . . .+ βnun ∈ U e

w2 = γ1u1 + . . .+ γnun ∈ U.

Então

Tij(w1 + w2) = Tij((β1u1 + . . .+ βnun) + (γ1u1 + . . .+ γnun))

= Tij((β1 + γ1)u1 + . . .+ (βn + γn)un)

= (βi + γi )vj = βivj + γivj

= Tij(β1u1 + . . .+ βnun) + Tij(γ1u1 + . . .+ γnun)

= Tijw1 + Tijw2.
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Demonstração (continuação).

Tij(λw1) = λTijw1, ∀ w1 ∈ U e ∀ λ ∈ R.

De fato,

Tij(λw1) = Tij(λ(β1u1 + . . .+ βnun))

= Tij(λβ1u1 + . . .+ λβnun)

= λβivj

= λTij(β1u1 + . . .+ βnun)

= λTijw1.

Mostremos que os Tij , com 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m, formam uma base de

L(U,V ).
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Demonstração (continuação).

Tij são L.I..

Se
∑n

i=1

∑m
j=1 aijTij = 0 então, para cada 1 ≤ k ≤ n,

0 =
n∑

i=1

m∑
j=1

aijTij(uk) =
m∑
j=1

n∑
i=1

aijTij(uk).

Agora, como

Tij(uk) =

vj se i = k

0 se i 6= k
,

obtemos
m∑
j=1

n∑
i=1

aijTij(uk) =
m∑
j=1

akjTkj(uk) =
m∑
j=1

akjvj .

Como v1, . . . , vm são L.I., então

ak1 = . . . = akm = 0.

Portanto T11, . . . ,Tnm são L.I..
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Demonstração (continuação).

Tij geram L(U,V ).

Seja T ∈ L(U,V ). Se u ∈ U, então

u = β1u1 + . . .+ βnun,

para certos números reais β1, . . . , βn.

Como T é linear,

T (u) = β1T (u1) + . . .+ βnT (un).

Como T (ui ) ∈ V , podemos escrever, para cada 1 ≤ i ≤ n,

T (ui ) = α1iv1 + . . .+ αmivm.
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Demonstração (continuação).

Porém, como para quaisquer 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, temos

Tij(u) = βivj ,

então

T (u) = β1T (u1) + . . .+ βnT (un)

= β1(α11v1 + . . .+ αm1vm) + . . .+ βn(α1nv1 + . . .+ αmnvm)

= α11β1v1 + . . .+ αm1β1vm + . . .+ α1nβnv1 + . . .+ αmnβnvm

= α11T11(u) + . . .+ αm1T1m(u) + . . .+ α1nT1n(u) + . . .+ αmnTnm(u),

ou seja

T = α11T11 + . . .+ αm1T1m + . . .+ α1nT1n + . . .+ αmnTnm.
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Corolário

Se V for um espaço de dimensão n, então o seu dual também terá

dimensão n.
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Observação

Seguindo os passos da demonstração do teorema, se u1, . . . , un formarem

uma base B de U,então os funcionais lineares

f1, . . . , fn : U → R

dados por

fj(u) = fj(α1u1 + . . .+ αnun) = αj , j = 1, . . . , n,

formarão uma base de U ′, chamada de base dual da base B.
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Exerćıcio: Seja

B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}

uma base de R3. Encontre a base dual de R3.

Solução: Dado (x , y , z) ∈ R3, temos

(x , y , z) = z(1, 1, 1) + (y − z)(1, 1, 0) + (x − y)(1, 0, 0).

Assim, a base dual de R3 é dada pelos funcionais lineares f1, f2 e f3, em

que

f1(x , y , z) = z , f2(x , y , z) = y − z e f3(x , y , z) = x − y .
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