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Definicao

Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado.
@ Se V = {0}, definiremos a dimensio de VV como sendo 0.

@ Se V +# {0} definiremos a dimensio de V' como sendo o nimero de

elementos de uma base qualquer de V.

Usaremos o simbolo dim V' para designar a dimensio de V.

Definicao

Se um espaco vetorial ndo for finitamente gerado, diremos que V' possui

dimensao infinita.
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Proposicao

Todo espaco vetorial de dimensdo infinita possui uma infinidade de
vetores L.I., ou seja, existem vetores u;, j € N, de modo que a sequéncia

uy,...,Up

€ L.I para todo n € N.
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Demonstracao.

Seja V um espaco vetorial de dimens3o infinita.
Claramente V # {0}.

Selecione u; € V, u; # 0.

Como V nio é finitamente gerado, V # [uy].
Assim, podemos tomar u, € V tal que up & [u4].

Desta forma, os vetores u; e uy sio L.I.
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Demonstracdo (continuagao).
Suponha que tenhamos encontrado vetores vy, ..., u, € V L.I..

Como V néo ¢ finitamente gerado, vale

Assim, é possivel escolher u, 1 € V tal que

Up+1 € [ula" .,Un],

isto €, os vetores
U17-~-aunaun+1 € V

s3o L.l

Em resumo, existe em V uma sequéncia infinita de vetores L.I..
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Proposicao

Em um espaco vetorial de dimensdo m qualquer sequéncia de vetores

com mais de m elementos € L. D..
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Demonstracao.

Ja vimos que, se um espaco vetorial V tiver dimensdo m, entdo toda

base de V possuirda m elementos.
Sejam B ={u1,...,Un} uma basede Ve vy,...,vpp1 € V.
Entdo, Vi=1,...,m+1,Ja; c R, 1< )< m, tais que

m
Vi = QiU+ -+ amiid,m = E Qjil;j.
Jj=1
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Demonstragdo (continuagdo).
Se 3 e R, 1 <j<m+1, forem tais que
0=01vi+- -+ Bmt1Vms1

entdo

m m
0=75 E Qjilj+ -+ Byt E Ajm41Uj
Jj=1 Jj=1

m m
= E Biaji | uy + -+ E Bmt1jme1 | Um
=1 =1

m
E “Bjuj,-:o, Vi=1,...,m+1. (1)
=1
Como (1) é um sistema linear homogéneo com m equagdes e m + 1
incdégnitas, pelo menos um dos 3; é ndo nulo.

Logo, v1,...,Vmyt1 sdo L. D. e, portanto, qualquer subconjunto de V/,
com mais de m elementos, também serd L.D..
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Corolario

Sejam V' um espaco vetorial de dimensdo finita e W C V' um subespaco
vetorial de V. Entdo W tem dimenséo finita.

Demonstracio.

| A

Suponha que W tenha dimens3o infinita.
Entdo W possui uma infinidade de vetores L. |..
Como estes vetores também s3o L. I. em V, entdo V também possuira

uma infinidade de vetores L. |..

o que contradiz o fato de V' ter dimensao finita. [

N
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Corolario

Se V for um espaco vetorial n-dimensional e uy, ... ,u, € V forem L.I.,
entdo uy,. .., u, formam uma base de V.
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Teorema (Teorema do Completamento)

Seja V. um espaco vetorial de dimensdo n. Se os vetores uy, ..., u, forem
L.l.emV, comr < n, entio 3 u,.1,...,u, € V tais que uy, ..., u,,
Upy1, ..., U, formam uma base de V.
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Demonstracao
Como r < n, existe u,41 € V tal que uy,...,u,, u41 sdo L1,

pois caso contrario os vetores uq, ..., u, formariam uma base de V/, o que
é impossivel ja que
dmV =n>r.

Temos dois casos:

e n=r+1 = uwu,..., U, U1 formam uma base de V.

@ n>r+1 = Ju,p e Vtal que
Uy .ooyUpyUpy1, Uprp sdo L1

pois caso contrario a sequéncia uy, ..., U,, U,+1 Seria uma base de V|

o que é impossivel, jd que dmV =n > r+ 1.
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Demonstragdo (continuagao).
Repetindo os argumentos anteriores, encontramos vetores
U1, Upg2y - ooy Urpk,

com r + k = n, de forma que

Uy ooy UpyUpyy ey Upyg Sdo L.l

e, como
dimV =n=r+k,

esta sequéncia de vetores é uma base de V' que contém os vetores

u,...

)

) Ur-
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Exemplos

Q dmR" = n.
J& vimos que B = {ey,...,e,} é uma base de R", em que
er = (1, ,0), & =(0,1,0,...,0),...,e,=(0,...,0,1).

@ A dimensio de P( ) é infinita.

Ja vimos que P(R) n&o é finitamente gerado e que

P(R) = [1,x,x?,...].
Q dimP,(R) =n+1.
Ja vimos que P,(R) = [1,x,x%,...,x"]
e, portanto,

B={1,x,x*...,x"}

é uma base de P,(R) que contém n + 1 elementos.
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Exemplos

Q dim My n(R) = mn.

Note que as matrizes

Kyl
Ak,/ = (5i,j )1§i§m»
1<j<n

k=1,...,m I=1,...,n em que

formam uma base de M« .
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Exemplos Para ilustrar o exemplo anterior:

o
o
o
o
o
o
o
o
o

o
o
o

mxn mxn mxn
0 o0 0 0 0 0 0 o0 0
1 0 0 0 1 0 0 o0 1
0 o0 0 0 0 0 0 0 0

o
o
o

mxn mxn mxn
0o o0 0 0 o0 0 0 0 0
0 0 0 0o o0 0 0 0 0

o
o
o

mxn mxn mxn

formam uma base de M, ,(R).
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Dimensao da Soma de Subespacos Vetoriais
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Teorema (Dimens3o da soma)

Seja V' um espaco vetorial de dimensio finita. Se U e W forem
subespagos vetoriais de V/, entdo

dim(U+ W) =dim U 4+ dim W —dimUNn W
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Demonstracao.

Lembremos que, dimV < oo e U, W, UN W s3o subespacos vetoriais de
%
dmU < oo, dmW <o e dmUNW < .

Seja|lm=dimUNW | Entdo 3 vy,...,vyn € UN W elementos de uma
base de UN W.

Como estes vetores sdo L.|. e pertencem a U e a W, pelo Teorema do
Completamento temos:

Q Jui,...,up € Utaisque ug,...,Up,V1,...,Vy, formam uma base
de U e, portanto, [dimU = m+ p|.
Q@ Jw...., w, € VW de modo que w1, ..., wy,vi,...,Vy formam uma

base de |V e, portanto,

dmW = m+ q‘.
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Demonstragdo (continuagdo).

Assim,

dim U + —dmUNW=m+p+
=m-+p+q

e, portanto, temos que mostrar que
dim(U+ W)=m+p+q.
Para isto, basta mostrarmos que
Ulyenoy Upy Wiyeooy Woy V1, ey Vin

formam uma base de U + W.
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Demonstragdo (continuagdo).

Primeiro, mostraremos que
@ Ul,...,Up,Wi,...,Wg,V1,...,Vy, geram U+ W,
Sejave U+ W. Entdioduec Ue tais que
v=u-+
Agora, pelos itens (1) e (2) do inicio da demonstrag3o, temos:

(i) v é uma combinagdo linear de uy,..., Up, Vi,..., Vm;

(i) w é uma combinagdo linear de wy,..., Wy, vi,..., Vpy.

Assim, pelos itens (i) e (ii) acima, v = u+ w é uma combinac3o linear

de ui, ..., Up,Vi,. .., Vm, W1,...,,. Portanto,

U+ W =ur,. o UpyVay ey Vimy Wiy oo, W)
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Demonstragdo (continuagdo).

Agora, vamos provar que
@ Ui, ..., Up,W1,...,Wq,V1,...,Vn sao L.l

Suponha que

oqup . Fopup+ w4+ Bgwg +01vi ..+ OV, =0,

ou seja,
Usaim+...+apup+otvi+...+0mVm=—5im

Logo,

—Diwy — ... — WqEUmW:[Vh...
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Demonstragdo (continuagao).

Como —fiwy —...—Bgwg € UNW =[v1,..., V], I371,...,7m tais que

— Wl_"'_ Wq:rylvl+...+'ymvm7

ou seja,
Wi+t JgWg + v+ YmVin = 0.

Como wy, ..., Wy, Vi,...,V,, S30 , pois formam uma de

/yl .:’ym: = ... = :0'
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Demonstracdo (continuacdo).

Por outro lado,

aruy + - Fapup+ Siwg + -+ Ggwg +01vi + -+ 9V =0

e o fato de =---= [, =0/|implica que

aqup 4+ Foplp+61vi+ -+ OV = 0.

Como uy,...,Up, Vi,...,Vny sdo L.I, pois formam uma base de U, entdo
op=-=ap=0=-=0,=0
ou Seja, Uy, ..., Up, Wi, ..., Wq, V1,...,Vy sao L.L
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Coroldrio

Sejam V' um espaco vetorial de dimensdo finita e U um subespaco
vetorial de V. Se dim U = dim V/, entdo U = V.

Demonstracao.

E claro que U C V. Suponha que V ¢ U. Entdo 3 v € V tal que v ¢ U.

Seja W = [v]. Ent&o, vamos
o dimW =1.
° e, portanto,
Por outro lado, pelo Teorema da dimens3o da Soma,
dim(U+ W) =dim U 4+ dim W —
=dimU+1
=dimV +1> dmV

o que é um absurdo, pois | U+ W C V = dim(U+ W) <dm V.| [

v
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Observacao

Sejam V' um espago vetorial e U e W subespacos vetoriais de V.
Suponha que

V=U+W e dmU-+dmW >dimV.

Entdo UN W # {0}, isto é a soma U + W néo € direta.

| \

Demonstracao.
Suponha que UN W = {0}. Entdfo dmUNW =0e

hij
dmV < dimU+dimW
Teor.

= dim(U+ W)+dimUn W =dim(U + W)

um absurdo. O

A
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Exemplo 1. Sejam

U={p(x) € Ps(R); p(0) = p(1) =0} e
V = {p(x) € P3(R); p(—1) = 0}

Encontre uma base de

(a) U;
(b) V;
(c) UNV;
(d) U+V
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Resolucao.
(a) U={p(x) € P3(R); p(0) = p(1) = 0}

Observe que
p(x) = ap + aix + ax’ +asx> e U
< p(0) =p(1)=0
ap — 0
a+ar+a+a3=0
< p(x) = —(a2 + a3)x + ax® + a3x*
= ay(x? — x) + az(x® — x).
Desse modo, U = [x% — x, x> — x] e estes polindmios s3o L.I., pois como

cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode ser miiltiplo do

outro. Assim, x2 — x e x3 — x formam uma base de U.
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Resolugdo (continuacgio).
o V ={p(x) € Ps(R); p(-1) = 0}

Temos:
p(x) = ap + a1x + x> taxieV
— p(-1)=0
<< gg—a1+a—a3=0

<~ a1 =ap+a— a3

p(x) =ao + (a0 + a2 — a3)x + arx® + a3x3

=ag(1 + x) + ao(x* + x) + az(x® — x).

Assim,V = [1 + x, x> + x, x> — x| e estes polindmios s3o L.I., pois como
cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode ser uma
combinac3o linear dos outros dois. Logo 1 + x, x> + x e x> — x formam
uma base de V.
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Resolucdo (continuacdo).
o UNV

Temos:

p(x):ao+a1x+azx2+a3x3€ unv
30:0
~—4qa+tatat+a=0

ap—a1+a—a3=0

30:32:0
=

d]p = —as
3

<~ p(x) = —a1(x® — x).

Logo, x3 — x éuma base de UN V.
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Resolugado (continuagao).
o U+ V

Sabemos que dmU =2, dmV =3 edmUNYV =1.

Assim,
dim(U+V)=2+4+3—-1=4=dim P3;(R),

ou seja, U+ V = P3(IR) e podemos tomar como base os polindmios

2 2
1,x,x° e x”.
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Exemplo 2: Sejam

U:{(X,%th)€R4;X—y+t+z:0} e
V:{(Xa.y7z7t)€R4;X+y_t+Z:0}.

Ent3o, pelo Exemplo 5-Slide 2, temos

U =[(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)]
V= [(1 0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]
UnVv =[(1,0,-1,0),(0,1,0,1)]
V= ( (

[(o 1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)]

Verifique que os geradores acima sdo, na verdade, bases para os

respectivos subespacos vetoriais.
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Resolucao.

Precisamos verificar que cada sequéncia de vetores acima é L.1I..
e U=|[(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)]

Se
«(1,1,0,0)+ 5(0,1,1,0) + ~(0,1,0,1) = (0,0,0,0)

entao
(a7a+5+%577) :(0707070)

que implicaem a ==~ =0.
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Resolucdo (continuacéo).
e V =[(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]

Se
a(1,0,0,1) + 3(0,1,0,1) +~(0,0,1,1) = (0, 0,0, 0)

entao
(e, B,7,a+ B +7)=(0,0,0,0)

que implicaem a ==~ =0.
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Resolucdo (continuacéo).
e UNV =[(1,0,—1,0),(0,1,0,1)]

Se
a(1,0,-1,0) + B(0,1,0,1) = (0,0,0,0)

entdo
(aaﬂa 70‘;&) = (0703030)

que implicaem a =3 =0.
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Resolucdo (continuacdo).

Assim, temos

u = [(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)] = dimU=3
v = ](,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)] = dimV =3
unv = J(1,0,-1,0),(0,1,0,1)] = dmUNV =2
e, portanto,
=34+3-2=
Como , , e geram U + V,

segue-se do fato da dimens3o deste subespaco ser 4 que tais vetores

formam uma de . Assim, como
dmR* =4 =dimU+ V,

temos

Note que esta soma nao é direta.
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