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Definição

Seja V um espaço vetorial finitamente gerado.

Se V = {0}, definiremos a dimensão de V como sendo 0.

Se V 6= {0} definiremos a dimensão de V como sendo o número de

elementos de uma base qualquer de V .

Usaremos o śımbolo dimV para designar a dimensão de V .

Definição

Se um espaço vetorial não for finitamente gerado, diremos que V possui

dimensão infinita.
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Proposição

Todo espaço vetorial de dimensão infinita possui uma infinidade de

vetores L.I., ou seja, existem vetores uj , j ∈ N, de modo que a sequência

u1, . . . , un

é L.I para todo n ∈ N.
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Demonstração.

Seja V um espaço vetorial de dimensão infinita.

Claramente V 6= {0}.

Selecione u1 ∈ V , u1 6= 0.

Como V não é finitamente gerado, V 6= [u1].

Assim, podemos tomar u2 ∈ V tal que u2 6∈ [u1].

Desta forma, os vetores u1 e u2 são L.I.
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Demonstração (continuação).

Suponha que tenhamos encontrado vetores u1, . . . , un ∈ V L.I..

Como V não é finitamente gerado, vale

V 6= [u1, . . . , un].

Assim, é posśıvel escolher un+1 ∈ V tal que

un+1 6∈ [u1, . . . , un],

isto é, os vetores

u1, . . . , un, un+1 ∈ V

são L.I.

Em resumo, existe em V uma sequência infinita de vetores L.I..
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Proposição

Em um espaço vetorial de dimensão m qualquer sequência de vetores

com mais de m elementos é L. D..
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Demonstração.

Já vimos que, se um espaço vetorial V tiver dimensão m, então toda

base de V possuirá m elementos.

Sejam B = {u1, . . . , um} uma base de V e v1, . . . , vm+1 ∈ V .

Então, ∀ i = 1, . . . ,m + 1, ∃ αji ∈ R, 1 ≤ j ≤ m, tais que

vi = α1iu1 + · · ·+ αmium =
m∑
j=1

αjiuj .
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Demonstração (continuação).

Se βj ∈ R, 1 ≤ j ≤ m + 1, forem tais que

0 = β1v1 + · · ·+ βm+1vm+1

então

0 =β1

m∑
j=1

αj1uj + · · ·+ βm+1

m∑
j=1

αjm+1uj

=

 m∑
j=1

βjαj1

 u1 + · · ·+

 m∑
j=1

βm+1αjm+1

 um

∴
m∑
j=1

βjαji = 0, ∀ i = 1, . . . ,m + 1. (1)

Como (1) é um sistema linear homogêneo com m equações e m + 1

incógnitas, pelo menos um dos βj é não nulo.

Logo, v1, . . . , vm+1 são L. D. e, portanto, qualquer subconjunto de V ,

com mais de m elementos, também será L.D..
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Corolário

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e W ⊂ V um subespaço

vetorial de V . Então W tem dimensão finita.

Demonstração.

Suponha que W tenha dimensão infinita.

Então W possui uma infinidade de vetores L. I..

Como estes vetores também são L. I. em V , então V também possuirá

uma infinidade de vetores L. I..

o que contradiz o fato de V ter dimensão finita.
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Corolário

Se V for um espaço vetorial n-dimensional e u1, . . . , un ∈ V forem L.I.,

então u1, . . . , un formam uma base de V .
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Teorema (Teorema do Completamento)

Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Se os vetores u1, . . . , ur forem

L.I. em V , com r < n, então ∃ ur+1, . . . , un ∈ V tais que u1, . . . , ur ,

ur+1, . . . , un formam uma base de V .
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Demonstração

Como r < n, existe ur+1 ∈ V tal que u1, . . . , ur , ur+1 são L.I.,

pois caso contrário os vetores u1, . . . , ur formariam uma base de V , o que

é imposśıvel já que

dimV = n > r .

Temos dois casos:

n = r + 1 =⇒ u1, . . . , ur , ur+1 formam uma base de V .

n > r + 1 =⇒ ∃ ur+2 ∈ V tal que

u1, . . . , ur , ur+1, ur+2 são L.I .,

pois caso contrário a sequência u1, . . . , ur , ur+1 seria uma base de V ,

o que é imposśıvel, já que dimV = n > r + 1.
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Demonstração (continuação).

Repetindo os argumentos anteriores, encontramos vetores

ur+1, ur+2, . . . , ur+k ,

com r + k = n, de forma que

u1, . . . , ur , ur+1, . . . , ur+k são L.I.

e, como

dimV = n = r + k ,

esta sequência de vetores é uma base de V que contém os vetores

u1, . . . , ur .
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Exemplos

1 dimRn = n.

Já vimos que B = {e1, . . . , en} é uma base de Rn, em que

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

2 A dimensão de P(R) é infinita.

Já vimos que P(R) não é finitamente gerado e que

P(R) = [1, x , x2, . . .].

3 dimPn(R) = n + 1.

Já vimos que Pn(R) = [1, x , x2, . . . , xn]

e, portanto,

B = {1, x , x2, . . . , xn}

é uma base de Pn(R) que contém n + 1 elementos.
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Exemplos

4 dimMm×n(R) = mn.

Note que as matrizes

Ak,l = (δk,li,j )1≤i≤m
1≤j≤n

,

k = 1, . . . ,m, l = 1, . . . , n, em que

δk,li,j =

1 se (i , j) = (k , l)

0 se (i , j) 6= (k , l)

formam uma base de Mm×n.
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Exemplos Para ilustrar o exemplo anterior:
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, . . . ,
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m×n
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.

.

.
. . . 0

1 0 . . . 0


m×n

,


0 0 . . . 0

0 0 . . . 0

.

.

.

.

.

.
. . . 0

0 1 . . . 0
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, . . . ,


0 0 . . . 0

0 0 . . . 0

.

.

.

.

.

.
. . . 0

0 0 . . . 1


m×n

formam uma base de Mm×n(R).
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Dimensão da Soma de Subespaços Vetoriais
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Teorema (Dimensão da soma)

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Se U e W forem

subespaços vetoriais de V , então

dim(U + W ) = dimU + dimW − dimU ∩W
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Demonstração.

Lembremos que, dimV <∞ e U, W , U ∩W são subespaços vetoriais de

V

∴ dimU <∞, dimW <∞ e dimU ∩W <∞.

Seja m = dimU ∩W . Então ∃ v1, . . . , vm ∈ U ∩W elementos de uma

base de U ∩W .

Como estes vetores são L.I. e pertencem a U e a W , pelo Teorema do

Completamento temos:

1 ∃ u1, . . . , up ∈ U tais que u1, . . . , up, v1, . . . , vm formam uma base

de U e, portanto, dimU = m + p .

2 ∃ w1, . . . ,wq ∈W de modo que w1, . . . ,wq, v1, . . . , vm formam uma

base de W e, portanto, dimW = m + q .
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Demonstração (continuação).

Assim,

dimU + dimW − dimU ∩W =m + p + m + q −m

=m + p + q

e, portanto, temos que mostrar que

dim(U + W ) = m + p + q.

Para isto, basta mostrarmos que

u1, . . . , up,w1, . . . ,wq, v1, . . . , vm

formam uma base de U + W .
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Demonstração (continuação).

Primeiro, mostraremos que

u1, . . . , up,w1, . . . ,wq, v1, . . . , vm geram U + W .

Seja v ∈ U + W . Então ∃ u ∈ U e w ∈W tais que

v = u + w .

Agora, pelos itens (1) e (2) do ińıcio da demonstração, temos:

(i) u é uma combinação linear de u1, . . . , up, v1, . . . , vm;

(ii) w é uma combinação linear de w1, . . . ,wq, v1, . . . , vm.

Assim, pelos itens (i) e (ii) acima, v = u + w é uma combinação linear

de u1, . . . , up, v1, . . . , vm,w1, . . . ,wq. Portanto,

U + W = [u1, . . . , up, v1, . . . , vm,w1, . . . ,wq].
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Demonstração (continuação).

Agora, vamos provar que

u1, . . . , up,w1, . . . ,wq, v1, . . . , vm são L.I.

Suponha que

α1u1 + . . .+ αpup + β1w1 + . . .+ βqwq + δ1v1 + . . .+ δmvm = 0,

ou seja,

U 3 α1u1 + . . .+ αpup + δ1v1 + . . .+ δmvm = −β1w1 − . . .− βqwq ∈W .

Logo,

−β1w1 − . . .− βqwq ∈ U ∩W = [v1, . . . , vm].
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Demonstração (continuação).

Como −β1w1− . . .−βqwq ∈ U ∩W = [v1, . . . , vm], ∃ γ1, . . . , γm tais que

−β1w1 − · · · − βqwq = γ1v1 + · · ·+ γmvm,

ou seja,

β1w1 + · · ·+ βqwq + γ1v1 + · · ·+ γmvm = 0.

Como w1, . . . ,wq, v1, . . . , vm são L.I., pois formam uma base de W , então

γ1 = · · · = γm = β1 = · · · = βq = 0.
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Demonstração (continuação).

Por outro lado,

α1u1 + · · ·+ αpup + β1w1 + · · ·+ βqwq + δ1v1 + · · ·+ δmvm = 0

e o fato de β1 = · · · = βq = 0 implica que

α1u1 + · · ·+ αpup + δ1v1 + · · ·+ δmvm = 0.

Como u1, . . . , up, v1, . . . , vm são L.I., pois formam uma base de U, então

α1 = · · · = αp = δ1 = · · · = δm = 0

ou seja, u1, . . . , up,w1, . . . ,wq, v1, . . . , vm são L.I.
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Corolário

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e U um subespaço

vetorial de V . Se dimU = dimV , então U = V .

Demonstração.

É claro que U ⊂ V . Suponha que V 6⊂ U. Então ∃ v ∈ V tal que v /∈ U.

Seja W = [v ]. Então, vamos

dimW = 1.

W ∩ U = {0} e, portanto, dimU ∩W = 0.

Por outro lado, pelo Teorema da dimensão da Soma,

dim(U + W ) = dimU + dimW − dimU ∩W

= dimU + 1

= dimV + 1> dimV

o que é um absurdo, pois U + W ⊂ V ⇒ dim(U + W ) ≤ dimV .
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Observação

Sejam V um espaço vetorial e U e W subespaços vetoriais de V .

Suponha que

V = U + W e dimU + dimW > dimV .

Então U ∩W 6= {0}, isto é, a soma U + W não é direta.

Demonstração.

Suponha que U ∩W = {0}. Então dimU ∩W = 0 e

dimV
hip
< dimU + dimW

Teor .
= dim(U + W ) + dimU ∩W = dim(U + W )

um absurdo.
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Exemplo 1. Sejam

U = {p(x) ∈ P3(R); p(0) = p(1) = 0} e

V = {p(x) ∈ P3(R); p(−1) = 0}.

Encontre uma base de

(a) U;

(b) V ;

(c) U ∩ V ;

(d) U + V .
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Resolução.

(a) U = {p(x) ∈ P3(R); p(0) = p(1) = 0}

Observe que

p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 ∈ U

⇐⇒ p(0) = p(1) = 0

⇐⇒

a0 = 0

a0 + a1 + a2 + a3 = 0

⇐⇒ p(x) = −(a2 + a3)x + a2x
2 + a3x

3

= a2(x2 − x) + a3(x3 − x).

Desse modo, U = [x2 − x , x3 − x ] e estes polinômios são L.I., pois como

cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode ser múltiplo do

outro. Assim, x2 − x e x3 − x formam uma base de U.
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Resolução (continuação).

V = {p(x) ∈ P3(R); p(−1) = 0}

Temos:

p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 ∈ V

⇐⇒ p(−1) = 0

⇐⇒ a0 − a1 + a2 − a3 = 0

⇐⇒ a1 = a0 + a2 − a3

∴ p(x) = a0 + (a0 + a2 − a3)x + a2x
2 + a3x

3

= a0(1 + x) + a2(x2 + x) + a3(x3 − x).

Assim,V = [1 + x , x2 + x , x3 − x ] e estes polinômios são L.I., pois como

cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode ser uma

combinação linear dos outros dois. Logo 1 + x , x2 + x e x3 − x formam

uma base de V .
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Resolução (continuação).

U ∩ V

Temos:

p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 ∈ U ∩ V

⇐⇒


a0 = 0

a0 + a1 + a2 + a3 = 0

a0 − a1 + a2 − a3 = 0

⇐⇒

a0 = a2 = 0

a1 = −a3

⇐⇒ p(x) = −a1(x3 − x).

Logo, x3 − x é uma base de U ∩ V .
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Resolução (continuação).

U + V

Sabemos que dimU = 2, dimV = 3 e dimU ∩ V = 1.

Assim,

dim(U + V ) = 2 + 3− 1 = 4 = dimP3(R),

ou seja, U + V = P3(R) e podemos tomar como base os polinômios

1, x , x2 e x3.
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Exemplo 2: Sejam

U = {(x , y , z , t) ∈ R4; x − y + t + z = 0} e

V = {(x , y , z , t) ∈ R4; x + y − t + z = 0}.

Então, pelo Exemplo 5–Slide 2, temos

U = [(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1)]

V = [(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)]

U ∩ V = [(1, 0,−1, 0), (0, 1, 0, 1)]

U + V = [(0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 1)]

Verifique que os geradores acima são, na verdade, bases para os

respectivos subespaços vetoriais.
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Resolução.

Precisamos verificar que cada sequência de vetores acima é L.I..

U =[(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1)]

Se

α(1, 1, 0, 0) + β(0, 1, 1, 0) + γ(0, 1, 0, 1) = (0, 0, 0, 0)

então

(α, α + β + γ, β, γ) = (0, 0, 0, 0)

que implica em α = β = γ = 0.

Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação Álgebra Linear



Resolução (continuação).

V =[(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)]

Se

α(1, 0, 0, 1) + β(0, 1, 0, 1) + γ(0, 0, 1, 1) = (0, 0, 0, 0)

então

(α, β, γ, α + β + γ) = (0, 0, 0, 0)

que implica em α = β = γ = 0.
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Resolução (continuação).

U ∩ V =[(1, 0,−1, 0), (0, 1, 0, 1)]

Se

α(1, 0,−1, 0) + β(0, 1, 0, 1) = (0, 0, 0, 0)

então

(α, β,−α, β) = (0, 0, 0, 0)

que implica em α = β = 0.
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Resolução (continuação).

Assim, temos

U = [(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1)] ⇒ dimU = 3

V = [(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)] ⇒ dimV = 3

U ∩ V = [(1, 0,−1, 0), (0, 1, 0, 1)] ⇒ dimU ∩ V = 2

e, portanto,

dim(U + V ) = 3 + 3− 2 = 4.

Como (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1),(1, 0, 0, 1) e (0, 0, 1, 1) geram U + V ,

segue-se do fato da dimensão deste subespaço ser 4 que tais vetores

formam uma base de U + V . Assim, como

dimR4 = 4 = dimU + V ,

temos

U + V = R4.

Note que esta soma não é direta.
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