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A nocdo de base de um espaco vetorial é muito simples.
Ela consiste em escolher um conjunto de geradores que seja o
menor possivel, isto €, um conjunto que gere o espago, mas que
se deste conjunto for subtraido qualquer elemento, o que resta
ndo gera mais o espago todo.
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Definicao

Seja V # {0} um espaco vetorial finitamente gerado. Uma base de V é
uma sequéncia de vetores L. I., B, de V que também gera V.
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Exemplos
Q@ B={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de R3.
@ Os vetores eq,...,e, € R", em que
e =(1,0,...,0), & =(0,1,0,...,0),...,e,=(0,...,0,1)
formam uma base de R".
© As matrizes em
S (GO IAEN)
0 0 0 0 10 01

formam uma base de M.
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Exemplos

Q Os vetores (1,1) e (1, —1) formam uma base de R?.
Primeiramente, vamos mostrar que (1,1) e (1,—1) sdo L. I.

Sejam aq, oy € R tais que
0=o1(1,1) + ao(1,-1).
Isto equivale a resolver o sistema
art+a = 0
{ ar—ax = 0
que possui como Unica solugdo, a; = ap = 0.

Portanto (1,1) e (1,—1) sdo L. L.
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Exemplos

@ (continuacao)

Agora, temos que mostrar que todo ponto de R? se escreve como
combinagdo linear de (1,1) e (1,-1).

Sejam (x,y) € R? e oy, a; € R tais que

(x,y) = a1(1,1) + ax(1,-1).

Isto equivale a resolver o sistema

a1 +ay = X
oy —oap = Yy
. « _ (x+ty) _ (x—y)
que possui como solu¢do, a; = Y ey = o

Observacdo

Bastava mostrar que todo ponto de R? se escreve de maneira tinica. (Por qué?)
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Observacdo

A base de um espago vetorial ndo € dnica.

Exemplo:
@ Pelo exemplo 2,
B; ={(1,0),(0,1)} ¢é uma base de R?;
@ Pelo exemplo 4,

B, = {(1,1),(1,-1)} também é uma base de R?.
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Teorema

Todo espago vetorial
V # {0} finitamente gerado

admite uma base. Em outras palavras, existe uma sequéncia de vetores

L.l. de V formada por geradores.

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Demonstracao.

Como V # {0} é finitamente gerado existem uy, ..., u, € V tais que
V =up,...,up.
Se uy,...,u, forem L.I, entdo esta sequéncia serd uma base de V e ndo

ha nada mais a ser provado.
Suponha que uy, ..., u, sejam L.D. Como V # {0}, existe j € {1,...,n}
tal que u; # 0. Por simplicidade, podemos supor que u; # 0.

(i) Se wy,...,u, puderem ser escritos como combinac3o linear de uy,

entao
V = [u]

e u; € uma base de V.
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Demonstracdo (continuagdo).
Se (i) ndo for vdlido, entdo existira algum uj, com 2 < j < n, tal que

u1, u; sao L.l.. Por simplicidade, suponhamos uq, u> sao L.I..
y Yy )

(i) Se us,...,u, puderem ser escritos como combinacdes lineares de u;
e u,, entdo
V = [Ul, U2]

e uy, up formam uma base de V.
Podemos repetir este processo e, como o niimero de elementos de
L=A{u,...,u,} éfinito, ele finda.
Assim, existe uma sequéncia de vetores L.I. em L que gera V.

Esta sequéncia forma uma base de V.
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Teorema

Em um espago vetorial
V # {0} finitamente gerado,

toda base possui o mesmo niimero de elementos.
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Demonstracao.

Sejam
Blz{ul,....,u,,} e Bzz{vl,...7vm}

bases de um espacgo vetorial finitamente gerado V. Suponha que n > m.

Como os vetores vy, ..., Vv, geram V, podemos escrever, para cada
1<j<n,
m
U =ajvi + -+ QmjVm = E QjjVi.
i=1

Assim, a combinac3o linear nula Siu; + -+ + B,u, = 0 é equivalente a

m m
Ei1 Zailvi +-+ 6 Zainvi =0,
i—1 i—1

ou ainda,

n n
E 3](1/1] e i E ﬁj(l’mj Vm = 0.
= =1
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Demonstracdo (continuacdo).

Como vq,...,v, sdo L.l entdo
n
Zﬂjaa,-j: 0, paratodo 1<i<m.
j=1

Estas m equagdes representam um sistema linear homogéneo com n
incégnitas. Como n > m, existe uma solugdo n3o trivial, isto é, existem

B1,--., 8, € R em que pelo menos um [3; é diferente de zero, ou seja,
frug+ -+ Baup =0 == [; # 0 para algum j.
Assim, uy,...,u, sdao L.D., o que é uma contradi¢do, ja que

Blz{ul,...,un}

€ uma base de V.
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