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Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Definicao
Diremos que uma sequéncia de vetores us, ..., u, de um espaco vetorial
V' € linearmente independente (L.1.), se a combinaco linear

oy + -+ apu, =0

s6 for satisfeita quando a; = 0, para todo 1 < i < n.

| A

Observagao

Note que
0 ;=0,1<i<n = aqu;+ -+ ayu, =0.

@ A reciproca nem sempre € valida. Basta ver, por exemplo, que em

R2, temos
(0,0) = 1(1,1) + 1(~1, - 1).
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Observacao

A nocdo de independéncia linear para a sequéncia uy, ..., u, equivale a
dizer que

@ i #0 para algum i€ {l,... ,n} = fiug+---+ Bu, #0.

Definicao

Se uy,...,u, € V sio L.l, diremos que o conjunto
S={u,...,up}

é um conjunto L.I. em V.
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Definicao
Diremos que uma sequéncia uy, ... ,u, de um espaco vetorial V é
linearmente dependente (L.D.), se ndo for linearmente independente.

Observacdo
A definicdo de dependéncia linear para a sequéncia uy, ..., u, €

| 5\

equivalente a dizer que

@ ¢ existem niimeros reais o, . . ., u,, Ndo todos nulos, tais que

aity + ...+ ayu, =0.
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Exemplos

Q@ {O,u1,...,us} C V, em que O é o elemento neutro do espago
vetorial V/, é uma sequéncia L.D., pois

10 +0uy + - -+ 4+ O0u, = O.

g S= {(15 171)7(17 110)7(1,0,0)} é L.l em R3.

E preciso verificar quais sd3o as possiveis solucdes de
(M(la 1; 1) + b}(lv 13 0) + ’7(17 Oa 0) = (07 07 0)

Isto equivale a resolver o sistema

a+pB+v=0
a+pB=0
7=0,

que possui solucdo tnica o« = =~ = 0. Logo, S é L.I..
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© As matrizes

RIEIE

sdo L.D. em M,(R). Procuremos as solugdes de

10 11 01 0 0
a(o 1>+3<0 1)“(0 o>:<o 0)’ (1)

que equivale a resolver
a+p B+v) (0 0
0 a+p 0 0/’

(Oé,/87’}/) = (O[, 70[701) = O[(l, 717 1)7 Va € R.

cuja solugdo é

Assim, tomando o = 1, encontramos § = —1 e v = 1. Logo,
existem escalares «, (3,7, ndo todos nulos, tais que vale (1).
Portanto, a sequéncia de matrizes dada é L.D..
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@ As fungdes cos e sen s3o L.I. em C(R;R).

Como f(x) = cosx e g(x) = sen x sdo fun¢des definidas em R, a

combinac3o nula significa que devemos ter
acos x + fsen x = 0,

para todo x € R. Em particular,

e se x =0, entdo a = 0;
e se x =7/2, entdo 5 = 0.

Portanto, os tnicos valores possiveis para os escalares o e 3, com x

variando em R, é
a=0=246.

Logo, as fun¢es f, g sdo L.I..
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© As fungdes cos?,sen? 1 sdo L.D. em C1(R;R).

Primeiramemente, note que a fungdo constante
f(x)=1, VxR,
pertence a C}(R;R). Assim,
1f(x) + (—1)cos?(x) + (—1)sen?(x) =0, VxR,

e, portanto, as fungdes acima sdo L.D. (pois existem escalares ndo

todos nulos que satisfazem a combinagdo nula).
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Exemplo 1. Considere os vetores em R3 dados por

up = (x1, y1,21), uy = (x2, y2, 22) e u3 = (x3,y3, z3).

Encontre uma condicdo necessaria e suficiente para que os vetores

uy, U, uz sejam L.1I..
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Solucdo: Os vetores acima serdo L.I. se e somente se
aiu; + oot +azuz =0
tiver Unica solugdo a; = an = a3 = 0, ou seja, se e somente se, o sistema

a1xy + asxo +azx3 =0
aryr + oy +azys =0

121+ oz +az3z3 =0

possuir solucdo tnica, ou ainda, se e somente se, a matriz

X1 X2 X3
yi Y2 3
Z1 22 23

possuir determinante diferente de zero. Note que as colunas desta matriz
sdo formadas pelos coeficientes de uy, uy € uz. O mesmo resultado vale se

colocarmos os coeficientes dos vetores uy, Uy e uz como linhas.
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Propriedades

Q Se uy,...,u, forem L.D. em um espaco vetorial V, entdo, pelo
menos um destes vetores se escreverd como combinagdo linear dos
demais.

Prova: Precisamos mostrar que se uy, ..., u, forem L.D., entdo existirdo
j€{1l,...,n} e nimeros reais oy, ..., «, 1 tais que

up=aoqu; + -+ oj1Uj1 + Uiy + -+ Qpo1Up.

Como uy,...,u, sdao L.D., 3 fF4,..., B, € R ndo todos nulos tais que

) 9/

ﬂlul —+ -4 ﬂ,,un = 0
Desse modo, 3 j € {1,...,n} tal que §; # 0 e, assim,

b1 Bi-1 ~ Bin B

Uj=——uy —+++— 1 7”'_}_1_"'7*“”-
J g. 7 ) .
ﬁj BJ /))_] Bj
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Propriedades

@ Se up,...,u, em V sdo L.D entdo qualquer sequéncia finita de

vetores de V' que os contenha, também serd L.D..

Prova: Vamos mostrar que se uy, ..., Up, Upt1,--., Uy € V s3o tais que
Uy, ..., U, sdo L.D. entdo uq,..., up, Upi1,..., Uy também sdo L.D..
Como existem numeros reais 1, ..., 3, ndo todos nulos tais que

Biuy + - - -+ Bhu, = 0, podemos escrever
Brus+ -+ Bpun+0upry + -+ 0up =0

sendo que nesta ultima expressdo nem todos os coeficientes s3o nulos.
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Propriedades

Q Seu,...,up, Ups1, ..., uy forem L.I. em um espaco vetorial V/,

entdo qualquer subsequéncia destes vetores também é L.1I.

Prova: Basta mostrar que se vy, ..., Up, Upi1,- .., Uy forem L.1., entdo

uy, ..., U, também serdo L.I.

Suponha que
ﬂlul —+ -4 ﬂnu,, = 0

Como
bruy + -+ Bouy = Prug + -+ Boup +Oupey + -+ 0upy =0

e estes vetores sdo L.I. , segue que 1 =--- =3, =0.
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Propriedades

Q Se uy,...,u, forem L.I. em um espaco vetorial V e uy,..., u,, up
forem L.D., ent3o u,41 serd combinagdo linear de uy, ..., up.
Prova: Como uy,..., U, upy1 sdo L.D., existem (i, ..., 3,11 ndo todos

nulos tais que
ﬁlul R b)nun + b)nJrlun—&-l =0.

Suponha que (5,1 = 0. Entdo, a expressdo acima ficaria
/jlul T +/3nun =0.

Por outro lado, como os vetores uy,...,u,sdo L.l., 1 =---=3,=0, 0
que é uma contradi¢do. Assim, concluimos que 3,1 #0 e
Upt1 = QiU + -+ + Qplp

Bi

e8n+ 1

em que o; = — ,parai=1,2,... n.
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Propriedades

@ Sejam wq,...,u, vetores L.I. em um espaco vetorial V. Ent3o cada

vetor v € [uy, ..., upy] se escreve, de maneira dnica, como
V=aoiuy + -+ a,up,.
Prova: Basta mostrar que se
iy + -4 apuy = Brug + -+ Baup (2)

entdo oy =0, j=1,...,n

Por (2) temos

(1 — Br)us + -+ 4 (ep — Bo)tn = 0.

Por outro lado, como uy, ..., u, sdo L.I. podemos concluir que
aj — =0, isto é oj = 3;, para todo j =1,...,n.
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Exemplo 2. Consideremos o espaco vetorial real (Mx(R),+,-). Mostre

que as matrizes

Lo(roy vy (o1
1*0172*01,3*

sdo L.D., em (Mx(R),+,").

Solucgdo. Precisamos estudar as possiveis solucdes, que denotaremos por
oy, ,a3 € R,
da equacio vetorial
Qr-uptax-m+taz-u3=0,

em que O é a matriz nula de (Mz(R),+, ).
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Solugédo (continuagdo). Equivalentemente, devemos encontrar as
possiveis solucdes da equagdo matricial

N A N 0 0
(e 0% 6] =
o 1 >\o 1 *\o o 0 0/’

B a1+ Q + Qa3
0 a1 + as

que é equivalente ao sistema linear seguinte

a1 +a, =0
ar+az3 =0
0=0
a1 +a=0
que possui solucdes do tipo
(a1,00,03) = (a1, —a1,01) =a1(1,-1,1), a1 €R.

Tomando oy = 1, temos ap = —1 e a3 = 1. Assim,, uy, Up, u3-sdo L.D..
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