Combinacao Linear
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Definicao

Sejam um espago vetorial V e uy,...,u, € V. Diremos que u é

combinagdo linear de uy, ..., u,, se existirem a,...,a, € R tais que

U= aaiuy + -+ ayup,.

Observacdo

Sejam V' um espaco vetorial e U C V um subespaco vetorial. Se

u,...,up € Ueay,...,a, € R, entao

oarug + -+ apu, € U.

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Exemplo 1. Em P,(R), o polinémio
p(x) =2+ x?
é uma combinac3o dos polindmios
pi(x) =1, p(x)=x e p3(x)=x>

De fato, pois
p(x) = 2p1(x) + 0p2(x) + 1p3(x).
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Exemplo 2.
Em P2(R), o polindmio
p(x) =1+ x2
é uma combinagdo dos polinGmios
a(x)=1, @(x)=1+x e q3(x)=1+x+x°

Precisamos encontrar «, 5,7 € R tais que

p(x) = aqu(x) + fga(x) +7g3(x),
ou seja, precisamos encontrar «, /3,7 € R satisfazendo

1+ x%=a+ B+ x) +9(1 +x+ x?)
=(a+ B +7) + (B +7)x + 727,

que é equivalente ao sistema

at+pf+y=1
B+~v=0 = a=1 =-ley=1.
v=1
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Definigao
Sejam V' um espaco vetorial e S um subconjunto ndo vazio de V.

Usaremos o simbolo

[5]

para denotar o conjunto de todas as combinacdes lineares dos elementos
de S. Em outras palavras,

velS] <= Faq,....,a, R e Fu,...,u, €S tais que

U= aaiuy + -+ a,up,.
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Proposicao (1)

Sejam V' um espaco vetorial e S um subconjunto ndo vazio de V. Entio

[S] é um subespaco vetorial de V.

Demonstracido.

@ Como S # &, existe u € S. Logo, 0 = 0u € [S].

@ Sejam u,v € [S]. Entdo 3 ay,...,ap, fB1,...,Bm ER e

Juy, ... up, Vi, ...,V €S tais que

u=oquy +---+aopu, e

V:ﬁlvl'i_""’_ﬂmvm'
Assim, VX € R, temos

U+ Av=agu + -+ apuy, + XBrva + - + BmVm)
=aqup + -+ aptp + ABvi + -+ ABmvim € [S]-
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Geradores
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Definigao

Sejam S e VV como acima. Diremos que
[S] € o subespaco vetorial gerado por S.
Os elementos de S sdo chamados de geradores de [S]. Quando
S={uw,...,un},

usaremos a nota;a”o

[S] = [u1,- .., ).
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Propriedades

Proposicéo (2)
Sejam S e T subconjuntos njo-vazios de um espago vetorial V. Valem as
seguintes propriedades:

Q Sclsh

Q@ ScT = [S]C|[T];

O [[SlI =[Sk

Q S é um subespaco vetorial = S =[S];

Q [SUT]=[S]+[T]
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Demonstracao.

@ Vamos mostrar que S C [S].
Seja u € S. Entdo u = 1u € [S].

@ Vamos mostrar que S C T = [S] C [T].

Seja u € [S]. Entdo J ay,...,a, € ReJ uy,...,u, €S tais que
U= qoiuy + -+ aply.
Como S C T, temos
U, ...,un € T = uwe|T].

Portanto, [S] C [T].
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Demonstracgao.

© Vamos mostrar que [[S]] = [S].

Pelos itens (1) e (2), temos a inclusdo
[ST < [S]]-
Entdo, falta provarmos que

[[S]] < [S]:

Seja u € [[S]]- Ent&o u é combinagdo linear de elementos de [S].

Como cada elemento de [S] é combinagio linear de elementos de S,
u é combinacdo linear de elementos de S, ou seja, u € [S].

Logo, [[S]] C [S].
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Demonstracao.

© Vamos mostrar que

S subespaco vetorial de V = S = [S].

Pelo item (1), temos
Scls]

Precisamos provar que
[S]cS.
Seja u € [S]. Entdo u é combinagdo linear de elementos de S.

Como S é um subespaco vetorial de V/, tal combinacdo linear é um

elemento de S.

Logo u € S e, portanto, S C [S].
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© Vamos provar que [SU T] = [S] +[T].
Seja u € [SUT]. Entdo, I a1, ...,apn, B1,...,Bm ER e

Ju,...,upn €Sevy,...,vy €T tais que

U=aqly + -+ plp + f1v1 + -+ BmVm
=(a1U1+"'+Oénun)+(ﬁ1V1+"'+ﬁme)€ [S]+[T]-

Portanto, [SU T] C [S] + [T].

Reciprocamente, se u € [S] + [T], entdo
u=v+w, comvEel[Slewe][T].

Logo, 3 a1,...,ap,51,...,0g€ReTwvy,...,v, €S e
wi,...,Wq € T tais que

u=v+w= (i + -+ apvp)+(Biws+ -+ Bqwg) € [SUT].

Assim, [S]+[T] C [SU T].
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Definicao

Diremos que um espaco vetorial V' é finitamente gerado, se existir um
subconjunto finito S C V tal que

V =[s].
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Exemplo 3.

Q P,(R)=1[1,x,...,x"];

@ R" é gerado por

e =(1,0,...,0),& = (0,1,0,...,0),...

©Q M.« é gerado pelas matrizes

Eq = ("), k=

1J

em que

[y

)

0,

(k1)
;)
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caso contrdrio .

Algebra Linear

L...om, I=1,...

,en=(0,..

n,

.,0,1).




Exemplo 4. Afirmacdo: P(R) n3o é finitamente gerado.

Suponhamos, por absurdo, que P(R) seja finitamente gerado, ou seja,

3 p1(x), - .., pa(x) tais que
P(R) = [pl(X)v s 7pn(X)]'

Seja N o grau mais alto dentre os polinémios p;(x), ..., pn(x).

E evidente que xV*1 n3o pode ser escrito como combinacéo linear de
p1(x), ..., pa(x), ou seja,

XN [py(x), ..., pa(x)] = P(R)

o que é uma contradigdo. Logo, P(R) n&o é finitamente gerado.

Observagao

PR) =[1,x,x%,...].
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Proposi¢do (3)

Seja V' um espaco vetorial gerado por uy, ..., u,, ou seja,
V =[up,...,up.

Se uy for combinagdo linear de uy, . . ., uy, isto €,
u € [ua,. .., up,

entdo V € gerado por uy, ..., u,, ou seja,

V =[u,...,up.
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Demonstracao.

Basta mostrarmos que V' C [ua, ..., u,] (por que?).
Sejaue V. Como V =[uy,...,up], Jaa,...,a, € R tais que

uUu=aoiuy + ...+ apu,.
Por outro lado, como uy € [up,...,upy], 3 Bo, ..., Bn € R tais que
uy = 52U2 TFooe +5,,U,,.

Combinando estas informagdes, obtemos

Uu=aquy + agls + ...+ apu,
=a1(frtn + ...+ Bo1un) + aous + ... + anup
=u

=(a101 +ax)p + ...+ (1 8n—1 + ap)up € [ua, ..., up),

ou seja, u € [ug, ..., up] e portanto, V C [ua, ..., up]. O
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Exemplo 5. Sejam
U={(xy,z,t) ERY;x—y+t+2z=0} e
V={(x,y,z,t) eR:; x+y —t+z=0}.
Q Seja (x,y,z,t) € U. Entdo y = x + z+ t. Logo,

(x,y,z,t) =(x,x+ z+t,z,t)
—x(1,1,0,0) + 2(0,1,1,0) + £(0,1,0,1)

e, portanto,

U =1(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)].
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Exemplo 5 (continuagdo). Lembremos que
U={(x,y,z,t) ER" x—y+t+2z=0} e
V={(x,y,z,t) eR:; x+y —t+z=0}.

Q Seja (x,y,z,t) € V. Entdo t = x+ y + z. Logo,

(x,y,2z,t) =(x,y,2,x + y + 2)
=x(1,0,0,1) + y(0,1,0,1) + 2(0,0,1,1)

e, portanto,

vV =](1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)].
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Exemplo 5 (continuacgdo).
Lembremos, mais uma vez, que

U:{(X>y,27t)€R4;X—y+t—|—z:0} e
V:{(X7Y7Z7t)€R4;X+}/—t+220}.

© Seja (x,y,z,t) € UN V. Entdo

xX—y+t+z=0

— X=—zey=t1t.
x+y—t+z=0,
Logo,
(Xa.yaZ7 t):(X7y7_Xay)
:x(l.,O,—l,O)—&-y(O,l,O,l)
e, portanto,

U N V = [(17 07 71; 0)7 (Oa 17 07 1)]
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Exemplo 5 (continuacdo).
@ Pelo item (1) da Proposigdo (2), U C [U] e V C [V]. Logo,
U+ Vv cClul+1V].
Por outro lado,
welU+[V] = w=u+v, comue[Uevel[V]

Como U e V s3o subespagos vetoriais de R* (exercicio), pelo item
(4) da Proposigdo (2), U =[U] e V =[V]. Assim,

w=u+v,comuel[U=Uevel[V]=V
e, portanto, w € U + V. Logo,
[Ul+[V]cU+ V.

Portanto,
U+Vv=[U+[V]
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Exemplo 5 (continuacgdo).
@ Pelo item (5) da Proposicdo (2), [U] +[V] =[UU V]. Assim,

U+V=[Ul+[V]=[UU V]

Ent3o,

U+Vv=|(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]
e e ——
iguais

=[(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1), (0,0,1, 1)].
Note que
(1,1,0,0) = (1,0,0,1) + (0,1,1,0) — (0,0,1,1)
e, portanto, pela Proposi¢do (3), obtemos

u+v=Jo,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)].
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