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Definição

Sejam um espaço vetorial V e u1, . . . , un ∈ V . Diremos que u é

combinação linear de u1, . . . , un, se existirem α1, . . . , αn ∈ R tais que

u = α1u1 + · · ·+ αnun.

Observação

Sejam V um espaço vetorial e U ⊂ V um subespaço vetorial. Se

u1, . . . , un ∈ U e α1, . . . , αn ∈ R, então

α1u1 + · · ·+ αnun ∈ U.
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Exemplo 1. Em P2(R), o polinômio

p(x) = 2 + x2

é uma combinação dos polinômios

p1(x) = 1, p2(x) = x e p3(x) = x2.

De fato, pois

p(x) = 2p1(x) + 0p2(x) + 1p3(x).
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Exemplo 2.

Em P2(R), o polinômio

p(x) = 1 + x2

é uma combinação dos polinômios

q1(x) = 1, q2(x) = 1 + x e q3(x) = 1 + x + x2.

Precisamos encontrar α, β, γ ∈ R tais que

p(x) = αq1(x) + βq2(x) + γq3(x),

ou seja, precisamos encontrar α, β, γ ∈ R satisfazendo

1 + x2 =α + β(1 + x) + γ(1 + x + x2)

=(α + β + γ) + (β + γ)x + γx2,

que é equivalente ao sistema
α + β + γ = 1

β + γ = 0

γ = 1

=⇒ α = 1, β = −1 e γ = 1.
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Definição

Sejam V um espaço vetorial e S um subconjunto não vazio de V .

Usaremos o śımbolo

[S ]

para denotar o conjunto de todas as combinações lineares dos elementos

de S . Em outras palavras,

u ∈ [S ] ⇐⇒ ∃ α1, . . . , αn ∈ R e ∃ u1, . . . , un ∈ S tais que

u = α1u1 + · · ·+ αnun.
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Proposição (1)

Sejam V um espaço vetorial e S um subconjunto não vazio de V . Então

[S ] é um subespaço vetorial de V .

Demonstração.

Como S 6= ∅, existe u ∈ S . Logo, 0 = 0u ∈ [S ].

Sejam u, v ∈ [S ]. Então ∃ α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ R e

∃ u1, . . . , un, v1, . . . , vm ∈ S tais que

u =α1u1 + · · ·+ αnun e

v =β1v1 + · · ·+ βmvm.

Assim, ∀λ ∈ R, temos

u + λv =α1u1 + · · ·+ αnun + λ(β1v1 + · · ·+ βmvm)

=α1u1 + · · ·+ αnun + λβ1v1 + · · ·+ λβmvm ∈ [S ].
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Geradores
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Definição

Sejam S e V como acima. Diremos que

[S ] é o subespaço vetorial gerado por S .

Os elementos de S são chamados de geradores de [S ]. Quando

S = {u1, . . . , un},

usaremos a notação

[S ] = [u1, . . . , un].
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Propriedades

Proposição (2)

Sejam S e T subconjuntos não-vazios de um espaço vetorial V . Valem as

seguintes propriedades:

1 S ⊂ [S ];

2 S ⊂ T =⇒ [S ] ⊂ [T ];

3 [[S ]] = [S ];

4 S é um subespaço vetorial =⇒ S = [S ];

5 [S ∪ T ] = [S ] + [T ].
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Demonstração.

1 Vamos mostrar que S ⊂ [S ].

Seja u ∈ S . Então u = 1u ∈ [S ].

2 Vamos mostrar que S ⊂ T =⇒ [S ] ⊂ [T ].

Seja u ∈ [S ]. Então ∃ α1, . . . , αn ∈ R e ∃ u1, . . . , un ∈ S tais que

u = α1u1 + · · ·+ αnun.

Como S ⊂ T , temos

u1, . . . , un ∈ T =⇒ u ∈ [T ].

Portanto, [S ] ⊂ [T ].
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Demonstração.

3 Vamos mostrar que [[S ]] = [S ].

Pelos itens (1) e (2), temos a inclusão

[S ] ⊂ [[S ]].

Então, falta provarmos que

[[S ]] ⊂ [S ].

Seja u ∈ [[S ]]. Então u é combinação linear de elementos de [S ].

Como cada elemento de [S ] é combinação linear de elementos de S ,

u é combinação linear de elementos de S , ou seja, u ∈ [S ].

Logo, [[S ]] ⊂ [S ].
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Demonstração.

4 Vamos mostrar que

S subespaço vetorial de V =⇒ S = [S ].

Pelo item (1), temos

S ⊂ [S ].

Precisamos provar que

[S ] ⊂ S .

Seja u ∈ [S ]. Então u é combinação linear de elementos de S .

Como S é um subespaço vetorial de V , tal combinação linear é um

elemento de S .

Logo u ∈ S e, portanto, S ⊂ [S ].
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Demonstração.

5 Vamos provar que [S ∪ T ] = [S ] + [T ].

Seja u ∈ [S ∪ T ]. Então, ∃ α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ R e

∃ u1, . . . , un ∈ S e v1, . . . , vm ∈ T tais que

u =α1u1 + · · ·+ αnun + β1v1 + · · ·+ βmvm

= (α1u1 + · · ·+ αnun) + (β1v1 + · · ·+ βmvm)∈ [S ] + [T ].

Portanto, [S ∪ T ] ⊂ [S ] + [T ].

Reciprocamente, se u ∈ [S ] + [T ], então

u = v + w , com v ∈ [S ] e w ∈ [T ].

Logo, ∃ α1, . . . , αp, β1, . . . , βq ∈ R e ∃ v1, . . . , vp ∈ S e

w1, . . . ,wq ∈ T tais que

u = v + w = (α1v1 + · · ·+ αpvp) + (β1w1 + · · ·+ βqwq)∈ [S ∪ T ].

Assim, [S ] + [T ] ⊂ [S ∪ T ].
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Definição

Diremos que um espaço vetorial V é finitamente gerado, se existir um

subconjunto finito S ⊂ V tal que

V = [S ].
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Exemplo 3.

1 Pn(R) = [1, x , . . . , xn];

2 Rn é gerado por

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

3 Mm×n é gerado pelas matrizes

Ekl = (δ
(k,l)
i,j ), k = 1, . . . ,m, l = 1, . . . n,

em que

δ
(k,l)
i,j =

1, se (i , j) = (k , l)

0, caso contrário .
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Exemplo 4. Afirmação: P(R) não é finitamente gerado.

Suponhamos, por absurdo, que P(R) seja finitamente gerado, ou seja,

∃ p1(x), . . . , pn(x) tais que

P(R) = [p1(x), . . . , pn(x)].

Seja N o grau mais alto dentre os polinômios p1(x), . . . , pn(x).

É evidente que xN+1 não pode ser escrito como combinação linear de

p1(x), . . . , pn(x), ou seja,

xN+1 6∈ [p1(x), . . . , pn(x)] = P(R)

o que é uma contradição. Logo, P(R) não é finitamente gerado.

Observação

P(R) = [1, x , x2, . . . ].
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Proposição (3)

Seja V um espaço vetorial gerado por u1, . . . , un, ou seja,

V = [u1, . . . , un].

Se u1 for combinação linear de u2, . . . , un, isto é,

u1 ∈ [u2, . . . , un],

então V é gerado por u2, . . . , un, ou seja,

V = [u2, . . . , un].
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Demonstração.

Basta mostrarmos que V ⊂ [u2, . . . , un] (por que?).

Seja u ∈ V . Como V = [u1, . . . , un], ∃ α1, . . . , αn ∈ R tais que

u = α1u1 + . . .+ αnun.

Por outro lado, como u1 ∈ [u2, . . . , un], ∃ β2, . . . , βn ∈ R tais que

u1 = β2u2 + . . .+ βnun.

Combinando estas informações, obtemos

u =α1u1 + α2u2 + . . .+ αnun

=α1(β1u2 + . . .+ βn−1un︸ ︷︷ ︸
=u1

) + α2u2 + . . .+ αnun

= (α1β1 + α2)u2 + . . .+ (α1βn−1 + αn)un ∈ [u2, . . . , un],

ou seja, u ∈ [u2, . . . , un] e, portanto, V ⊂ [u2, . . . , un].
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Exemplo 5. Sejam

U = {(x , y , z , t) ∈ R4; x − y + t + z = 0} e

V = {(x , y , z , t) ∈ R4; x + y − t + z = 0}.

1 Seja (x , y , z , t) ∈ U. Então y = x + z + t. Logo,

(x , y , z , t) =(x , x + z + t, z , t)

=x(1, 1, 0, 0) + z(0, 1, 1, 0) + t(0, 1, 0, 1)

e, portanto,

U = [(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1)].
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Exemplo 5 (continuação). Lembremos que

U = {(x , y , z , t) ∈ R4; x − y + t + z = 0} e

V = {(x , y , z , t) ∈ R4; x + y − t + z = 0}.

2 Seja (x , y , z , t) ∈ V . Então t = x + y + z . Logo,

(x , y , z , t) =(x , y , z , x + y + z)

=x(1, 0, 0, 1) + y(0, 1, 0, 1) + z(0, 0, 1, 1)

e, portanto,

V = [(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)].
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Exemplo 5 (continuação).

Lembremos, mais uma vez, que

U = {(x , y , z , t) ∈ R4; x − y + t + z = 0} e

V = {(x , y , z , t) ∈ R4; x + y − t + z = 0}.

3 Seja (x , y , z , t) ∈ U ∩ V . Entãox − y + t + z = 0

x + y − t + z = 0,
=⇒ x = −z e y = t.

Logo,

(x , y , z , t) = (x , y ,−x , y)

= x(1, 0,−1, 0) + y(0, 1, 0, 1)

e, portanto,

U ∩ V = [(1, 0,−1, 0), (0, 1, 0, 1)].
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Exemplo 5 (continuação).

4 Pelo item (1) da Proposição (2), U ⊂ [U] e V ⊂ [V ]. Logo,

U + V ⊂ [U] + [V ].

Por outro lado,

w ∈ [U] + [V ] =⇒ w = u + v , com u ∈ [U] e v ∈ [V ].

Como U e V são subespaços vetoriais de R4 (exerćıcio), pelo item

(4) da Proposição (2), U = [U] e V = [V ]. Assim,

w = u + v , com u ∈ [U] = U e v ∈ [V ] = V

e, portanto, w ∈ U + V . Logo,

[U] + [V ] ⊂ U + V .

Portanto,

U + V = [U] + [V ].
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Exemplo 5 (continuação).

4 Pelo item (5) da Proposição (2), [U] + [V ] = [U ∪ V ]. Assim,

U + V = [U] + [V ] = [U ∪ V ].

Então,

U + V = [(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1)︸ ︷︷ ︸
iguais

, (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1)]

= [(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 1)].

Note que

(1, 1, 0, 0) = (1, 0, 0, 1) + (0, 1, 1, 0)− (0, 0, 1, 1)

e, portanto, pela Proposição (3), obtemos

U + V = [(0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 1)].
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