Distancia, Angulo,
Ortogonalidade, Isometria

e Operadores Autoadjuntos
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Definicao

Num espaco euclidiano V' definimos a distancia entre u,v € V como

d(u,v) = |lu—vl.

Pelas propriedades do produto interno, temos que a distancia satisfaz as
seguintes propriedades:

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Definicao

Sejam V' um espaco euclidiano e u,v € V ambos ndo nulos.
O &ngulo, 6 € [0, 7], entre os vetores u e v € dado por

(u,v)

cosf) = ——"—.
ul vl
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Exercicio 1: Sabe-se que

ful =lvl=1 e flu-v[=2

Calcule o angulo entre u e v.

Solugao: Observe que
4 = |lu=vlP=(u-v,u—v)
= Nl + vl = 2{u, v) =2 = 2{u, v).

Assim, (u,v) =—1e

{u, v)

cosf = =-1
ull vl ’

ou seja, 6 = .
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Definicao
Seja V' um espaco euclidiano. Diremos que

@ u,v € V sdo ortogonais, se tivermos
(u,v) =0.

Neste caso, denotaremos u L v.

@ um conjunto S = {u1,...,u,} C V serd ortogonal, se
up L uj, i 75 _j
@ um conjunto ortogonal S = {uy,...,u,} C V serd ortonormal, se

lyll =1, j=1,...,n.
@ u € V éortogonal a um conjunto S = {u1,...,u,} C V se

ulu, j=1,...,n

Neste caso, usaremos a notacdo u L S.
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Observacao

Se S ={u,...,un} C V for um conjunto ortogonal, com uj # 0 e

{ Uy U }
[l funll

serd um conjunto ortonormal.

j=1,...,n, entdo
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Proposicao

Sejam V' um espaco euclidiano e S = {u1,...,u,} C V um conjunto

ortogonal com u; #0, j=1,...,n. Entdo uy,...,u, sdo L.I..

Demonstracao.

Exercicio. ]

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Definigao

Se V for um espaco euclidiano tal que dimV = n e se
B={u,...,us}

for conjunto ortonormal, entdo diremos B é uma base ortonormal de V.
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Proposicao

Sejam V' um espaco euclidiano B = {uy, ..., u,} uma base ortonormal de
V. Entdo, se u € V temos

u= <U, U1>U1 4t <U, un>un~
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Demonstragdo: Como B é uma base de B = {uy, ..., u,} ortonormal,

existem asq,...,a, € R tais que
U=y + -+ a,up,, (1)

com
ludl =1, i=1,...,n e {uu) =0, i#]

Ent3o,

<(}J1U1 + -+ QplUp, U1>
(l1<U1, U1> —+ 4 Ozn<U,,, U1>
arlju]? 4+ 0+ +0= .

(u, uy)

Analogamente, temos
(yup)=«a;, I=1,....n (2)
Substituindo (2) em (1), obtemos

u=(u,up)uy + -+ (U, up)up.
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Proposicao

Sejam V' um espaco euclidiano e U = [uy, . .., u,] o subespaco gerado
por um conjunto ortonormal S = {uy, ..., u,}. Entdo, para qualquer
u € V o vetor dado por

v = U*<U,U1>U1*~"7<U,Un>un

€ ortogonal a todo w € U, isto €,

v 1lU.

Demonstracio.

Proposicao 12.39, S. L. Zani, Notas de Aula - Algebra Linear, ICMC. [
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Proposicao

Sejam V' um espaco vetorial, U um subespaco de V e u € U. Entdo

ullU — u=0.

| A

Demonstracao.

Como u € U e u é ortogonal a todo vetor de U, temos

[lull? = (u,u) =0,

ou seja, u = 0. O

N
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Sejam S = {u,...,u,} C V um conjunto ortonormal de um espago
euclidiano V. e U = [u1, ..., u,]. Se u € V, entdo o vetor

(u, ur)ur + - - + (u, up)uy,

serd chamado projecdo ortogonal de u sobre o subespago U.

Observagao

v .
Sev eV étal quev #0, entdo S = {HI € um conjunto ortonormal.
v

Assim, se u € V/, a projecdo ortogonal de u sobre [S] é o vetor

< v > v (u,v)
w= (U ) = =V
viIl /v vl

Neste caso, w € chamado de projecido ortogonal de u sobre v.

|
\
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Processo de Gram-Schmidt
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A demonstracido do préximo teorema fornece um método para se

conseguir uma base ortonormal de um espaco euclidiano a partir de uma
base dada.

Teorema

Todo espaco euclidiano de dimensdo finita possui uma base ortonormal.
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Demonstracao: A prova é por indu¢do sobre a dimensio do espaco.
@ SedimV =1.

Ent3o existe v; € V, tal que V = [v4]. Como v; # 0, tomamos

Vi

U= ——
[l

e, dessa forma, {u;} é um conjunto ortonormal e V = [uy], ou seja,

B = {u1} é uma base ortonormal de V.
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Continuacao:
@ SedimV =2,

Ent3o existem vy, v, € V tais que V = [vq, v»]. Coloque
Vi
up = —.
[Ivall
Devemos encontrar um vetor ortogonal a u; e que tenha norma 1.
Primeiramente vamos encontrar um vetor ortogonal a u;. Basta
tomarmos

Ué = Vo — <V2, U1>U1.

Note que u) # 0, pois v; e v, sdo L.I.. Resta agora normalizar u}, isto é,

definimos
/
U

[z

upy =

Logo,
%1 Vo — <V27 U1>U1
u = — e U = ——————
[vall [va — (va, ur)un |

formam uma base ortonormal de V.
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Continuacao:

Dado n € N, suponha que tenhamos provado o teorema para todos os
espacos euclidianos de dimensdo n — 1.

Queremos provar que o mesmo é verdade para todo espac¢o euclidiano de

dimensao n.
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Continuacao:
@ SedimV =n>2.

Ent3o existem vq,...,Vv,_1,Vv, € V que formam uma base de V.
Note que U = [v1,..., V,_1] é um subespaco de V de dimensdo n — 1.

Desse modo, usando a nossa hipétese de inducdo, é possivel tomar uma

base B = {u1,...,up—1} ortonormal de U. Como v, ¢ U entdo, o vetor

Up =V — (Va, u)us — ++ — (Vp, Up—1)Un—1

é n3o nulo e ortogonal a todos os elementos de U (portanto, ortogonal a

Ui,..., Up—1). Para finalizar, tomamos como base de V os vetores
Ui, ..., Unp—1,Up
onde
— U:1 _ Vn — <Vn7 U1>L11 - <Vn,~ Un71>un71
! HULH ”Vn_ <V,,,U1>U1—"'— <Vn,Un,1>U,,,1H.
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Complemento Ortogonal
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Sejam V' um espaco euclidiano e U um subespaco vetorial de V. O
complemento ortogonal de U é o conjunto

Ut={veV; viu VuecU}.

Observacao

| A

Se V tiver dimensao finita entdo u € Ut se e somente se u for ortogonal

a uma base qualquer de U.
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Proposicao

U+t é um subespaco vetorial de V.

Demonstracao.

Exercicio. ]
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Exercicio 2: Encontre U+ se

U={(x,y,z) eR}x—y—z=0}.

Solucdo: Observe que

(x,y,2) e U= (x,y,2)=(y+ z,¥,2z) = y(1,1,0) + z(1,0, 1).

Logo, B ={(1,1,0),(1,0,1)} é uma base de U.

Assim, (x,y,z) € Ut se somente se

<(X,y,Z),(1,170)> =0 € <(X,y,Z),(170, 1)> =0,

ou seja,
x+y=0

x+z=0
Portanto, U+ = [(1, -1, —1)].

<~ (x,y,z) = x(1,-1,-1).
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Teorema

Sejam V' um espaco euclidiano de dimenséo finita e U um subespaco
vetorial de V. Entdo

V=UegU.

4

Demonstracio.

Dado v € V, seja w a projecdo ortogonal de v sobre U. Temos,
o v=w+(v—w);
e weU,
@ (v—w,u) =0, para todo u € U,.

Ou seja, v € U + U*.

Por outro lado, se u € U N UL, entdo (u, u) =0 e, portanto, u = 0.
) p

O

<
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Isometria
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Definicao

Sejam U e V espacos euclidianos. Diremos que T € L(U, V) é uma

isometria, se tivermos

(T(w), T(w2))v = (u1, t2)u, Youy, u € U.
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Teorema

Sejam U, V espacos euclidianos e T € L(U, V). Sio equivalentes:
@ T é uma isometria;
Q || T(u)|| = ||lul| para todo u € U;
Q ||[T(u)— T(v)|| = |lu— v| para todo u,v € U;

Q Se{uwr,...,up} C U € ortonormal, entdo {T(u1),..., T(un)} é
ortonormal em V.

Demonstracio.

Teorema 12.59, S. L. Zani, Notas de Aula - Algebra Linear, ICMC. ]
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Coroldrio

Se T € L(U, V) é uma isometria, entdo T € injetora.

Demonstracao.

Basta ver que se T(u) = 0, entdo

Jull = IT ()l =0,

portanto, u = 0. ]
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Corolario

Se T € L(U, V) é uma isometria e
dim U = dim V

entdo T é um isomorfismo.

| A\

Demonstracgao.

Como T é uma isometria, T é injetora. Como U e V tém a mesma

dimensdo, T é bijetora e, portanto, é um isomorfismo. O
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Vejamos como fica a matriz de uma isometria T € L(U) com relaggo a
uma base ortogonal B = {uy,..., u,}.

Seja M = [T]g = (a;j). Como
T(Uj) = a1 4+ -4 anjUn,
obtemos

1, sei=j
ariaj+- - +anian = (T(ui), T(w)) = (ui, uj) = 05 = 0. seiztj

ou seja, as colunas da matriz M, quando vistas como vetores do R”, sdo
ortonormais.

Vale observar, também, que

MM = (al,-alj + 4 a,,,-a,,j) =1,
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Uma matriz M € M,(R) tal que
MM = 1,

é chamada de matriz ortogonal.

| \

Observacao
Se M € M,(R) € ortogonal entdo

(det M)? = det M det M = det M* det M = det M*M = det |, = 1,

isto €,
|det M| = 1.
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Operador Autoadjunto
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Definicao

Sejam U um espacgo euclidiano e T € L(U). Diremos que T é um

operador autoadjunto se

(T(u),v) = (u, T(v)) VYuveU.
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Exemplo. Seja T € L(R?) dado por
T(x,y) = (ax + by, bx + ¢cy).
Verifique que T é um operador autoadjunto.
Solugdo. Temos
(T(x,y),(z,t)) = ((ax + by, bx + cy), (z, t)) = axz + byz + bxt + cyt.
Por outro lado,
((x,¥), T(z,t)) = {(x,y),(az + bt, bz + ct)) = axz + bxt + byz + cyt.

Comparando as expressdes vemos que

<T(X7Y)7 (Z, t)> = <(X7y)7 T(Z7 t)>
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Teorema

Seja U um espago euclidiano de dimensdo finita. Entdo, um operador
T € L(U) serd autoadjunto se e somente se a matriz de T com relagdo a
uma base ortonormal de U for simétrica.

Prova. Sejam {ui,...,u,} uma base ortonormal e A = (aj;) a matriz de
T com relacdo a esta base.

Temos
T(uk) = awkun + -+ apkttn, YV k=1,....n

Tomando o produto interno com k = i com o vetor u;, obtemos
(T(wi), uj) = avi{ur, uj) + -+ + ani{un, vj) = aji-
Por outro lado, tomando o produto interno de u; com T(uj), temos

(ui, T(up)) = aujui, ur) + - -+ + ani (Ui, Up) = ajj.
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Prova (continuagido).
Suponha que T seja autoadjunto. Queremos mostrar que aj = aji.
Mas T é autoadjunto. Entdo,

(ui, T(uj)) = (T(ui), uj), ouseja, aj= aj.

Reciprocamente, suponha que a matriz (a;;) de T com relagdo a uma
base ortonormal, uy, ..., u, seja simétrica. Devemos mostrar que

<T(u)7 V> = <uv T(V)>'
Note que se
u=aiu;+--+ am, e v = fruy + -+ Bou,.

Ent3o, como o produto interno é linear em cada varidvel e a base acima é

ortonormal, temos

(T()v) = (3T (). 30 Bu) = 30D (T, )

i=1 j=1
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Prova (continuagido).
Analogamente,
0. T0) = 3 sl T(w)
i=1 j=1
Desta forma, resta mostrar que (T (u;), uj) = (u;, T(uj)).

Mas, como (a;;) é a matriz de T com relagdo a esta base, vale

(T(ui), uj) = (ui, T(uy))-
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Teorema

Se T € L(U) for um operador autoadjunto e A e u forem autovalores
distintos de T, entdo os autovetores correspondentes serdo ortogonais.

Prova. Sejam u e v autovetores correspondentes a A e
respectivamente. Entdo

(A=) (u,v) = QAu,v) = (v, pv) = (T (), v) = (u, T(v)) =0,
pois T é autoadjunto.

Como A # pu, segue-se que (u,v) = 0.
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Teorema

Sejam U um espaco euclidiano de dimens3o finitae T € L(U) um

operador autoadjunto. Entdo existe uma base ortonormal de U formada
por autovetores de T.

Observacao. Entdo todo operador autoadjunto é diagonalizavel.
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Prova. Faremos o caso bidimensional.
Sejam u, v uma base ortonormal de U.

Como T ¢ autoadjunto, a matriz de T é simétrica, ou seja, é da forma

a b
b c

A=

Assim, o polinbmio caracteristico de T é
pr(\) = A — (a+ )\ + ac — b2
Como
(a+c)? —4(ac — b*) = 2> + c® —2ac +4b*> = (a— c)® + 4b* > 0.

Note que pr(\) sé apresenta raizes reais.
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Prova (continuagdo). Consideremos 2 casos.

@ Sea=ceb=0, entdo A= al e a prépria base u, v servem para

provar o teorema.

@ Se a# coub#0, entdo pr(A) possui duas raizes reais distintas,
isto é, T apresenta dois autovalores distintos. Neste caso, os
autovetores correspondentes s3o ortogonais. Basta, entdo, tomar
como base dois autovetores unitarios correspondentes a cada um
dos autovalores.
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