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Seja T € L(U), em que U é um espaco vetorial de dimens3o finita.
Seja pr(A) o polinémio caracteristico de T.

Entdo pr(A) se fatora como

pr(A) = (A = A)™ -+ (g = A)™ (A — 1) + B2 -+ (N — o) + B2,

em que A\, # As, e (o, Br) # (as, Bs) se r # s.

Note que cada «, + i3, é uma raiz complexa de pr(}).

Note também que my +---+ m, +2p1 + - -+ 2p, =dim U.
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Se A € R for um autovalor de T, denotaremos por J(\; r) a matriz
quadrada de ordem r com todos os elementos da diagonal principal iguais
a A e todos os elementos logo acima desta, iguais a 1, ou seja,

A1 0 0
0 X 1 0
0 0 A 0

rxr
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Se v + if for uma raiz complexa de pr(A) e r é um ndmero par,

definiremos
a [ 1
-5 a 0
0 0 «

R(a,p;ry=1 0 0 —p
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Se By, ..., Bx forem matrizes quadradas, n3o necessariamente de ordens

iguais, definiremos diag(By, ..., Bx) como sendo a matriz quadrada de
ordem igual a soma das ordens de By, ..., Bx dada por

B, 0 --- 0

0 B --- 0

0 0 --- By
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Exemplo: Se

3 4 0
210 4 3 0 1
Bi=|0 2 1 e B, = )
0O 0 3 4
0 0 2
0 0 -4 3
entdo
21 0 0 0 0 O
021 0 0 0 O
002 0 O 0 O
diag(B1,B;)=]10 0 0 3 4 1 0
000 —4 3 0 1
0 00 O O 3 4
0 00 O O —4 3
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Forma Canonica de Jordan
Seja U um espaco vetorial de dimens3o finita.

Seja T € L(U) cujo polindmio caracteristico é dado por

pr(A) = (A=A - (A= X)™ (A= a1)?+ 5127 - (A=) +5i %)™,

em que A\, # As, (o, Br) # (s, Bs) se r £ s, e 5, > 0.

Entao uma de U com relagao a qual a é da forma
= diag(J1, ..., Jp, R1, ..., Ry),

em que Ji,..., J, sdo da forma J(X;r) para algum r e N e
Ae{A, ..., A} e Ri,..., Ry sdo da forma R(a, [3;s) para algum s € N

e (Oé,ﬁ) € {(()41,‘81)., ey ((kk,ﬁk)}.
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Exercicio 1: Encontre as possiveis matrizes na forma candnica de Jordan

de um operador cujo polindmio caracteristico é dado por

pr(N) = (2= A1 - N).

Solugcao: Como as multiplicidades algébricas e geométrica do autovalor 1
sdo iguais a um, vemos que o Unico bloco correspondente a este
autovalor é J(1;1) = (1).
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Solugdo (continuagdo):

Com relagdo ao autovalor 2, a sua multiplicidade algébrica é trés.
@ Se sua multiplicidade geométrica for trés.

Neste caso, existem trés blocos associados a este autovalor e todos eles
sdo iguais a (2) e a matriz da forma canénica de Jordan para este
operador é

o O O
O O NN O
O N O O
N O O O
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Solugdo (continuagdo):
@ Se a multiplicidade geométrica do autovalor for dois.

Neste caso, existem dois blocos correspondente a este autovalor que s3o

J(2:1) = (2) J(2;2)—<§ ;)

da forma

Assim, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador é

o O O
o O N O
O NN = O
N O O O
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Solugdo (continuagdo):
@ Se a multiplicidade geométrica do autovalor for um.

Neste caso existe um bloco correspem quente a este autovalor que é

J(2;3) =

S O N
O N =
N R O

Assim, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador é

o O O
o O NN O
O N = O
N P, O O
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Exercicio 2: Encontre as possiveis matrizes na forma candnica de Jordan
de um operador cujo polindmio caracteristico é dado por

pr(A) = (1= A)?(4+ %)

Solucdo: Utilizando a notacdo do fnicio da aula, temos

M=1 a=0e g=2.

Como 0 + i2 tem multiplicidade um (como raiz de pr())), existe apenas

ro22)- (9, 2]

um bloco da forma
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Solugdo (continuagdo):
@ Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for dois.

Neste caso, existem dois blocos associados a este autovalor e s3o iguais a
(1). Assim, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador é

10 0 O
01 0 O
00 0 2
00 -2 0
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Solucgdo (continuagdo):
@ Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for um.

Ent3o, existe apenas um bloco de ordem dois associado a este autovalor

que é dado por
11
J(1;2) = .
wa- (5 1)

Neste caso, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador é

11 0 O
01 0 O
00 0 2
00 -2 0
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Produto Interno
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Definicao
Seja V' um espaco vetorial. Um produto interno sobre V' é uma aplicacdo
que a cada par (u,v) € V x V associa um nimero real denotado por

(u, v) satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) «

(i) (ou

(i) (u,v) = (v, u) para todo u,v € V;
(iv) (

O espaco vetorial V. munido de um produto interno é chamado de espaco

u+v,w) = {(u,w) + (v,w) para todo u,v,w € V;

au,v) = alu,v) para todo u,v € V ea € R;

u,uy >0 seu#0.

euclidiano.

v
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Propriedades:
© (0,u) =0 para todo u € V.

De fato,
(0,u) = (0+0,u) 2 (0, u) + (0, ),

e o resultado segue por cancelamento.

Q (u,v+aw) = (u,v)+ alu,w), para todo u,v,w € Vea eR.

De fato,
(u, v+ aw) @ (v +aw,u)
@ (v,u) + {(aw, u)
(iii)_,(u)
=7 (u,v)+ alw,u)
(@ (u, v) + au, w).

Desta maneira, vemos que o produto interno é linear em cada varidvel.
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Exemplos: S3o exemplos de produto interno:

Q Sex=(x1,..., %), ¥ = (1,.--,¥n) € R", entdo
(x,y) = xiy1 + -+ + Xayn.
Q Se x = (x1,%,x3),y = (y1,¥2,¥3) € R®, entdo
(x,y) = % + % + %
© Se f,g € C([a, b]; R) entdo
(f.8) = J, F(x)g(x) dx.
Q Se A= (a;), B = (bj) € Mpxn

(A,B) =310 3oy aihy.

Verifique que as aplicacées acima sdo de fato produto interno. \
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Norma
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Definicao

Se V' é um espaco euclidiano, definimos para cada u € V' o nimero

[ull = v/(u, u).

Este valor é chamado de norma de u.

| \

Observagao

Pela Propriedade (iv) da definicdo de produto interno, temos que

(u,u) > 0 e, portanto, € possivel extrair a raiz quadrada de (u, u).
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Seja V' um espaco vetorial com um produto interno. Temos

Q |au|| = |a||u|| para todo u € V e todo a € R;
@ ||u|| > 0 para todo u € V;
© ||u|| =0 se e somente se u = 0;

Q [(u,v)| <|lull||v| para todo u,v € V (desigualdade de
Cauchy-Schwarz);

Q |u+v| < |ull + ||v| para todo u,v € V (desigualdade triangular).

Demonstracio.

Exercicio.
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Proposi¢éo (ldentidade do Paralelogramo)

Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano. Entio

lu+ vI? + llu = v = 2(][ul® + [IvI[®).

Demonstracao.

Exercicio.
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Proposicao

Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano. Entdo

lu+ v = llu = v]? = 4(u, v).

Demonstracio.

Exercicio. ]
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Exercicio 3: Calcule (u, v) sabendo-se que

|
=

lutvl=1 e [u—v|

Solucdo: Pela Proposicdo anterior, temos

(0.v) = 3w+ v~ lu—v[?) = (-1 =0,
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