Autovalores e Autovetores
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Definigao
Sejam U um espaco vetorial e T € L(U). Diremos que um vetor ndo
nulo u € U é um autovetor de T, se existir A € R tal que

T(u) = Au.

Observacao
Se u # 0 for tal que T(u) = Au = pu, entdo teremos A\ = .
De fato, pois \u=pu = A—p)u=0= A—pu=0.

| A\

Definicao
Sejam U um espaco vetorial, T € L(U) e u € U um autovetor de T. O
ndmero \ tal que T(u) = Au é chamado de autovalor de T associado

ao autovetor u.

\
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Definigao
Sejam U um espaco vetorial, T € L(U) e \ um autovalor de T. O
subespago vetorial

VIA)={ve U;T(u)=Au} CcU

€ chamado de subespaco préprio do autovalor \, ou autoespago

associado a A. Se dim U < oo, diremos que a dimensio de V/(\) € a

multiplicidade geométrica de \.
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Observacao

Seja | : U — U a identidade. Entao,

VIA) ={ue U; T(u) =Au} = N(T — Xl).
De fato, se u € N(T — ), entdo
0=(T-X)(v)=TW)—Au= T(u) = u=ue V().
Agora, se u € V(\), entdo

Tw=X =T - u=0= (T —-AN)(v)=0=uec N(T —\).

V.
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Sejam V um espaco vetorial, U C V um subespaco vetorial e T € L(V).

Dizemos que U é um subespago invariante por T, se T(U) C U.

| 5\

Observacao

V/(X\) é um subespaco invariante por T, isto é,
T(V(\) C V(N).

De fato, seja u € V(\), entdo T (u) = A\u=v. Mas,

T(v)=TAu)=AT(u) = XAu) =Av = v = T(u) € V(N).
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Exercicio 1: Seja T : R? — R? dada por
T(x,y) = (v, 4x).
Encontre:

@ os autovalores (\) de T;
@ os respectivos subespacos préprios (V(A));

@ a multiplicidade geométrica (dim V/(\)) de cada autovalor.
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Solucao:
@ Autovalores.

Sabemos que A € R é um autovalor de T
< 3 (x,y) # (0,0) tal que T(x,y) = \(x,y),
3 (x,y) # (0,0) tal que (v,4x) = (Ax, \y).

<= o sistema
y—x=0
4x—=Ay =0

tiver solu¢ao ndo trivial.

-2 1
<> det =0« )\ —-4=0.
4 -\
Logo, os tnicos autovalores de T sdao \; = —2 e A\, = 2.
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Solugdo (continuacgéo):
@ Subespacos proprios.
Temos
V(-2) = {(xy) € R%(y,4x) = —2(x,y)}

= {(oy) eR}—2x=y}
= [(1,-2)]

V(2) = {(xy) € RZ%(y,4x) = 2(x,y)}

= {(vy) eR%2x =y}
= [(1.2)]

@ Multiplicidade geométrica.

E claro que dim V(2) = 1 = dim V(—2) = 1.
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Proposicao

Sejam U um espaco vetorial de dimens3o finita e T € L(U). Suponha
que T possua autovetores

uy,...,Up
associados a autovalores
Atyees An,
respectivamente. Se \; # \;, quando i # j entdo ux, ..., u, S30

linearmente independentes.
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Demonstracao. A prova serd por indugdo sobre o nimero de

autovalores.
e n=1

Se n =1 o resultado é valido ja que u # 0 é sempre L.I.
o n=2

Se ajug + asup = 0, entdo aqu; = —anus. LOgO

0= T(a1u1 =+ OQUQ) =1 T(Ul) + ap T(Uz) = a1 A\1U1 + Qoo

)\1(—(¥2U2) + apdour = 012()\2 — )\1)U2

Portanto ap(A2 — A\1)up = 0 e, como uy # 0 e Ay # Ao, resulta que
ap = 0. Daf, ayu; =0 e, como u; # 0, temos a3 = 0. Portanto, u; e up
sdo linearmente independentes.
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Demonstragdo (continuagdo). Suponhamos, como hipétese de
inducdo, que o resultado seja valido para n — 1 autovetores.

Devemos mostrar que o mesmo resultado vale para n autovetores. Se
aiu; + -+ apu, =0, entdo apup = —apup — - -+ — apu,. Logo
0=T(quy + -+ apup) =1 T(u) + -+ anT(up)
=i+ + apntn
- )\1(*042U2 — anun) + -+ O‘n/\nun

OéQ(AQ - >\l)u2 + -+ Oln(An - )\l)un

Portanto,
042()\2 — /\1)U2 + -4 a,,(/\,, — )\1)un =0
€, Como uy,--- , U, sao L.l. segue que
a2()\2 _ )\1) = e . = an(>\n —_ )\1) = 0.
Mas como A1 # Aj, para j =2,...,n, temos a; = -+ = oy = 0. Dai,
ai1u; =0 e, como uy # 0, temos a; = 0. Portanto, uy, .., u, sdo L.I.
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Proposicao

Sejam U um espaco vetorial de dimenséo finita e T € L(U). Suponha
que T possua autovalores \1, ..., \,, distintos. Entdo a soma dos

subespacos préprios de T € direta, isto €, para cada j =1,...,n, temos

V) N(V(A) + -+ V(Xjim1) + V(Xi) + - + V(A0)) = {0}

Demonstracao.

Proposicdo 9.13, S. L. Zani, Notas de Aula - Algebra Linear, ICMC. [
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Polinomio Caracteristico
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Definicao

Dada A € M, definimos o polinémio caracteristico de A como sendo o

determinante
pa(A) = det(A — Al),

em que | € a matriz identidade de ordem n.
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Sejam A, B € M, ,. Dizemos que A e B sdo semelhantes, se existir
M € M, invertivel tal que

A= M"1BM.

| A\

Observacdo
Se A € semelhante a B, entdo B é semelhante a A.

De fato, se existir M € M, invertivel tal que
A= M1BM,

teremos B = MAM~. Tomando N = M1, obtemos
B = N"tAN,

isto é, B é semelhante a A.

A

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear




Proposicao

Se A, B € M, ., s3o matrizes semelhantes, entdo seus polinémios

caracteristicos sao iguais, isto €,

| det(A— M) =det(B—\I), VAER.
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Polinomio Caracteristico da matriz transformacao linear:

Lembre que se T € L(U), onde U é um espaco vetorial de dimens3o
finita, e se B e C sdo bases de U, entdo

[T]c = ME[T]gMS = [MS] ™" [T]eMS§.

Desta forma,

() = P (), |

ou seja, o polindmio caracteristico da matriz de uma transformacao
linear independe da escolha da base. Podemos assim, sem causar
ambiguidades, definir o polindmio caracteristico do operador linear T

como sendo
pT(A) = pr71s(A),

onde B é uma base qualquer de U.
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Exercicio 2: Seja T : R? — R? dada por
T(x,y) = (ax + by, cx + dy).

Encontre pr()).
Solucao:

Usaremos a base candnica, C, de R2. Como T(1,0) = (a,c) e
T(0,1) = (b, d), vemos que

Assim,

pT(A)—det<<i Z)‘AG (1)>>
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Proposicao

Sejam U um espaco vetorial de dimensdo finita e T € L(U). Entido A
sera um autovalor de T, se e somente se,

Em outras, palavras, os autovalores de T s3o as raizes reais de seu

polinébmio caracteristico.

Demonstracao.

Exercicio. ]
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Definicao

Sejam U um espaco vetorial de dimens3o finita e T € L(U). Se X for um
autovalor de T, definiremos a multiplicidade algébrica de A como sendo a
multiplicidade de A como raiz do polinémio caracteristico de T.
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Proposicao

Sejam U um espaco vetorial de dimenséo finita e T € L(U). Se Ay for
um autovalor de T, entdo a sua multiplicidade geométrica ndo excedera
a sua multiplicidade algébrica.

Demonstracao.

Proposicdo 9.26, S. L. Zani, Notas de Aula - Algebra Linear, ICMC. [J
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Exemplo 1: Considere T : R? — R? dado por T(x,y) = (x,2x + y).
@ Matriz da T com relagdo a base candnica C do R".

Observe que T(1,0) =(1,2) e T(0,1) = (0,1). Assim,

[T]c=<; (1)>

@ Polindmio caracteristico de T.

pT(A)—det<<; ?)AG (1)>>

S = (1- )2
2 1-2)
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@ Autovalores de T.

Sabemos que os autovalores de T s3o as raizes do polindmio
caracteristico de T, isto &, as raizes de (1 — \)2.

Logo A =1 é autovalor de T.
@ Multiplicidade algébrica de A = 1.

Note que (1 — A\)2 = (1 — A)(L — \). Logo A = 1 aparece duas vezes
como raiz do polindbmio caracteristico de T e, portanto, a multiplicidade
algébricade A =1 ¢é 2.
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@ Autovetores associados a A = 1.

T(x,y) = Ax,y) <= (x,2x +y) =1(x,y)
= 2xX+y=y e x=x
—2x=0 e yeR.

Logo, V(1) = [(0,1)].
@ Multiplicidade geométrica de A =1

Pelo item anterior, temos que dim V(1) = 1.
Portanto, a multiplicidade geométrica de A =1 é 1.

Note que 1 < 2 e 2 é multiplicidade algébrica de A = 1.
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