Espacos e Subespacos Vetoriais
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Definigao

Seja V' um conjunto ndo vazio. Diremos que V' é munido de uma adicdo
e de uma multiplicacdo, se

@ para cada u,v € V existir um tnico elemento de V' associado,
chamado de soma entre u e v e denotado por u+ v, ou seja,
dlw eV talque u+v=w,;

@ paracadau € V e\ € R existir um tnico elemento de V' associado,
chamado de produto de u pelo escalar \ e denotado po \u, ou seja,

dlw eV tal que Au=w.
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Definigao

Diremos que um conjunto V, munido de uma adicdo e de uma
multiplicagdo por escalar, € um espago vetorial real, se para quaisquer
u,v,w € V e para todo A\, u € R tivermos

(Ev1) (propriedade comutativa) u+v=v+u, V¥V u,v eV,

(EV2) (propriedade associatividade) u+ (v + w) = (u+ v) + w,
Yuv,weV,

(EV3) (existéncia do elemento neutro da adicdo)V ue V,30e V
tal que 0+ u = u;
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Definigao

Diremos que um conjunto V, munido de uma adicdo e de uma
multiplicagdo por escalar, € um espago vetorial real, se para quaisquer
u,v,w € V e para todo A\, u € R tivermos

(Ev1) (propriedade comutativa) u+v=v+u, V¥V u,v eV,

(EV2) (propriedade associatividade) u+ (v + w) = (u+ v) + w,
Yuv,weV,

(EV3) (existéncia do elemento neutro da adicdo)V ue V,30e V
tal que 0+ u = u;

(Ev4) (existéncia do elemento oposto) ¥ u € V, 3 v € V tal que
u+v=0;
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(EV5) (propriedade associatividade) A(uu) = (Ap)u, YV ue V e
VA u€ER;

(EV6) (propriedade distributiva) (A + p)u = Au+ pu, Vu € V,
VA ueR;

(EVT) (propriedade distributiva) A(u+ v) = Au+ Av, Vu,ve V e
VA eR,;

(EV8) (existéncia do elemento neutro da multiplicacdo) 1u = u,
YueV.
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Observacao

© O elemento 0 na propriedade EV3 € dnico.

@ Pela propriedade EV4, em um espago vetorial V/, para cada u € V
existe v € V tal que
u+v=0.

Na verdade, para cada u € V, existe somente um elemento v € V
com esta propriedade.

© Denotaremos o (inico) vetor v acima por —u e o chamaremos de

vetor oposto do vetor u em (V,+-). Também escreveremos

u+v=u+(—u).
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Exemplo 1: varios espacos vetoriais

© O conjunto R dos nimeros reais, munido da adicdo + e da
multiplicacdo - de niimeros reais, ou seja, (R, +,-) é um espaco
vetorial real.

@ O conjunto dos vetores apresentados em Geometria Analitica

munido da adi¢do e da multiplicacdo por escalares.
© O conjunto formado pelos pelas fungdes  : R — R, denotado por
F(R;R). Sejam f,g € F(R;R) e A € R. Definimos
o f+g e F(R;R) por (f+g)(x) =f(x)+g(x), VxeR;
o M € F(R;R) por (Af)(x) = A(f(x)), V x € R.
© O conjunto das fung¢des continuas definidas num intervalo | C R

munido das operagdes de adicdo e multiplicacdo usuais (como
aquelas definidas em F(/; R)). Notagdo: C(/;R).
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Exemplo 1 (continuagao)

@ O conjunto das fun¢des com derivadas continuas até ordem k € N,
(k é fixo) definidas num intervalo aberto / C R munido das

operagdes de adi¢do e multiplicagdo usuais (como aquelas definidas
em F(I;R)). Notagdo: CK(I;R).

@ O conjunto das fungdes com todas as derivadas continuas definidas
num intervalo aberto / C R munido das operac¢des de adicdo e

multiplicagdo usuais (como aquelas definidas em F(/; R)).
Notagdo: C*(/;R).

@ O conjunto das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes
reais, denotado por M,(R). Sejam
A = (ajj)nxn, B = (bjj)nxn € Ma(R) e X € R. Definimos

o A+ B € My(R) por A+ B = (aj + bjj)nxn;
o M € M,(R) por M = (Aajj)nxn -
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Exemplos 1 (continuagdo)

Q P,(R) o conjunto formado pelo polinémio nulo e por todos os
polindmios de grau menor ou igual a n com coeficientes reais.

Definimos a adicdo e a multiplicacdo por escalar da seguinte
maneira:

o Sep(x)=ap+aix+---+apx" e q(x) = by + bix+---+ byx"
forem elementos de P,(R), entdo teremos

p(x) + q(x) = (ag + bo) + (a1 + b1)x + -+ + (an + by)x".

o Se p(x) = ap+ aix + - -- + ap,x" for um elemento de P,(R) e
A € R, ent3o teremos

Ap(x) = (Mag) + (Na1)x + - -+ + (Aan)x".
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Exemplo 2.
Considere V = (0, c0) semi-eixo positivo da reta real R.
Vamos mostrar que V = (0,00) é um espaco vetorial real.

Sejam x,y € V e A € R e defina

@ a soma entre x e y por
xHy = xy,

ou seja, é o produto usual entre x e y;

@ o produto de x pelo escalar A\ por

A x = x>,

Observe que para todo x,y € V, temos x > 0e y > 0. Entdo xy > 0 e,
portanto, xy € V.
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Exemplo 2 (continuagao).
Para verificar se, de fato, V' é um espaco vetorial, precisamos analisar

cada uma das 8 propriedades.

Sejam x,y,z € V e A\, u € R arbitrérios.

© A propriedade comutativa vale, pois

def. de HH comut. em R def. de
xBy =" xy = yx = yHx.

@ A propriedade associativa da adi¢do vale, pois

@ (y e Z) def.:de EEIX M\ (yz) def4:deEE X(yZ) assoc.:em]R (Xy)Z

def.:de EEI(X a y)z def.:deEEI (X e y) =

Algebra Linear
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Exemplo 2 (continuacao).

@ Se x € V entdo, como 1 € V, temos

neutro multip. emR

def. de
x = 1lx =

1H

Note que 1 é o elemento neutro, que denotamos por o, da adicio H.

Q Sexe V,istoé, x >0, entdo x ! € V e vale

_1 def. deH _1 inverso emR _ neutro para B
xBxE xx L = 1 = 0

1

Note que x~! é o elemento oposto de x na adicdo H.
@ A propriedade associativa da multiplicag3o vale, pois

[ (/1, DX) def.:deEl/\ [ X def.:delzl (X“)A

prop. de poténcia emR |, \ comut. em R def. de [
= A COMUZEME A S22 () M x
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Exemplo 2 (continuacgdo).

@ A propriedade distributiva vale, pois

def. de ] , prop. de poténcia em R
A+p)Bx = XA = X xH

def.:deEHX)\ B x- def.:deIII (/\ 0 X) ez (/l 0 X).
@ A propriedade distributiva vale, pois
O (X i y) def.:de EA 0 (Xy) def.:deEl (Xy))\
prop. de p(géncia em RX/\y)\ def.:deEB X>\ =) y)\

def e mx)B(\Dy).

@ Elemento neutro da multiplicagdo [1:

def. de[ 1 prop. de poténcia em R
X = X = X

10

Assim, provamos que V = (0,00) é um espaco vetorial.
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Exemplo 3. Para cada n € N, podemos transformar o conjunto das
n-uplas ordenadas de nimeros reais R” em um espaco vetorial, definindo

@ adicdo de duas n-uplas ordenadas, x = (x1,...,x,) €
y = (.ylv"'ayn)a por

X+y:(X1 +)/17-~-axn+}’n);

@ produto de uma n-upla x = (xy,...,x,) por um escalar A € R por

Ax = (Ax1, ...y AXp).
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Verifique que, do modo acima, R" é um espaco vetorial.

Observacdo
O conjunto V depende de como sdo definidas as operacdes de adicdo e

de multiplicagdo para se tornar um espago vetorial.

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Exemplo 4. Considere x = (x1,x), y = (y1,y2) € R? e defina
x+y=(2x1 —2y1,x20 — x1). (1)
Tomemos x = (1,0) e y = (2,2). Note que

x+y=02-1-(2-2),0-1)=(-2,-1) e
y+x=(2-2-(2-1),2—2) = (2,0).
Assim,
x+ty#y+x

e, portanto, n3o vale a propriedade comutativa da adigdo. Assim, R? nio

é um espaco vetorial quando munido com a adi¢c3o definida em (1).

Por outro lado, R? é um espaco vetorial quando munido com as operacdes

x+y=0a+ynx+y2) e Ix= (A1, \x).
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Propriedades de um espaco vetorial

Seja V' um espaco vetorial. Temos

QVuveV,u+tw=v+w = u=v.
Q@ VIeR, N=0.

Q@ VYueV,0u=0.

Q \u=0 — AX=0 ou u=0.

Q@ VieReVueV, (—ANu=A-u)=—(\v).
Q VueV, —(—u)=u.

Q@ uveV = dlweVtaqueu+w=v.

Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacao Algebra Linear



Subespacos Vetoriais
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Seja V' um espaco vetorial. Dizemos que W C V € um subespaco
vetorial de V' se forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(svl) 0 e W;
(sv2) Seu,ve W, entdou+ve W,
(sv3) Seue W, entdo Aue W, VX eR.
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@ Todo subespaco vetorial W de um espaco vetorial V' é, ele préprio,
um espaco vetorial.

@ W serd subespaco vetorial de V' se, e somente se, forem vdlidas as
seguintes condicdes:

(svl’) 0e W;
(sv2’) Seu,ve W eleR, entdou+ Ave W.

Algebra Linear
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Exemplo 5: varios subespacos vetoriais

© {0} e V sdo subespacos vetoriais do espaco vetorial V. S3o

chamados de subespacgos vetoriais triviais.
Q@ S={(x,y,2) €ER3 x+y+z=0} é um subespaco vetorial de R3.

o E claro que (0,0, 0) satisfaz 0 +0 + 0 = 0.
o Sejam (x,y,z) e (u,v,w) € S. Entdo

x+y+z=0 e u+v+w=0.
Precisamos provar que (x,y,z) + (u,v,w) € S. Note que

cuja soma das coordenadas da

assoc. em R
= = O
(x+u)+(y+v)+(z+w) (x+y+2z2)+u+v+w)
=0 =0

e, portanto, (x,y,z)+ (u,v,w) € S.
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Exemplo 5: varios subespacos vetoriais (continuagdo)
@ Consituagio da prova de que S = {(x,y,z) ER% x+y +z =0} é
um subespaco vetorial de R3.
e Se (x,y,z) €S, entdo x + y + z = 0. Devemos provar que
A(x,y,z) € S. Temos
A(x,y,2) = (Ax, Ay, Az)

cuja soma das coordenadas da

distrib:.em R )\(

AX+ Ay + Az x+y+2z)=0, VIeR.
—

=0

Assim, A(x,y,z) € S.
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Exemplo 5 (continuacao)
© P C P, dado por P = {p(x) € Py; p(0) = 0} é subespaco de P,,.
e O polinémio nulo se anula em x = 0, logo, pertence a P;.
e Se p,q € Py, entdo p(0) =0 = q(0). Logo
(p+q)(0) = p(0) + q(0) = 0.

Portanto, p+ g € P;.
o Se p € P, entdo p(0) = 0. Logo

(Ap)(0) = Ap(0) =0, VAER.

Assim, A\p € P;.
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Exemplo 5 (continuac3o)

Q S={y<c C*R;R);y” —y =0}, em que y" representa a derivada
de segunda ordem de y. Verifiquemos que S é um subespaco
vetorial de C3(R;R).

o Claramente a funcdo nula satisfaz 0 — 0 = 0;
e Se y1,)» € S, entdo valem

"

W—=n=0 e yy—y=0.

Precisamos provar que y; + y» € S. Note que
W +y) =i+ y) =0 =)+ —y)=0.
— —

=0 =0

Logo, y1 +y» € S.

o Sejamy € Se A e R. Entdo y”’ —y = 0. Logo
()" = Ay =Ay" —y)=0.
"
=0
Portanto, Ay € S.
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O conjunto das fun¢Bes continuas da reta na reta, denotado por C(R;R),

€ um subespago vetorial de F(R; R).
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Proposicao (Intersecdo de subespacos)

Sejam U e W subespacos vetoriais de V. Entdo o conjunto UN W €
subespago vetorial de V.

v

Demonstracao.

© Vamos mostrar que 0 € UN W :

Como U e W s3o subespacos vetoriais, entdo 0 € U e 0 € W.
Assim, 0 e UN W.

@ Sejam x,y e UNW e A € R. Vamos mostrar que x+ Ay € UN W.
Como U e W sdo subespacos vetoriais, entao

x+AyelU e x+AyeW.

Assim, x+ Ay e UN W.

N
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Definicao

Sejam U e W subespagos vetoriais de um espaco vetorial V. Definimos a
soma de U e W como

U+W={u+w,uelUwe W}

Proposicdo (Soma de subespacos)

Sejam U, W e V como na definicdo acima. Entio o conjunto U + W é

um subespaco vetorial de V.

| \

Demonstracao.

© Vamos mostrar que 0 € U + W.

Como U e W s3o subespacos vetoriais, entdo 0 € U e 0 € W.
Assim,0=0+0€ U+ W.

N
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Demonstracio.

(continuagio)

Q Sejam x,y € U+ W e A € R. Portanto

X=u+w, comu €Uew €W,

Yy=um+w, comuelUew e W.

Precisamos mostrar que x + Ay € U + W.

Como U e W sdo subespagos vetoriais, entdo
mnt+AmelU e wp+dImme W.
Assim,

X+ Ay =(u1 +wp) + Moz +wo) = ug +wy + Az + Awp
= +Ab+wi+Awmm e U+ W.
—_——— N —

eu cew
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Observacao

Afirmacdo: UU W, em geral, nao é um subespago vetorial de V.
De fato, basta considerarmos

V =R?,
U={(x,y) e R%x+y =0},
W = {(x,y) €R2;Xfy:0}.

Note que
(1,-)eUcCcUuUW e (1,))eWcCcUuWw.

Porém

(1,-1) + (1,1) = (2,0) € UU W.
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Pergunta

Quando a reunido de dois subespagos vetoriais € um subespaco vetorial?
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Proposicao

Sejam V' um espaco vetorial e U e W subespacos vetoriais de V. Entio
Uu+w

é o menor subespaco vetorial de V' que contém U U W. Em outras
palavras, se V' for um subespaco vetorial de VV que contém U U W,

entao teremos

UuWcU+WcV.
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Demonstracio.

Seja V'’ subespaco vetorial de V que contém U U W. Mostremos que
U+wcVv.
Seja v € U+ W. Entdo existem u € U e w € W tais que
V=u-+w.

Por outro lado
uwe UUW cC V.

Como V'’ é um subespaco vetorial de V/, temos
ut+weV

0 que conclui a prova. O
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Definigao
Sejam U e W subespacos vetoriais de um espago vetorial V. Diremos

que U+ W € a soma direta de U e W se tivermos
Unw = {0}.

Neste caso, escreveremos
Ue W

para representar U + W.

Proposicdo (Soma direta de subespagos vetoriais)

Sejam U e W subespagos vetoriais de um espaco vetorial V. Teremos
V=Us W
se, e somente se, para cadav € V, Jlu € U e dlw € W tais que

V=u-+ w.

N
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Exemplo 6. Verifiquemos que R3 é a soma direta de

U={(x,y,2) eR:x+y+2z=0} e
W ={(x,y,z) € R x =y =0}.
J4 vimos que U é um subespaco de R3.

Verifiquemos que W &, de fato, um subespaco de R3.

Note que, claramente, (0,0,0) € W.

Sejam uy = (x1,y1,21), U2 = (X2, ¥2,22) € W. Entdo
xi=y1=x2=y,=0, ouseja, u; =(0,0,2)e up,=(0,0,2).

Logo,
v+ up=1(0,0,z +2z) e W.

Se A € R, entdo
Aup = )\(0, 0,21) = ()\0, A0, )\Zl) = (0, 0, )\21) e w.

Portanto, W é um subespaco vetorial de R3.
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Exemplo 6 (continuac3o)
Agora, queremos mostrar que R3 = U @ W. Precisamos provar que

UNnW={0} e RP=U+W.

Note que, dado (x, y,z) € R3, podemos escrever

(X,y,z)=(X,y,—x—y)+(0,07z+x+y) € U+ w

eu cw

Logo, R3 C U + W e, portanto, R® = U + W (por que?).
Resta-nos mostrar que UN W = {0}. Seja (x,y,z) € UN W. Entdo
(x.y,2) €U e (xy,z)eW.

Logo,
x+y+z=0 e x=y=0.

Mas isso implica que (x,y,z) = (0,0,0), ou seja, UN W C {0} e isso
conclui a prova (por que?).
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Exemplo 7. Considere U e W os seguintes subespacos de (R3, +,-)
U={(x,y,2) €R® x=0} e W={(x,y,z)eR’ y=0}.

Mostre que R® = U+ W, mas a soma n3o é direta, isto é, UN W # {0}.

Resolucao. Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacao que U
e W s3o, de fato, subespacos do espago vetorial real (R3, +, ).

Dado (x, y,z) € R3, podemos escrever
(x,y,2)=(0,y,2)+(x,0,0) e U+ W.
—_——  ———
evu ew
Portanto, R3 = U+ W.
No entanto, a soma n3o é direta, pois UNV #£ {(0,0,0)}.

De fato, pois, por exemplo, (0,0,1) e UN V.
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Exemplo 8. Verifique se
W = {f € F(R,R): f(x?) = [f(x)]*}

é subespago vetorial de F(R, R).

Resolucao.

@ Afirmagdo: a fungdo nula (f(t) = 0 para todo t € R) pertence a
W. De fato, pois

f(x*)=0 e
[FO)P =f(x)-f(x)=0-0=0

e, portanto, f(x?) = f2(x). Logo, a fungdo nula estd em W.
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Exemplo 8 (continuacdo).

@ Vamos verificar se, dados f,g € W, asoma f +g € W. Sejam
f,g € W. Entdo valem as igualdades

Ent3o, temos
def. d m 1
(F + 8)(x3) " 2™ £(:2) + g(x2) V< [FOI + [g ()P
e, por outro lado,

[(Frg) ()] *" £ [£(x)+g(x)]2 = [F(x)]>+2f (x)g (x)+[g (x)]*-
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Exemplo 8 (continuac3o).

Tomemos um exemplo numérico para servir de contra exemplo.

Sejam
f(t)=1, VteR, e g(t)=t, VteR.

Note que

f e W, pois f(x*) =1 e [f(x)]? = 1, portanto f(x?) = [f(x)]?
g € W, pois g(x*) = x* e [g(x)]* = x?, portanto g(x?) = [g(x)]*.
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Exemplo 8 (continuacgdo).

Ent3o,
(fF+8)(x*) = F(x*) + g(x*) = 1+ X%,
entretanto
[(f + &) ()] =[F(x) + g(x)P?

=[P + 2f(x)g(x) + [g(x)]?
=14+2-1-x+x?
=14 2x + x?

e, portanto,

(f +8)(x*) # [(f + &) (P,

o que implica que f + g n3o pertence a W.
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