MAT-0141 — FAU — Prova Substitutiva — 2023 — Solugao

1. Para a funcao f(z) (com Dom(f) = {z € R: 2z # —1 ez # 1}),
cujo grafico é dado abaixo, determine os seguintes limites, se existirem. Se nao

existirem, explique por qué. Em seguida responda, justificando, ao que se pede:

1. xlir%f(a:) 2. h%lJr f(z) 3. lir(r]1_ f(z)
4. EI_P f(z) 5. EIEI f(z) 6. f(z) possui

assintotas? Quais?
7. Em quais pontos de Dom(f) a funcao é continua?

Solugao: Esta é uma questao conceitual, na qual espera-se que seja enten-

dido o grafico de uma funcao.

1. O limite lim2 f(x) nao existe porque os limites laterais sao distintos,
T——

lin_f(x) # lim_f(z).

T——2"



4e5. lm f(z)=1 lm f(z)=-1

T—r—+00 T—r—00
6. O gréfico de f(x) possui assintotas verticais, as retas z = —lex =1, e
horizontais, as retas y = 1 (para x — 4+00), e y = —1 (para x — —00).

7. A funcdo f é continua em a € Dom(f) se lim f(xz) = f(a), o que nao
T—a
acontece nos pontos x = —2 e x = 0. Dai, f é continua em todo x € Dom(f),

tais que x # —2 e x # 0.

2. Calcule os limites abaixo, se existirem:

Solugao: A melhor maneira de resolver o item 1 é o uso da Regra de
L’Hospital. A primeira aplicacdo dessa regra ainda nao elimina a indeter-

minagao, mas na segunda vez ela resolve:

O item 2 pode ser resolvido de duas maneiras: ou pela Regra de L’Hospital

(uma aplicagao dela ja basta), ou por fatoragao e simplificagao.

Solucao com a Regra de L’Hospital:

o 4x?—8xr+4 . 8xr—38
lim ————— = lim
=1 12 —4x + 3 z—12x — 4

Solugao com fatoragao:

2 _ —1)2 —
lim 4o —8r+4 4(x —1) ~ im 4(x —1)

— —0
el 22 —4dx+3 =1 (z—1)(z—3) o1 x—3




3. Calcule as derivadas das seguintes funcoes:

1. f(:c):( ° )30 2. f(z) = sen (22 + 22)

Solugao: As duas derivadas requerem a aplicacao da Regra da Cadeia.

Item 1. Aqui a fungao f tem a forma f(z) = [g(2)]*°, com g(z) = z/(2*+2),

e sua derivada sera f’'(z) = 30[g(x)]*?¢'(x), e o célculo de ¢'(x) usa a regra do

quociente. Dali,

-] (225 o ) (25

Item 2. Aqui temos f(z) = sen[g(z)], com g(z) = 223 + z?, e sua derivada

serd f'(x) = cos[g(x)]¢'(x), ou seja

f'(z) = [cos(22® + 2?)](62° + 2).

4. Determine as equagoes das retas tangentes ao grafico de f(z) = xInz em

r=1leemx =5.

Solugao: A equagao da reta tangente ao grafico de f em xy é y — f(xg) =
f(xo)(x — xp). Para isso, precisamos calcular a derivada de f(x) = zlnx, que

usa a regra da derivada de um produto de duas fungoes.

f(z) = (Inz) + a;é =1+1Inz.



Em xg = 1aequaggo éy—Inl = (1+Inl)(z—1) e, se vocé se lembrar que

In1 =0, a equagao fica assim: y =z — 1.

Em = 5 a equagao é y —In5 = (1 + Inb)(x — 5), ou, se quiser isolar o y,
y=(l+1In5)xz —5—4Inb.

5. Dada a funcao f(z) = 2% e™%, v € R, determine:

(a) os intervalos de crescimento e decrescimento de f;
(b) os intervalos de concavidade de f;
(¢) pontos de méximo e de minimo locais, e pontos de inflexao (se existirem);

(d) as assintotas de f.

Solugao: Para os trés primeiros itens, precisamos da derivadas de f(x), que
xX

usa a regra do produto, f(x) = g(z)h(x), onde g(z) = 2 e h(z) = ¢ %, com
h'(z) = —e ™

Item (a). Os intervalos de crescimento e decrescimento de f sdo dados pelos
sinais de f’(z) = (22 — 2%)e™*, que depende apenas do fator (2z — z?) (cujas

raizes sao z = 0 e x = 2), pois e~ * > 0 sempre: dai,

e se x <0, entdo f'(x) <0 (f decrescente);
e sc 0 <z <2 entdo f'(z) >0 (f crescente);
e se x> 2 entdao f'(z) < 0 (f decrescente).

Item (b). Os intervalos de concavidade para cima e para baixo do gréfico de

f sao determinados pelos sinais de f”(z) = (2® —4x+2)e™?, os quais dependem



5

—2—\/§e

apenas dos sinais do termo (x? — 4z + 2) (cujas raizes sdo

x:—2+\/§):

e se x < 2—1+/2, entdo f’(x) > 0 (concavidade para cima: —);

e se2—+2<x<2++2 entdao f/(x) < 0 (concavidade para baixo: —);
e se x> 2++/2, entdo f’(x) > 0 (concavidade para cima: —).

Item (c). Os pontos criticos (méximo e minimo locais) sdo aqueles em que

f'(x) = 0 e f'(x) muda de sinal: z = 0 é ponto de minimo local, e x = 2 é
ponto de méaximo local.

Os pontos de inflexao sao aqueles em que f”(x) = 0 e e concavidade muda
r=2—+v2ex=2++2sd0 pontos de inflexao.

Item (d). Como Dom(f) =R, o gréfico de f nao possui assintotas verticais.

1.2

Como lim f(x)= lim — =--- =0 (use a Regra de L’Hospital duas vezes),
—400 T—oo €7

o grafico de f possui a reta y = 0 como assintota horizontal (para x — +0o0).
Por isso, f nao tem assintota inclinada para x — +o0.

Como lim f(x) = 400, f nao possui (outra) assintota horizontal, para
T—r—00
x — —00.

Como lim /(@)

00, f nao possui assintota inclinada (para z — —00).
T—r—00 €T




