1)

2)

Resolugdo da P2

Vamos calcular os autovalores de A.
a—t 4 0
pA(t)zdet< 1 a—t 0 ):(—1—t)((a—t)2—4)=0=>
0 1 -1-—t )
t=a-—
(:)—1—t=0=>t=—1ou(a—t)2=4(:>a—t=12=>{t=a+2.
Temos,a—2+—-1=a+1lea+2#-1=a#*-3,comoa—2+a+2,

sea # 1 ea # —3 teremos trés autovalores distintos e A sera diagonalizavel.

Vamos estudaros casosa = 1ea = —3.
Se a =1, temos dois autovalores, t = 3 com multiplicidade algébrica 1 e,
portanto, multiplicidade geométrica 1 e t = —1 com multiplicidade algébrica 2.

Vamos determinar V(—1) = Ker(A + I).

2 4 0\ /x 0 2x+4y =0
<1 2 0><y>=(0>=>{x+2y=0 =x=y=0
0 1 0/ \z 0 y=0

Assim, V(—1) = [(0,0,1)] e a multiplicidade geométrica de —1 é 1, logo A ndo é
diagonalizavel neste caso.

Se a = —3, temos dois autovalores, t = —5 com multiplicidade algébrica 1 e,
portanto, multiplicidade geométrica 1 e t = —1 com multiplicidade algébrica 2.

Vamos determinar V(—1) = Ker(A + I).

-2 4 0\ /x 0 —2x+4y =0
<1 -2 0><y>=(0>=>{x—2y=0 =x=y=0
0 1 0/ \z 0 y=0

Assim, V(—1) = [(0,0,1)] e a multiplicidade geométrica de —1 é 1, logo A ndo é
diagonalizavel neste caso.

Alternativac)a +# 1ea # —3.

A afirmacado 1) é falsa.

0 1 N . .
_1 O) qgue nao é diagonalizavel, pois
-1

p4(t) = t? + 1, que n3o possui raizes reais, mas A% = ( 0 _01) que ja é

Exemplo: Considere a matriz A =(

diagonal.

A afirmacao Il) é falsa.

1 0 e
0 0) que ja é diagonal, portanto,

diagonalizavel, mas ndo é invertivel, pois tem autovalor nulo.

Exemplo: Considere a matriz A=(

A afirmacdo Ill) é verdadeira.

De fato, mesmo que 1 e 2 sejam autovalores de T, ndo podemos ter autovetor
associado a autovalores distintos, assim Ker(T —I) N Ker(T — 2I) = {6}
Alternativa e)



3)

4)

5)

Vamos calcular os autovalores de T, para isso precisamos obter a matrizde T em

relacgdo a mesma base no dominio e no contra dominio.

Temos que [Tz = [I]¢g[T]gc, vamos calcular a matriz [I]¢5
1+2t=(12,0)g 1 1 -1
1+t=(110)p = [ll¢p = (2 1 —1)
t2—t—1=(-1,-1,1)p 0 0 1

Assim,

1 1 -1\N/-1 -2 1 1 1 O
[Tlg = []calT]sc = (2 1 —1>< 2 3 2) = (O -1 1)
0 0 1 0 0 3 0O 0 3

Cujos autovalores sdao 1,—1e3. Logo, T é diagonalizdvel, pois possui 3
autovalores distintos, cuja soma é 3.
Alternativa a)

Como a equacdo geral da cbnica ndo possui termos de 12 grau nas varidveis

x ey, basta encontrar os autovalores da matriz A = (_11 _11) associada a
cbnica.
_ 1 —t —1 _ _ 2 _ _ t = 0
pA(t)—det( _1 1_t)_(l t) 1_0<=>{t:2

Assim, uma equacio reduzida da conica serd da forma, u? -1 =0 u = +1
gue sao duas retas paralelas.

Alternativa d)

OBS: Outra forma, repare que x*> —2xy + y>* = (x —y)’ =1 x—y = +1.

Vamos calcular a matriz de T na base candnica de R3, que é ortonormal com o
produto interno usual.

7(1,0,0) = (1,2,0) 1 0 0

T(0,1,0) = (0,2,1) = [T] = (2 2 1)

T(0,0,1) = (0,1,2) 0 1 2
Que nado é simétrica, logo T n3ao é um operador simétrico, além disso, como
det[T] = 3 # 0, temos que T ¢é invertivel. Basta verificar se T é, ou ndo,
diagonalizavel.

1—-t 0 0
pr®) =det| 2 2-t 1 |=01-0(QC-t)’-1D=0s
0 1 2-t
2 t=1
<=>1—t=0=>t=1out—4t+3=0=>{t_3.

Vamos determinar V(1) = Ker(T — I).

0 0 0\ /x 0

2 =0

(2 1 1)(3/) = (0) =>{ T s = yex=0
01 1/\2 \o Y

Assim, V(1) = [(0,1,—1)] e a multiplicidade geométricadet = 1 é 1, logo T ndo

é diagonalizavel.
Alternativa a) T ndo é simétrico, ndo é diagonalizavel, mas é invertivel.



6)

7)

8)

9)

Como T é simétrico V(1) = V(2)4, logo se (x,y,z) € V(1), entdo
((x,v,2),(1,2,0)) =x+2y=0
{((X, Y, Z), (0'1'1)) =y+tz= 0

Assim, V(1) = [(2,—1,1)]
Temos que {(1,2,0), (0,1,1), (2, —1,1)} é uma base de R3 na qual conhecemos a
imagem de T, vamos escrever o vetor (3,4,4) nesta base.

(3,4,4) = 1(1,2,0) + 3.(0,1,1) + 1. (2,-1,1)
Assim, T(3,4,4) = T(1,2,0) + 3T(0,1,1) + T(2,—-1,1) =

= (2,4,0) +3(0,2,2) + (2,—1,1) = (4,9,7)

= x=-2yez=-y

Alternativa a)

Vamos calcular os autovalores e autovetores de A.
4—t -8 -6
pa(t)=det| 0 2-t 0 =Q2-)((@A-(-1-t)+6)=0
1 -4 —-1-t
(:)1—t=0:>t=20ut2—3t+2=0:>{

V(1) = Ker(T - 1).

3 -8 -6\ /x 0 3x—8y—6z=0
<O 1 0><y>=<0>=>{ y=20 = x=2zey=0
1 -4 -2/ 'z 0 x—4y—-2z=0

Assim, V(1) = [(2,0,1)]
V(2) = Ker(T — 2I).
2 -8 —6\ Xy (0 2x —8y — 62 =0
0 0 0 <y>: 0 =>{x_4y_32=0=>x=4y+32
1 —4 -3/ \z 0
Assim, V(2) = [(4,1,0), (3,0,1)].
Escolhendo a base {(2,0,1), (4,1,0), (3,0,1)} temos que, na diagonal da matriz D,
os autovalores aparecerdo na ordem, 1,2 e 2
Alternativa b)

t=1
t=2

Como T é simétrico V(1) = V(0)4, logo se (x,y,z) € V(A), entdo
((x,y,2),(1,1,0))=x+y=0 B 2
{((x,y.Z), (203))=2x+3z=0 YT *¥€F=T 3%
Assim, V(1) = Ker(T — AI) = [(3,—3,2)]
Alternativa b)

A afirmacdo |) é verdadeira.

De fato, como t = 0 é raiz de pr(t), T ndo é invertivel.

A afirmacdo Il) é falsa.

O autovalor t = 2 pode ter multiplicidade geométrica menor que 3 e, portanto,
T nao seria diagonalizavel.

A afirmacao lll) é verdadeira.

De fato, dim (Ker(T — 2I)) = 3 = m,(2) = 3 = m,(2).

dim(Im(T — 1)) = 4 = dim(Ker(t — 1)) = 6 — 4 = 2 = my(1).

Alternativa a)



10) Vamos encontrar os autovalores e autovetores da matriz A =(Z :g)

associada ao sistema.
. 5—t
pa(t) = det( 6
V(1) =Ker(A—-1).

SR [ R Y o SR
Assim, V(1) = [(1,2)]
V(2) = Ker(A —2D).

3 =2\ (X 0 3x — 2y = 3
(6 —4)(3/) = (0):>{6x—4§/}= —Y=3%
Assim, V(2) = [(2,3)]
Logo, a solugdo geral serd da forma, X(t) = c;et(1,2) + c,e%'(2,3) ou
x(t) = ciet + 2c,e?t
{y(t) = 2c¢,et + 3c,e?t G162 ER
Impondo as condig¢des iniciais obtemos:
{x(0)=c1+2c2=3 :>{cl=1
y(0) =2¢;+3¢c,; =5 ;=1
Assim, 2x(t) — y(t) = 2(et + 2e?') — (2e* + 3e?t) = e?t
Alternativa a)

1

_git)=(5—t)(—2—t)+12=0<:){§22

11) Do enunciado temos que os autovalores da matriz A, associada a quadrica, sdo
t=2et=—1, além disso, V(2) = [(—1,1,0),(1,1,2)] e, como A é simétrica,
temos que V(—1) = V(2)*, logo se (x,y,z) € V(—1), entdo

((6,y,2),(-110))=-x+y=0
{((x, v,2),(1,1,2))=x+y+2z=0
Assim, V(—1) = [(1,1,—1)], logo uma base ortonormal de autovetores de A é

= y=xez=-—X

dada por, {%(—1,1,0),\/%(1,1,2),\/%(1,1,—1)} e a mudanca ortogonal de

variaveis, que elimina os termos mistos de 22 grau, é X = MX’, em que

-1 1 1
2 V6 V3
R IR e R
M=|—= = = |=—F 1 2
Ve VB|TVe\ P 1 2
2 -1 0 2 —V2
O -
V6 3
Ou seja,
(=t L,
X=—x"+y +—=z
2 3
(x 1 —\/§ 1 \/E (x' \/1_ \4—
y>=— V3 1 2 y’)(:)<y=—x'+y'+—z’
6 , 2 3
z V6 0 2 —\/E z \/_ -1 V3
z=2y+—=27
\ Y V3

Substituindo na equacao da qudadrica obtemos,



2x'2+2y'2—z'2+2<_—1x'+y'+iz)—2<ix'+y'+iz)+1=0
V2 V3 V2 V3
(:)2x’2+2y’2—z’2—ix'+1
V2

Ainda precisamos completar quadrados na variavel x

2x7% — %x =2 (x’z - %x) = <<x — %)2 — %)

.1
u=x——=
iy V2
Fazendo a nova mudanga de variavel ., _ y , Obtemos
w=z

U2+ 2P —w?—14+1=0=2u?+2v? —w? =0
Alternativa c).

12) Pelo enunciado temos que 1 e 2 sdo os autovalores de A € M;(R), logo A possui
mais um autovalor real 1. Como detA é igual ao produto de seus autovalores,
temos que 8 = 1.2. 1, de onde 1 = 4.

Alternativa a)



