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1) No R* com o produto interno usual, considere o
subespaco W =((1,1,0,0),(0,1,—1,1)].

i) Determine bases ortonormais BeF para WeW',
respectivamente.

i) Sendo T:R* - R*, dado por T(v) = proj,, v, determine
a matrizde T em relacao a base BUF.
iii) Quais sdo os autovalores de T? E T diagonalizavel?
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=1(1,1,0,0),(0,1,—-1,1)].

i) Determine bases ortonormais BeF para WeW-',
respectivamente.

<(1,1,00),(0,1,-1,1)>=1+0

Tomeu =(1,1,0,0) esejav = (0,1,—1,1) —%(1, 1,0,0) =
1 1

= (_E 15 —1, 1) lu|| = V2 e ||v|| = \E logo seja.

| V27 11
B={e1=ﬁ(1,1,0,0),e2=ﬁ( E’E'_l’l)}
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WJ_
< (x,y,z,w),(1,1,0,0) >=x+y =0 :{y _
<(x;}’;Z,W),(O,l,—l,l)>=y—z+w:() —

=1(1,-1,—-1,0),(0,0,1,1)]
<(1,-1,-1,0),(0,0,1,1) >=-1+0

Tome u = (1,—-1,—1,0) e sejav = (0,0,1,1) +§(1, ~1,-1,0) =

1 5 :
(5;—5»5:1) lull =V3ellv| = \/; logo seja.

V3/1 1 2
F={63=\/—§(1,—1,—1,O),e4=\/—§(§,—§,§,1)}

w—X
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ii) Sendo T:R* - R*, dado por T(v) = proj,v, determine a
matriz de T em relacao abase BUF.

E=BUF ={eq, e, e3,e,}

T(e;) =e;=(1,0,0,0)g, pois e; € Weprojye; = eq

T(e;) = e, =(0,1,0,0), pois e, € W e projye, = e,

T(e3) = 0 = (0,0,0,0)g, pois e; € Wt e projye; =0

T(es) = 0 = (0,0,0,0)5, pois e, € Wt e projyes =0
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ASsSIim temos:

[T =

C OO =
C O O
C OO O
C OO O

iii) Quais s&o os autovalores de T? E T diagonalizavel?

Os autovalores de T sao 1e0 ambos com multiplicidade
algébrica 2.

E diagonalizavel, pois [T]g € uma matriz diagonal.
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4) Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita com
produto interno, W um subespaco de V e T:V->V o
operador linear definido por T(v) = projyv.

i) Mostreque T?* =T
i) Mostre que KerT = W+eIm(T) =W
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111) Mostre que existe uma base ortonormal B tal que

Onde a quantidade de 1s na diagonal

dimensao ¢

IV) Mostre o

/1
[T]p = o

\

elW

ue T é simétrico.

1
O

O
O

O\

fi 3

é igual

a



Exerciclios
Sol.
i) Mostreque T?> =T.

Dado v € V, lembremos que, projyv e W equeseu e W,
entao projyu = u, logo seja projyv = x,

T?(v) = T(T()) = T(projyv) = T(x) =

= projyx = x = projyv =T(vV)
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i) Mostre que KerT = W+eIm(T) =W

Dado v € V, como projyv € W, temos que Im(T) S W,
por outro lado, se u € W u = projyu, logo W < Im(T).

Pela definicao de projecao ortogonal temos que:
uU=projyvov—ucwt
Logo,
veEKerT T(w) =0 projyv=0< veW:
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111) Mostre que existe uma base ortonormal B tal que

B 1 0
[T]p = 0 () ()
\o .. 0/
Sejam F = {wq{,w», ..., Wi} uma base ortonormal para W e
E = {uq,u,,...,u,.} uma base ortonormal para W-.

Como V=WoW-+, temos que k+r =n=dimV, além
disso,w; L u; paratodoietodoj.SejaB=FUE
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Assim B = {w{,w,, ..., Wy, Uq, Uy, ..., U,.} € Ortonormal e,

T(Wl) = Wq = (1, O, O, ...,O)B, T(Wz) — Wo = (O, 1, O, ...,O)B
T(Wl) = W; = (O, O, O, ...,1, O, ...,O)B;i = 1, 2, ,k
T(u;) =0 = (0,0,0,...,0)5, T(u,) =0 = (0,0,0, . O)B
O 0_(000 0)3,1—12

E “\

0o --
0o -- ()

HEE

-
S~

]

(e
S =

Logo
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IV) Mostre que T é simétrico.

Como provado em 1Iil) T tem uma matriz diagonal (e
portanto simeétrica) na base B que é ortonormal, logo T &

simetrico.
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17) Seja E um espaco vetorial com o produto internoe T
um operador linear simeétrico de E.

Considere as afirmacoes:
) Se B é uma base ortogonal de E, entao [T]|g € simétrica.

) Se a e B sao autovalores distintos de T, Ee F sao
conjuntos ortogonais de vetores de T com EcV(a) e
F cV(f), entao E U F é ortogonal.

IIl) Se B é uma base de E tal que [T]g € diagonal, entdo B é
ortonormal.
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) Se B é uma base ortogonal de E, entao [T]|g € simétrica.
Falso, a base tem que ser ortonormal.

1) Se a e [ sdo autovalores distintos de T, EeF sao
conjuntos ortogonais de vetores de T com EcV(a) e
F cV(p), entao E U F é ortogonal.

Verdadeiro, autovetores de um operador simeétrico
assomadps a autovalores distintos sao sempre
ortogonais.

Dessa forma dados um vetor de E e um de F eles ja sao
ortogonais, como E e F sao ortogonais E U F € ortogonal
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IIl) Se B é uma base de E tal que [T]|g € diagonal, entdo B &
ortonormal.

Falso, a base pode até nao ser ortogonal.
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P2020) Considere as bases B ={1+x,1—x?2x + x*} €
c=1{1011),(0,1,2,3),(1,-1,1,1),(0,0,2,1)} de P,(R)
e R*. Sejam a€ ReT:P,(R) —» R* a transformacéo linear

tal que:

[T]pc =

WN Q =
— e O
D =

T é injetora se, e sO se:
Sol. Vamos calcular KerT.
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Sejau=(x,y,z)g € KerT, entédo T(u) =((_)>.

1 0 1 . 0 x+z=0
I 7 A S | 10 ax+y+z=0
[T(u)]c_ 2 1 3 (Z) — O — < Zx __y__ 3Z=O
3 1 4 0 L33\:——3/——42=O

Da 12 equacao temos z = —x, substituindo nas demais,
(a—1x+y=0 ( y=x

—x+y=0 4. _ "4
x+y=0 y=01-a)x
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Logo,

x=1l—-ax=ox=x—ax<=ax=0
Se a =0, x pode assumir qualquer valor real, e neste
caso KerT = {(x,x,—x)g,x € R} =[(1,1,—-1)g] e T néo é
Injetora.
Se a#0, x=0 e assim KerT ={(0,0,0)5} ={0} e T ¢
Injetora.
Alternativa correta, a = 0
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P2020) Seja T:R?> — R® um operador linear cuja matriz,
em relacdo a base canénica de R?, é simétrica e cujo
polindbmio caracteristico é p(t) = —t(t+1)*. Sabendo
que (1,0,1) € KerT, é correto afirmar que T(1,2,3)é
Igual a:

Sol. Como a base canonica é ortonormal, temos que T é
um operador simetrico.

V(0) = [(1,0,1)] e V(=1) = V(0)*.

Suponha que (x,y,z) € V(—1), entao
<(xv2),1,01)>=0=x+z=052z=—x
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Logo V(—-1) ={(x,y,—x),x,y € R} =[(1,0,—-1),(0,1,0)]

Assim B =1{(1,0,1),(1,0,—1),(0,1,0)} € uma base para
R3 na qual conhecemos T.
(1,2,3) = a(1,0,1) + B(1,0,—1) + ¥(0,1,0) &
a+p=1 a = 2
& y=2 =S<p=-
a—p =3 y:2
T(1,2,3) = 2T(1,0,1) — T(1,0,—1) + 2T(0,1,0) =
=—(-1,0,1)+2(0,—-1,0) =(1,-2,—-1)
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18) Seja V um espaco vetorial com o produto interno,
T e S operadores lineares. Considere as afirmacoes:

) Se T e § sao simétricos, entao T + S € diagonalizavel.

) Se T é simétrico e invertivel, entdo T-! também é
simetrico.

IlI) T é invertivel se, e sO se, 0 ndo é um autovalor de T.
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) Se T e § sao simétricos, entao T + S € diagonalizavel.
Verdadeira.
Seja B uma base ortonormal de V, como TeS sao
simeétricos, [T]g e |S]g, sao0 simeétricas assim,

[T +S]p =I[Tlp + [S]B

Que serd simetrica, pois &€ soma de duas matrizes
simeétrica, logo T+S é simeétrico e, portanto,
diagonalizavel
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) Se T é simétrico e invertivel, entdo T~! também é

simetrico.

Verdadeira.

Se A é simétrica e invertivel, entdo A~1 é simétrica pois,
(A—1)t — (AH)~1 = 41

Logo se B € uma base ortonormal de V, temos [T]g €

simétricae [T~1] = [Tz
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IlI) T é invertivel se, e sO se, 0 nao € um autovalor de T.
Verdadeira.

Suponha T invertivel, entao T é Iinjetora e, portanto,
Ker(T) = {0}, logo 0 ndo é autovalor de T.

Suponha agora que 0 nao é autovalor de T, entéao

Ker(T) = {0} e portanto T é um operador linear injetor de

V, que possui dimensao finita, assim T também &
sobrejetor, logo invertivel.
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19) A respeito das matrizes:

1 2 -1 2 2

(2 40 1|, [ 1

A=12103 1) 87|

2 11 1 2
2 0 0 0
[0 2 1 -1
C=lo 0o -1 o
0 -1 -3 2

_ = O

N OO O
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1 2 -1 2
(2 4 0 1
A4=121 03 1
2 11 1
E diagonalizavel, pois é simétrica.
2 00 O
(1 30 0
B = -1 10 -1
2 4 2 0

pp(t) = (2—-1t).(3—-1t).(t* +2) que possui raizes nao
reais, logo nao é diagonalizavel
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2 0 0 O
(0 2 1 -1
¢ = O 0 -1 0
O -1 -3 2
pc) =2 -t)(-1-t)((2—-t)*—-1), cujas raizes s&o
todas reais e distintas {2,—1,1, 3}, logo diagonalizavel.
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20) Considere R® com o produto interno dado por:

< (X1,Y1,21), (X2, ¥2,23) > =
= 3X1X2 + X1Y2 + Y1X2 + Y1Y2 + 2242,

Se T é€ um operador linear simétrico com polindmio
caracteristico p(t) = 2-t)(t—1)%* e T(1,1,0) = (2,2,0),
entado T(x,y,z) =?

Sol.

Temos que V(2) = [(1,1,0)] eque V(1) = V(2)*
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Sejau=(x,y,z) € V(1), assim temos
<(xv92),1,1,0>=3x+x+y+y=0=>y=-2x

Assim V(1) =[(1,-2,0),(0,0,1)]

B=1{(1,1,0),(1,-2,0),(0,0,1)} é uma base de R3 na qual
conhecemos T.

Vamos escrever (x,y,z) na base B.
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(x,y,z) =a(1,1,0) + b(1,-2,0) + ¢(0,0,1) >
a+b=x
=>qa—2b=y
cC=12

Das duas primeiras temos que b = =%, substituindo na

3
~ 2x+
12 equag&o obtemos a = = Y

=2(1,1,0) + 2% (1,-2,0) + 2(0,0,1)

Logo, (x,y,z) =
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Assim,
2x + X —
T(x,y,2) = = YT(1,1,0) 4 3y T(1,—2,0) + zT(0,0,1)
X + X —
= =22,2,00+ 2 (1,-2,0) +2(0,0,1) =
(x+y 2x+ 4y
—\T3 '~ 3 *

Alternativa a)
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46 L2) Verdadeiro ou falso? Justifique a resposta.

1) Se T:Pg(R) - Pg(R) é definida por, T(p) = p’, entao
existe uma base B de Pg(R) tal que |[T]g € invertivel.
iii) Se T: R3 - M,(R) é uma transformacao linear injetora,

entao a matriz de T com relacao a quaisquer bases de
R3 e M,(R) é invertivel.
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1) Se T:Pg(R) —» Pg(R) é definida por, T(p) = p’, entao
existe uma base B de Pg(R) tal que |[T]g € invertivel.

Sol.

Falso, pois seja p(t) =c,c# 0 o polinbmio constante,
entdo T(p)(t) = p’(t) = 0, logo Ker(T) = {0}.

Assim T nao € injetor e, portanto, nao é invertivel, logo a

sua matriz em relacao a qualquer base de Pg(R) nao
sera invertivel.
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iii) Se T:R3 - M,(R) é uma transformacao linear injetora,
entao a matriz de T com relacao a quaisquer bases de
R3 e M,(R) é invertivel.

Falso, como dimR3 =3+ 4 =dimM,(R) n&o existe
transformacao linear invertivel entre estes espacos.
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48 L2) Seja T: R* - R* um operador linear n&o nulo tal
que T? = 0. Mostre que existe uma base B de R* tal que:

ml- (0 )

Sol. Sejau € R? tal que T(u) # i} sejav =T(u).
O conjunto {u, v} é LI.

De fato se fosse LD existiria um real a tal que u=av e
assim

v=T@u) =T(av) = aT(v) = aT(T(w)) = 0
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Logo o conjunto B = {u, v} é uma base de R?.

Vamos calcular [T]g
T(w) =v=(0,Dp
T(v) =T(T(w)) =0=(0,0)p
Logo 0 0

[T]p = (1 0
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