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Reconhecimento de CoOnicas

Conica:

Analiticamente sao as raizes de um polindbmio de grau
dois em duas variaveis, ou seja, sao as solucoes da

equacao:
ax? + 2bxy +cy* +dx+ey+f=0

Onde, a,b,c,d,e, f € R.

Esta equacao é chamada equacao geral da coOnica.
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Para reconhecer uma conica, devemos encontrar a sua
equacao reduzida.

A equacao de uma conica esta em sua forma reduzida
se:

1) SO possui coeficientes de 2° grau e o coeficiente
constante, sendo nulo o coeficiente misto de 2° grau.

Ou

2) Se uma das variaveis possui coeficiente de 1° grau
nao nulo, entdo seu coeficiente de 2° grau é zero.
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EX.

1) 3x*+4xy—2x+y—1=0 é uma conica dada por
sua equacao geral.

2) x*+y*—4=0 ¢é a equacdo reduzida de uma
circunferéncia de centro na origem eraio r = 2.

3) x>)-y*—-9=0 ¢é a equacdo reduzida de uma
hipéerbole.

4) x*—-3y—9=0 ¢é a equacdo reduzida de uma
parabola.
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Dada a equacao geral de uma conica, associamos a
sua parcela de 2° grau, e um operador linear simétrico

de R?, cuja matriz em relacédo a base canbnica é:
L(x,y) = ax* + 2bxy + cy*

- 1



Reconhecimento de Conicas

Note que: "
a b\ X\ ax—r+ny\ _
(* y)(b C)(y)_(x y)(bx——cy)_
= ax? + bxy + bxy + cy* = ax* + 2bxy + cy* = L(x,y).
Como a matriz A é diagonalizavel, existe uma matriz

ortogonal M tal que, M'AM = (g 2) =D

X
), temos queut = (x Y)

Chamando de u = (y
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L, X X
Fazendo a mudanca de variavel u=( )=M( ) a
equacao anterior se transforma em:

Lix,y) =u'Au= L(x",y") = (M (;))tAM (x )

=(3) wan ()= (G 5)()-

= ax’? + By’?
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Encontre a equacao reduzida das seguintes conicas.
a) 5x% + 4xy + 2y* -1 = 0.

=3 2)
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Encontre a equacao reduzida das seguintes conicas.
a) 5x% + 4xy +2y* -1 =0.
_ (5 2 . 5—t 2 \_
A—( ),PA(t)—det( ) 2—t)_

2 2
=(5—t)(2—t)—4:t2—7t+6=0:{tii

Nas novas variaveis x" e y’ a equacao da conica e dada por,
6x*+y*—-1=0%

2

& +y2 =1 (Elipse)

1
6
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b) x> +2y* +2x—4y+3 =0.

O coeficiente em xy é zero, basta completar quadrados.
x% +2x = (x+1)*-1

2y? — 4y =2(y* - 2y) =2((y - 1) - 1)
Substituindo na equacao da conica,

(x+1)*-1+2(y—1)?*-2+3=0,
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b) x> +2y* +2x—4y+3 =0.

O coeficiente em xy é zero, basta completar quadrados.

x% +2x = (x+1)*-1

2y? — 4y =2(y* - 2y) =2((y - 1) - 1)

Substituindo na equacao da conica,

(x+1)*-1+2(y—1)*-2+3 =0, seja-

x% +2y% =0 (Um ponto).

\

(-

X
y,

X
y_

1
1

temos
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Vamos pegar uma equacdo completa.
c)x’+4xy+y*+x—y—-1=0.

4= 1)
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Vamos pegar uma equacdo completa.
c)x’+4xy+y*+x—y—-1=0.

A=(; i) pA(t)=det(1;t 131:):

=1-t(1—-t)—4=t*—-2t—3 =O=>{tt:_31
V(3).

( —
(2 i)(x)z?’(;):”;:f;,’:g;:x:y
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Logo B ={(1,1)} € uma base para V(3).
V(—-1).

( _——
G i)(;):_(;):)*\;x_fzz_;:»y=—x

Logo B ={(1,—1)} € uma base para V(—1).
_ B _ _11 1
I(L DI = I(L-DIl =VZ logoM =% (7 )
Nas novas variaveis x" e y” a parte de 2° grau da cOnica

fica, 3x"* — y’% e a parte de 1° grau?
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N | X=ESE+Y)
6)=%G DG)=1, % -

— V2 _ 1, .,
Y 1 =17y y=57x-y)
x*2+4xy+y*+x—-y—-1=0
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G)-5G 2)E) =1 e
y 1 -1/\y y=\/i§(x’—y’)'

x—y—1=
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N | X=ESE+Y)
6)=%G DG)=1, % -

— _ 1, .,
Y 1 =17y y=57x-y)

| , , 1 , ,
x=y-1=@+y)-z&-y)-1
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N | X=ESE+Y)
6)=%G DG)=1 _%

J2 _
L -1y y=57x-y)
1 .., 1 ,
x-y-1=2@+y) -5 —y)—-1=+2y —1.
A equacao nas coordenadas x ey’ é:

3x?—-y?%2 442y —1=0, agora devemos completar
guadrados na variavel y’.
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_yzz + \/Ey/
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_y,z +\/§y' _ _(y,z —\/fy’)
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2
—yE 2y = (v -v2y) = - ((Y -3) - %)

Voltando na equacao da conica, temos:

V2
3x2 —y2+V2y —1=3x"2 - (y’ -

)

x//

2
2 ,_@ 1
3x (y 2) S = 0, Fazendo {y” _

2
! 1=0
> =
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1
3x//2 . yllz . E : O @ 6x//2 . Zyllz = 1 @
//2 //2
X y
= 1 1 =1
6 2

gue € uma hipérbole.



Exerciclos

2) Considere R3 com o produto interno usual e seja
T:-R3 > R?> dado por T(x,y,z) =(x—2y, —-2x+7y, —z)
entao:

Sol. A base candnica de R3® é ortonormal com o P..
usual. T(1,0,0) =(1,-2,0),T7(0,1,0) =(-2,1,0) e

T(0,0,1) =(0,0,—1), logo

1 -2 0
IT| = (—2 1 0 )
0 0O -1

Que é simetrica, logo T € simétrico



Exerciclos

6) No R? com o produto interno usual, considere a base
B=1{(—-1,1),(1,2)}. sejaT um operador linear cuja matriz
em relacdo a B é
(5 1)
-1 1

Considera as afirmacoes:

) T é simétrico

II) T nao é diagonalizavel

IIl) T € diagonalizavel, mas nao e simetrico
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1) T € simeétrico
4 -1
Tlp = (—1 | )
B =1{(—1,1),(1,2)} ndo é ortonormal, pois
<(-1,1),1,2)>=-14+2=1%#0

Podemos mudar a matriz de T para a base candnica, ou
verificar se T admite uma base ortogonal formada por
autovetores.

Vamos calcular [T]¢c4, Usando [T]p.
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T = (% )B={-11,12)

(1,0) =—3(-1,1) +5(1,2), (0,1) = (-1,1) +3(1,2)
T(1,0)lp = (—41 _11)%(_12) - g(_gg) - (_13)

T(1,0) = -3(-1,1) + (1,2) = (4,—1)

ro.0 = (4 7)3()=30) = ()

T(0,1) = (-1,1) +0.(1,2) = (-1, 1)
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[T]can = (_41 _11)

Logo T é simeétrico, pois a base candnica € ortonormal.

Apenas |) e verdadeira.

Vamos refazer usando a matriz da composta.
[Tlcan = Ulpcan!T1glI]can

[lpcan = (_11 ;) = lcans = _%(—21 :1) - %(_12 1)



Exerciclos

CanB —

lgcanlTlpl1]

[T] Can
-1

)

-2 1
1

_1h 1
11)§

) (G

(1

-9 3
3

-1 1
1

0

y/
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8) Considere R* com o produto interno usual e seja
T: R* - R* tal que:

1) Os unicos autovaloresdeTsao2e — 2

ii) T € simétrico

i) v2)=100,1,1,0),(0,0,0,1),(1,0,0,1)].

Entéao T(3,-2,2,3) é:

Sol. Como T é simétrico, se u € um autovetor associado
ao autovalor —2, entdo u € V(2)+



Exercicios

Supondo u = (x,y,z,w) temos:
<(x¥y2zw)(0110)>=0 y+z=0 z=—y
<(x,vy,2zw),(0,001)>=0=>{ w=0 =< x=0
<(xv2zw),(1,001)>=0 x+w=0 w=0

Assim V(-2)=1(0,1,—1,0)]

Logo B =1{(0,1,1,0),(0,0,0,1),(1,0,0,1),(0,1.—1,0)} ¢
uma base para R*, na qual sabemos calcular T.

Vamos escrever o vetor v = (3,-2,2,3) na base B.
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3,-2,2,3) =a(0,1,1,0) + £(0,0,0,1) +y(1,0,0,1) +
+6(0,1.—-1,0)

(=3 (i — 0
a+o6=-2 p=0

T(3,-2,2,3) = 3T(1,0,0,1) — 2T(0,1,—1,0) =
=3(2,0,0,2) —2(0,-2,2,0) = (6,4, —4,6)

Alternativa c)
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13) Sejam U um espaco vetorial de dimensao finita
munido de um produto, T: U — U um operador linear, u e
v autovetores de T associados a autovalores distintos «a
e fB respectivamente.

Considere as afirmacoes:

) SedimU =3 edimV(a) =2, entdao T é diagonalizavel
1) Se T é simétrico, entdo V(a) = V(B)+

) Se < u, v > =0, entdo T € simétrico



Exerciclos

) SedimU =3 edimV(a) = 2, entao T é diagonalizavel

Verdadeiro, pois se dimU = 3 o polinOmio caracteristico
p de T tem grau 3 e como dimV(a) =2, a € uma raiz de

p com my(a) = 2, como B também é autovalor de T e
distinto de a, temos que m,(f) = 1, assim

grip) =3=>2my(a) + m,(B)=2+1=3
L0go mga(B) = 1 = my(B) e my(@) = 2 = my(a)
Portanto T é diagonalizavel.



Exerciclos

) Se T é simétrico, entdo V(a) = V(B)*

Falso. Sendo T simétrico, V(a) € V(B)*, pois T pode
possuir outros autovalores distintos de a e .

) Se < u,v > =0, entao T € simétrico.

Falso, T pode ter outros autovetores, associados a
outros autovalores distintos de a e f e nao ortogonais a
u e awv, ou mesmo entre eles.
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15) No R?® com PI usual, seja T um operador linear
simeétrico cujos autovalores sao —2 e 3. Sabendo que

Ker(I+2I)=1](1,1,1),(—1,0,1)], encontre [T]cgn-

Sol. Como T é simétrico V(3) € V(—=2)*, como dimR3 = 3

e dimV(-2) = 2, temos que dimV(3) =1, assim temos

que V(3) =V (— 2)l logo seu = (x,y,z) € V(3) temos:
<xy2),1,11)>=0 _ x+y+z—0:< Z=x
<(xy2),(-1,0,1)>=0

-x+z=0 ~|¥y=-2x
DessaformaV(3) =[(1,—-2,1)]




Exercicios
Assim, sabemos que existe uma matrizoorto(?onal M tal que:

—2
M [T) ;M = D = ( 0 -2 0)
0 0 3

Uma possivel matriz é:

A1 1,
M\/ff\/gz 1(\/\@—\51)
=| = -——|=—=|v2 o0 =2
FU T o BRSANCRRC
\G z 6/



Exerciclos
Logo, [T]can = MDM' =

1 (V2 =3 1\/-2 0 0\ 4 /V2 V2 2
:\/_6\/5 0 —2(0 _20)\/_6_*/5 0 3

v2 v3 1/ 0 0 3 1 -2 1
1/V2 —V3 1)\ [-2v2 -2v2 -2v2
=<|v2 o0 -2l 2vy3 0o -2v3|=
V2 V3 1 3 —6 3

1
6

-7 —-10 5
(—10 3 —10)

5 -10 -7
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