
 

ALGEBRA DE VERRES

IR hownews reais

IR 4 ai az an cada ai e un u wer real

Os exemplos mais been conhecidos sd o plan R e o

espace tridimensional IR

A 93

ay as 92 CaAz Az

92
y

g
a
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Com freqeucia usaremos colours In para indica is pontus de IR

Tambein chamaremos os elements de IR de VERRES quando peu
Sarmos no pout an an como o ponto final de una setinha

que Vai da
OriGEM 0 10,0 0 ate air an

Podemos sonar elements de IR
o fazenws coordenada a coordena

y g
da

1t assets
ab

a



Se c e IR podemos multiplicar c por our element de IR e

cham ans isso de multiplicaceo por escalor escala e em

home que se usa verse context para se refer a admens c e R
e distingui los de vetores

41 1

Multiplicand por escalor tem a interpreted geometrica de
mauler o vetor names ma rata e expandi lo se c 11
contract lo se c e all to ca lo de lado se c o etc

Soma tem a interpreted geometric da regrade parale
logram Por favor vejam o lino text



Soma e produto por escalor tem as propriedades unais se

U V W E IR e A M E IR enter

i uts 0th Gi uts w Ut Gt w
in A pure Ap u in a uto but do

Alein disco o actor 0 10 0 e o element neutroda adied
e o escalor ulmen 1 E IR serve convo elements neutro do

prodto por escalor

Ut 0 n Yue IR e 1 U a fat R

E claw A a e o inverso aditiw de UE IR ja que

C 1 at U f1 Ut 1 U 1 1 U O U O



O PRODON ESCALAR OO PRODUTO INTERNO

Definimos agora um produto chamado pelos comes acima

que come dois vetores n o e IR e cope un aimer
devotado U U E IR

Observacges 1 Note
que o none prodto escala ud e a

mesma coisa que o produto por um es calor que
definiens anteriormente
2 Note tambour que a contralto do prodto de di's winery
reais que prodz un mi men real list e o que entrano

prodto e o que sai so objets da melma natureza o

podto escala come vetores e cospe miners objets de
naturezal dish'utas



Def n I v In e IR

U O U V t UE t t Unon If Viti E IR

EI I I 1C1 2.0 3.1 2

Torana Se Mio we R e Ae IR enta
i U 0 V U

U Uw v o u W

in A u o Au v a Xo

in a re o f u O e 0 0 0 claro



As propriedades i ii eCii sad consequéacial direful de propiedades
analogas de n'mewl reais Verifique as wa mama Sequiser
escother apewas on a delas prove in

6 Se a In um nitwit ai Essa é una

Soma de quadrados de miners reais que so portanto positive

ou 0 Asa'm a Soma e z o e so e o se todos os Ui 0

U

Definimos a norma de our veto Ue IR por

Hull UM Ginnie ni
urque deve ser interpretada como a distancia de M

u a origan
L



Desigualdade de Cauchy Schwarz

fu ve IR u v s un v.v 114112110112

Note que elevendo ambos or lado a 42 obtains

1 u o E Hull 11011

Prove Note para comecar que o resulted e obrio se qualque
um dos vetoes for 0 Asim podemos tupor que n 0

Sejam x y e R e consider o vetor xu Yu E R Ents

Of Il xu yo 112 xu yo xu yo
x2 u u y o.o 2xy u o



Essa desigualdade vale claro para quaisquer x y e R e

podemos enter escolhé los como qui servos Toure entas
x V v e y U J Terror ents

Of 0 0 u u u o o.o 2 o.o u o

o.o a u o.o a012

Como o.o 0 podemos dividir por o.o e obler

u u o.o G o z o

que é o
que quen'amos prover M

Adeudo a desigualdade de C S Igualdade o come fomente

quando um dos vetoes e multiple do outro



Prova Igualdade acontece acima se e so se I xu yo 11 0

Como winos isso so e pom'veI se Xu yo O

XU yo Ma

Propriedades da norma

Definiens lull au e disto segue que
i Hull 7 O e Hull O E U O

Gi 11Xu11 171 Hull ta e IR
De now e fait verifier eras propriedades e at deixano

para wa fazer Prove Ii que e bom para a said



Desigualdade Triangular

Into Il E Hull Holl fu o e IR

Prova Hutv11 Mtv uto u ut o.o t 2 a o

E 11 ul't 110112 21161111011 11411 11011 M

Adeudo a desigualdade triangular Igualdade come see somente

se une dos vetores e willtipto portico ou zero do outro

Prva Para que valle a igualdade na demonstract acima
e precise que

U O Hull lol X
Como u'nos w adead a desigualdade CS Mol Hull loll

U Ao or vice versa Nesse caso no A lot e

11m11 17111011 Astin x vale A 20 Ma



Ortogonalidade
o ut

Into 112 11all't 110112 2 no u

Into KC Hull 11011
Assim o Torme de Pita'goras vale DesigualdadeTriangular
se e somente te U 0 0 Isso r e

nos leva a declarer dois vetores we
re o ortogonais se le so se
U 0 0 u

Auto112 1141411011E 37 18 0
Pita'goral

Vetresortogonais sas tambein chamados perpendiculars



ProjectOrtogonal o

yo Pu

A project orthogonal put do 5
vetor v na direct do vetor re Pulo tu

é por defined our multiple Projecasortogoual de Ona direct
de leAre de U de Modo f perpendicular

o Au In

Iste germs que V Au U O ou seja

U.v A un a U o

u U

Pulo fit a Yuu



Observagas IMPORTANT's tint

Se peasanos em before an 112 como colonas o produto
escala pode e deve
serpeusadocomouwltiplicac
matricial.n

I of I a onto

a 0 49 6202 1 Unm Lf
utv

a

if art unit tuna



Assia a project é dada por

Pulo u If u Mtv
112412

U

Exemplo n I v i pug

Pulo Hat u 42317

4214
I

I I



Multiplicacao por escalor pode ter fi ta a direiter ou a

esquerda Portanto podemos escrever a project da seguiute
forma Conde tambein us amos associatividade

Pu o Ita u ntv nut V

Exemplo anterior U I Mtn 423 4 16 4 20

111423 184

Pat 88 14 5113713 811 1



Ist é multiplicand a esquerda pela matriz
Pu Fu Unt

realize a project ortogonal na direct de U Portanto se

qui servos agora projector outro veto r w 1 no direct u

é to multiplica lo a esqurda

Raw 51 71 181 1881

Observances Tenia sido sewas impossivel allemente improvel

que nota se nos que
a project é feita por essa multiplicand

matricial se nd tire'ssemos observado que U V Utv



Exemplo A matrig que projeta na direct do vetor em IR e

r taut
Se tomaino our miltipto de 11 por exemplo E obtains

I L e



Angelos

O angulo O na figura e tal que
ut yo Pulo

cosD Pu
quityou

M

z
11011 10 5

Pulo AuUTV
Hull lol

ou

a g p

Observed Tomos desouestosfnaigualdade Por que
Mas a igualdade na caixinha acima e honesta
Suggests Consider anguts 512



Podemos ento definir o angulo entre dois before a ve IR
como sendo o n'men O tal que

cosO UTV
HullHull

A desigualdade de Cauchy Schwarz garaute que a defined
é de boa qualidade

Itv1 E Hull Hull

UtvI
lull lull

t

Por exemplo dois vetoes sad perpendiculars Uto o

as 0 O O I T2 2kt



Plans e mais projects

Quando figens a project Pulo fizenos na verdad a project
na reta determinada por ne isto e no conjunto

u tu te IR Agios
Ex Se n e IR a rate determinada y
por a e

E E ter

A veladeterminate por ne é geomchicamente a reta que
contain os pontes n e o e IR



E un plan em IR o que sera a

Dados dois vetores hi Mr E IR que supomos U

no serene multiples on do outro o plan
determinado por eles e

u 07 Xu yr x y e R a

isto é é o conjunto de todas as combinaces lineares
dos vefore re e v2

E n 0 1
u o E x is er

Fan
horizontal



Ex n f v f a v7 Effy riser

Ha una outra forma de peusur en todas as combinacies
lineares de dais vetoes re o que ja n'nos antes

it is x fileof
Isto e o plane u u é o conjunto de todos os produtos

La o HE Y e IR

E E s Elek EE



Project ortogonal em on plan

Vamos mudar a notacd on pouquinho mas e por una baa
causa Supouha que so dados dois retires a az E IR
O plan determinedo por eles é como acabanos de her

la g alia E E e R

Denotemo enter por A a matriz com das colonel

A MY
e por x o vetor de does coordeuadas x I Astin

ai as Ax x e IR



b A

Suponha agora que nos é dado um vetor be IR b p
e queremos projeta to ortogonalmente no

42 Tpplan ai az

aPrecisamos encontrar on vetor pure
plan tal que b p seja perpendicular
a plan Todos os retires no plan
sat da forma Ax para algum x e

portanto p Ax para algum x

Queremos entao encontrar x de forma que b Ax seja
perpendicular co plane gerado por a e az Isto quer
dizer que b Ax deve ser perpendicular a todos os
veto res dese plan em particular a ate as



at Cb Ax o

at Cb Ax o

at Ax atb
at Ax at

ATA x Atb

a 1 a b If
A ATA L Atb I



Temos enter que resolver o sistema

I I ft
5 1 x2 7
X 2x 1

Esse sisteminha 2 2 we resolve como been eatender Uma

forma de faze lo e multiplicand o lado direito pela in
versa da mahi z 2 2 a esquerda que é a final ATA

E atE's E LET
15
421
9 3

Mas p Ax p 1 19 130 1219

s e

p 1 Surpreendeate Ou perfeitamente
natural



Em resume para projetar ortogoualment no plan gerado
pelas colonas da maths

A 14

devant resolver o sistema 2 2

ATA x Atb

Uma vez encoutrada a solved I do sistema a project é

p AI

E Como a solved I do sistema e I ATA Atb segueque

p ACATA Atb



Projects e me'todo dos mini nos quadrados

Suponha que quiramos resolver un sistema com apenas una

varia'uel e tres equaces

3X be

A mens que bi b b estefan has proporges 2 3 4 por exeat

plo b 4 by 6 b 8 caso en que x 2 no havera solved
exata para o sistema Sistema como esse arn mais equate
equacges exigencies do que varia've's growsde liberdade sat

chamada SOBREDETERMINADOS Tipicament tais sistema nos
tem solve.io No enfants eles aparecemua practice e de vem
Ser resoludos de algoma forma



O que fazeno verses casos e minimizer o e roo medio das
equages e a forma mais o til de fazer isso cope pode
via ser feito de vivas maneiras difereutes e defiuir o

erno como uma Soma de quadrados No exempt acima

definimos

EG by 2x t b 3x b 4 1

Se hoover uma solved exata para o sistema ha ma escolha I
de forma que ECT 0 Na hipolese mais prove'vel de que
nd haja un tal f podemos en contre o valor e para
o qual Eas e minimo ja que E x e uma parabola
com coeficiente de x2 igual a 273442 0 Para encontra
o minimo dessa parabola encontramos seu chico ponto
critics isto e a solved I da equacd EG 0



E x by 2x ba 3 74 b 4 12

E x 2 2x bi 2 3 12 3 4 53 4 0

Resolveudo a equages obtemos

2b t 312 463
22 32 42

Modaudo de assunta sera suponha agora que qui ramos
encontour a project ortogonal de um vetor b I

7

sobre a rata determinate por a Eg
Mas Sabemis como fazer isso

234313 24 312 413
p Fa onde I atb

2347 4 22 3242



O que aconteceu exatamente

Definiens o erro quadratico por

EI b 2x b 33 b 4 7

111,1 x1 11 1lb ax 11

tOude b b b b It e a 23 4
t

a
at

O que limos acima e que minimizar o tap
erro quadratic e a mesma coisa que

a

minimizer 1lb ax 11 e que por sua

vez se I minimize essa ruck
o ponto p at e a project orthogonal de b b b b

t

reta determined a por a 234



O caso geral e andlogo

Dados b b b bm e a a as am

Podemos minimizer o en quadratico no sistema

a x be
EG 1lb ax lAsx by

In bi aixaux em
in

E'G a 2 It ailaix bi O I Raibi
Zai



Ou podemos encontra a project de b sobre a veta determine
da por a

p Fa onde I Atb
at a

daily

Eat



Regressas Linear

Suponha que un Sistema fisico por exemplo e modelado

por una fungo linear flt k tot e que fazemos
diversas we didas an ratios instantes de tempo e obtenos

una lista Como se frater de an

experiment e porco provabel que
t t tats tu

as medidas feitas estejam exata flt b b b bu

mate alinhadas em una rata e

queremos enter encontrara rata

que methor aproxima a tabek

Mas o que querdizer mother aproxima

t ta t ty a th



Ha witas forma de definer esta expresses mas a mais itil
e mais utilizada e encontra a solved que minimize
o erno quadratics

Exempt Spouha que nos
e dada a tabela t t I 2

Queremos encontraruna vote que aproxima
b I 1 3

bem a tabela 73
Ifbzfl.tlIn fall

Defining o ERRO QUADRAT'D por a Ibe fl

t i gElko 1 bi flt

É bi ktvt
2 Notque no elevaro

numen no quadrado
no twos que nospro
coper com o final



Querenos encontre o minimo da fined E ko Para encontra
maximos e mini nos de fuge de una Vana'vet procuranos
sees pontus entices isto e os pontos was quais a derivada
se anu la Para funcotes de does varia'veis fazemos o

mesmo com cada uma delas isto e tratames ECk o

Como fouch de k apewas calculamos a derivada e

igualamos a zero em seguida fazemos o meso com 0

Devadas
IKE ko f 2 EI bi koti o

11 EE ko
2 É ti b Into til o

dE

n k Eti v Ebi
Eti k Eti s Etibi



Exemplo Elk o e k to 1 k o 3 k 20

f
GER 211 Ktv 21 k o 123 k 20 0

If 21 ktv 211 k o 3 12 20 0

Dividindoambaspor

312 20 5
2k 60 6 111 1

41 41 3 I 9 1.3

0 4 7 I 0.6

Isto e flt I It



Emparticular Ffl 5
7 fly 131 f 2 177 2.4

I 0.7 I 48 1
2.4
18

Of

i s s



ELIMINATE GAUSSIANA

if2U
to w 5 a Subtraia 2 119eq da 29eq4N 60 2 b Subtrain A x 1 eq da 3 eq2u 70 20 9

autre w 5

so zur 14

this 4 2 eq da peg
81 2W 12

Essaparte do processo que elimina varia

2ut Ot w 5 vis de equacies abaixo do pics subtraindo
80 2W 12 certs multiply de una equacd das equacies

W 2 abaixo dela e chamado ELIMinato

3pivo



Do Sistema equivalent
2utot w 5
80 2W 12

W 2

e agora fail encoutrer a solved substitiudo we 2 na

segunda equacd obtains

D Ig 12 4 1

e substituindo wa e v t na primeira equacf obtems
U 21 5 1 2 1

Ash'm U 1 0 1 W 2 e a solved do sistema Essa
Segunda parte do proceso e chamade SUBSTtuic.to REVERSA



Matriz

As varicineis n o w so so it is no procesto deelimitra marca

lugar O que realmente importer é o que
acontece com os

coeficientes Podemos anta economizer tinta e police visual
representaudo o que acontece assim

12
1 I 5 2 1 I 5

4 6 0 2 10 8 2 12 o 8 2 14
0 8 3 14

y
2 7 2 9

Ios n'men queEssasetinha e elsa
so passos a e é o pas

aparecem na diagonal
b acima co

no finaldo proceswde
eliminated sat 0s Pivot
Pivot so pordef I 0



O que pode dor errado

Caso 1 Curiel

Qu 25 5W or
I

1
t

t y
a tow

2 2 5 4 0 0 3 w w

4 6 8 O 2 4 2044W

I
283 equates n
obtains our sisters

20 4W m

e podemos fazer
substitute reverso w a



Casale Incoravel

Ut rt ur at rt w

au 20 5ur m no 3W u

4h 40 8W in 4w

Nesse caso no encontramos um conjunto complete de 3 pins
lembre se que por defined pivot so diferentel de O Neste

Caso o Sistema pode

i Nal ter neuhuma solved porexempt se as dual iltimes
equacées form 3W 5 e 40 17

Gi Ter um n'men infinito delas por exemplo se 3W 6 e

50 10 encoutramos we 2 was substitiudo isso na 1

eqacd no nos permitee decidir o que so u e v



DECOMPOSi.CAT LU

Vejamos novamente o que fizeau para resolver o sistema linear

auto w 5 a Subtraia 2 119eq da 29eq4N 60 2 b Subtrain A x 1 eq da 3 eqLu 70 20 9

f
autre w 5

8r zw 14

this 4 2 eq da peg
85 2W 12

Os nomen 42 2 2 1 Eg 1

sat chamados MULTIPLICADORES e Seras

autre w 5 importantes no que farms hoje
80 2W 12

W 2



Osaudo matrizes o primeiro passo e

1 I4 6 0 2
2 7 2 I 9

isto e mantemos a primeira e terceira linhas e subtrains
2x Glinka da 2 linka

Se lembrarmos que multiplicand a esquerda por una matriz E
usa os coeficientes das linhas de E para fazer combinages li
nears das linhas da math's sendo multiplicate remos que
multiplier pela mahiz E a seguir realize a acima

E 12 1
mantenha a te link
SomeC2 x linha a 1 12 linha

o o Mauteuha a 3 haha



Fi E s iii I2 7 2 I 9

Da mesma maneira se multiplicarws a esquerde pelas matrizes
F e G abaixo vamos realizar os passos b e c

F 1 l Mantha linhas te 2 e some linha1
a linha 3

G L y
Manteuha linhas le 2 e some link 2
a link 3

2 I 1 5
o 8 2 121 12

1 1 5
0 8 2 12

2 7 2 9 0 8 3 14



1 11 s's firing0 8 2 12

0 0 1 2

É important observer que podemos separar a matriz A e

o vetor b a director de sistema original

A I 6
272

e b g
E
que multiplicar ambos a esqueda por E F e G nesta

ordem produz o resultado acima separate en una matriz
3 3 e um betor colour

0
2

84 e c 1 2
Ist é

G FEA e v e GF Eb C



Mas mais relevante do que saber que GFE A V e saber come

voltar de U para A Para ir de A a U primeiro fazewas E
depois fazemos F e por fim G Asim para cottar de U a A
devemos come far desfazendo G depuis desfayeudo F e por
fin desfazenda E Mas o que desfazer o que esses mahizes
fazem E e responsive por som ar 2x linha 1 a linha 2
Desfazer esse procesto e subtrair 2x linhart da linha 2

É a l E 21

In fi l t.f.fi



Do mesmo modo oblemes as inverses de F e G

F fi if
Repetindo o que ja dissemos para cottar de U ate A devemos

fazer com U o in verso do que figens com A uc ordem

reverse isto e esperanos que
U GFEA E A É F'E U a

Verifiqe que isso de fato acontece isto e caked

Mas vale a pena observer que os miners que apaean fora
da diagonal was matrizes É F G so exatemente os
toes multiplicadores que us avos na eliminate



Alein disso calculems

Eci fi it e f fit
É FG s 1 I 1,1 11 L

A matriz L é triangular inferior com 1 s na diagonal e com

Os multiplicadores abaixo da diagonal na ordem een que
for an usados

Ist é acabamor de nostro que
A LU

onde Le triangular inferior com as propriedades acima

e V e triangularsuperior obtiola co final da eliminacefo



Alein disso Como GFEb C É F G'c b isto é Le b

Isso querdizer que a decomporicat A LU us permile
trocar o sistema Ax b por dois sistemas triangulates

Lc b e Ux c

ja que as das equates acima implicam
b Lc LUX Ax

Exemplo

af H ft i i i



Ax

Lab ft at3

oxo ii g.tl I


