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1 AO03-Problema de valor inicial

Exercicio 1. Resolver o problema de valor inicial:

y'(@) +ay@) =0,y (7) =0y (§) =2

1.1 Resolucao do Exercicio 1
i) Resolve-se a equagao diferencial homogénea:
y"(z) + 4y(x) = 0.

Propondo uma solucao de tipo exponencial

T

y(z) =e

encontra-se a equagao carateristica:

Logo,
T2 = +2i=a+ 61

Como o discriminante é negativo a equagao se classifica tipo III com a = 0
efB=2.
A solugao geral é da forma

Ygn(z) = C1e** cos(Bz) + C2e*® sen(fx),

onde 01, 02 € R.



Isto é,
ygh(x) = C cos(2x) + Casen(2z).

Como as restrigoes do P.V.I. acontecem em zo = 7 # 0 na equacao anterior
serd feita a substituicao de x por & — x( e colocados novos coeficientes D1, Doy €

R:
ygh(x) = Dy cos (2 (m — %)) + Dy sen (2 (ZL‘ — 2)) . (1)

ii) Utilizando a regra da cadeia para derivar (1) encontra-se:

y;h(x) = —2D; sen (2 (x - %)) + 2D5 cos (2 (:1: — %)) .

iii) Da primeira restricio y(7) = 0 avaliada em (1) tem-se:

—~
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~

0= y() = D1cos(0) + Dz sen(0),
0=D1-1+Ds-0,

iv) Da segunda restricao 3'(%) = 2 avaliada em (2) tem-se:
2= y’(%) = —2D; sen(0) + 2D4 cos(0),
9= 9D, 042Dy -1,
Dy = 1. (4)
Logo, das equagoes (1), (3) e (4) chega-se em:
ypvi(z) = sen (2 (x — %)) = sen <2x — g) . (5)
Pela identidade trigonométrica
sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a)

a equacgao (5) também pode ser escrita como:
s T
ypvi(z) = sen(2x) cos (5) — cos(2x) sen <§> ,

ypyvi(z) = —cos(2z).

Um video com uma demonstracao geométrica do cosseno e seno da soma
encontra-se aqui. Outro video com um problema anélogo esta disponivel aqui.


https://www.youtube.com/watch?v=AYxBZb3z8Bw&list=PL8v7luSb9qi4ddC9f3f0rRVB13XQ69YnX&index=207
https://www.youtube.com/watch?v=smpSQqjUMwg&list=PL8v7luSb9qi4ddC9f3f0rRVB13XQ69YnX&index=24

2 AO06-Calculos com curvas paramétricas

Exercicio 2. Calcular a drea limitada pelo arco de cicloide
x(0) = (0 — sen(h)), y(0) =r(1 —cos()), 0 <0 <2«

e o eizo x. O valor de r é um pardametro (Figure 1).

Figura 1: Cicloide é a curva descrita pelo ponto A (linha verde tracejada) quando
a circunferéncia mostrada gira e desloca-se sem deslizamento. Versao interativa
aqui.

3
Arco de cicloide:

z(0) = r(0 — sin(9)), o
25 y(a) = 7‘(1 - COS(G)), r=1
0<0<2nm

25 3 35 4 45 5 55 6

Fonte: O autor.

2.1 Resolugao do Exercicio 2

Para o cédlculo de dreas com curvas paramétricas utiliza-se a integral a seguir:

A= v y(t)x' (t)dt.

t;

Neste caso o parametro é 6. Ou seja, a integral é modificada como:

0;
A= /e,i y(0)x'(9)de.

A seguir calcula-se a derivada relativo a 6 de x(0) = r(6 — sen(f)) :
2’ (0) = r(1 — cos()).

Portanto, pode ser escrito que:

2
A:/ r(1 = cos(0))r(1 — cos(6))do,
0


https://www.geogebra.org/m/cbupkftd

27
= 7’2 — COS 2 .
A= /O (1 — cos(8))2d6

Desenvolve-se o quadrado e separa-se em trés integrais:

27 27 27
A=r? [/ de — 2/ cos(@)d@—i—/ 0052(9)d9] :
0 0 0
0 27
A=r? [9%” - QW-F/ cosZ(H)dH} ,
0
27
A=r? {27r+ / cosz(ﬁ)dé)} . (6)
0
Para o calculo da integral que esta faltando nota-se que:
cos(26) = cos?(0) — sen?(6),
cos(260) = cos®(0) — [1 — cos®(0)],
cos(26) = 2cos?(0) — 1,

cos?(0) = % [1 4 cos(20)].

Calcula-se agora a integral:

2m 1 2m 2m
/ cos?(0)df = = {/ do +/ COS(?Q)d9:| ,
0 2 [Jo 0
1 0
o + M ,

/27T cos?(0)dh = . (7)
0

Substituindo (7) e (6) encontra-se:

2 1
/ cos?(0)df = =
0 2

A = 3mr?.



