PVI em Eq. Nao Homogenea

Juan Loépez Linares

September 2020

Problema: Resolver o P.V.I. ¢/ (z) — 2y (x) + 5y(x) = z+sen(3z), y(0) =1
ey'(0) =2.
Solugao:

1 Equacao diferencial homogénea correspondente

Resolvemos a equagao diferencial homogénea correspondente:

y'(x) — 2y’ () + 5y(x) = 0.

Propondo uma solugao de tipo exponencial y(t) = e" encontramos a equagio
carateristica: r2 — 2r +5 = 0.
O discriminante é: A = (—2)? —4-1-5=4—20 = —16.

Logo,
244/-16 24+4i
2 2
Como o discriminante é negativo a equacao se classifica como tipo III com
a=1lef =2
As solugoes bésicas sao da forma y; (z) = e** cos(8z) e ya(x) = e*sen(Sx).
Isto é:

T1,20 = =1+£2i=a=xpji.

Ygn(z) = €”[C4 cos(2z) + Casen(2z)]. (1)
Onde C7 e Cy € R.

2 Solugao particular da equacao diferencial nao
homogénea

Pelo principio de superposi¢dao procuramos uma solugao particular da forma:
Yp(x) = yp1(x) + ypa(z). (2)

Onde a) yp1(x) é solugdo particular de y'(x) — 2y (z) + Sy(x) = z e b) ypa(x) é
solugao particular de y"”(z) — 2y'(x) + 5y(z) = sen(3x).



a) yp1(x) é solugdo particular de
y" () — 2y () + 5y(z) = . (3)
Como o termo independente é um polinémio de grau um fazemos a proposta
yp1 () = Ao + Az (4)

Derivando duas vezes temos

Yp1 () = Ay, (5)
Ypi () = 0. (6)

Substituindo (6), (5) e (4) em (3) segue:
0—2A; + 5(A0 + All’) =z,

Para que a ultima equagao seja verdadeira para todo = devemos ter

—24; + 540 =0,
54, = 1.

Logo, A; = % e Ay = 2—25 Substituindo os valores anteriores em (4) temos:

2 1
Ypi(2) = o + po (7)
b) yp2(z) é solucao particular de
y"(x) — 2y'(x) + 5y(x) = sen(3x). (8)

Como o termo independente é uma fungao seno fazemos uma proposta com
Seno e cosseno:

Yp2(x) = By cos(3z) + Basen(3z). (9)

Derivando duas vezes temos
Ypo(x) = —3Bisen(3z) + 3B; cos(3z), (10)
Ypo () = —9B1 cos(3z) — 9Bysen(3z). (11)

Substituindo (11), (10) e (9) em (8) segue:

— 9B cos(3x) — 9Basen(3z) — 2[—3B;sen(3x) + 3B; cos(3x)]+
+ 5[Bj cos(3x) + Basen(3z)] = sen(3x).

Agrupando os termos com seno e cosseno encontramos:

(=4By — 6B3) cos(3x) + (6B1 — 4Bs)sen(3z) = 0 - cos(3z) + 1 - sen(3z).



Para que a tltima equagao seja verdadeira para todo z devemos ter

—4By — 6B, =0 (12)
6B; — 4B, = 1. (13)
De (12) temos By = —3 By. Substituindo o valor anterior em (13) encontramos

By = —%. Logo, B1 = 23—6
Substituindo os valores anteriores em (9) temos:

yp2(x) = % cos(3zx) — %sen(?w). (14)

Voltando com (7) e (14) em (2) encontramos a solugao particular da equacao
nao homogénea dada no enunciado do problema:

2 1 1
yp(x) = % + =T + 236 cos(3x) — 1—35en(3x). (15)

A solugdo geral da equagdo ndo homogénea é:
Ygnn () = Ygn () + yp(2),

Ygnh(x) = €*[Cy cos(2x) + Casen(2x)|+

2 1 3 1
4 % + 5:1: + % cos(3x) — Esen(?)x). (16)

Onde C7 e Cy € R.

3 P.V.I.

Usamos a primeira restri¢cao y(0) = 1 em (16):

Ygnn(0) = 1 = €°[Cy cos(0) + Casen(0)]+

2 1 3 1
+ g5 5 0 5600%(0) — gen(0),
2 3 127
1= —t o= —
523

Antes de usar a segunda restri¢ao devemos derivar (16):

Yynn(x) = e”[C1 cos(2x) + Casen(2x)] + ®[-2C sen(2x) + 2C5 cos(2x)]+

1 9 3
+ B 2—6sen(3x) ~13 cos(3z),



Ygnn () = €*[(C1 + 202) cos(2x) + (Cz — 2C )sen(2z)] + %7

- gsen(3:v) _3 cos(3x).
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Neste ponto usamos a segunda restrigdo y'(0) = 2 em (18):

Yy (0) =2 = [(Cy +2C5) cos(0) + (C2 — 201 Jsen(0)] + 5 -
9
26

1 3 2
2= +20+-— — = +2C5 — —.
& Cy 5 13 & Cy o5

Usando (17) na equagdo anterior encontramos:

523 2 503
2= 190, — = =2 haid
650 T 22 765 T2 F g
503 797
922 _ 0 _g
650 650 2%
797
27 1300

Substituindo (17) e (19) em (16) concluimos que

523 97
— e[ ] 2 3 2
ypv..(xr) =e [650 cos(2x) + 13005611( x)]+
2

25 5 26

(18)

— —sen(0) — % cos(0),

1 3 1
+ — + -z + —cos(3z) — 1—3sen(3a:).



