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ESTIMATIVA DE PARAMETROS
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Estimativa de Parametros

A modelagem de escolha discreta permite calcular as probabilidades
de escolha de alternativas sob diferentes hipéteses para a distribuicao
da probabilidade dos erros aleatérios das respectivas funcdes utilidade.

Dado que o modelo matemédtico de cdlculo de probabilidade é
conhecido (Logit ou Probit), e assumindo que o modelo da parcela
deterministica da funcdo utilidade da alternativa 7 para o individuo
q (Vig) também ¢é previamente definido (geralmente sobre formato
aditivo), surge o problema de estimativa dos pardmetros [3;; dessa
funcdo matematica.

V;q = Z 5%1@ * Ligk
k
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Estimativa de Parametros

Formalmente, o problema é caracterizado pela necessidade de
estimativa dos pardmetros das funcoes utilidade, representada por
uma equacdo em relacdo aos atributos das alternativas e dos
individuos envolvidos no processo de escolha.

Essa estimativa em geral é realizada a partir das escolhas reportadas
por individuos que participaram de pesquisas especificas.

O método de estimativa de (3;; mais recorrente na literatura é o
de maximiza¢do de verossimilhanca, cujas estimativas de pardmetros
resultam nos valores de probabilidade de escolha mais préximos
daqueles reportados pelos individuos na pesquisa.

Em geral, considera-se uma propor¢cao da amostra de respostas para
calibragdo dos parametros (;; (por exemplo 75%) e a outra parcela
para validagdo das estimativas (no caso, 25%).
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Estimativa de Parametros

Seja Pj,; a probabilidade de escolha da alternativa 7 pelo individuo ¢
e gig um parametro bindrio tal que:

1, se o individuo ¢ escolhe a alternativa A;
Giq = L.
0, caso contrario.

Como as observacdes s3o independentes entre individuos, uma funcdo
de verossimilhangca pode ser escrita por:

Q
L(B) = H H (Piq)giq
q=1A;

€A(q)
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Estimativa de Parametros

Para maximizar essa func¢ao de verossimilhanca geralmente utiliza-se
a sua versao linearizada pelo operador de logaritmo, tal que:

1(B) = log [L(B) Z > gu, log(Pig)

q=1 A;€A(q

O conjunto de valores B (estimadores de maxima verossimilhan¢a) que
resulta no valor maximo da fungdo de verossimilhanca I(/3) é aquele
que mais aproxima as probabilidades de escolha daquelas realmente
reportadas pelos individuos.

O valor méaximo de I(3) pode ser obtido analiticamente pela resolucdo

de um sistema de equacdes dado pelas derivadas parciais dessa funcio
em relagdo aos parametros 5 a serem estimados.
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Estimativa de Parametros

Porém, dependendo do modelo utilizado para calcular Pj, (por
exemplo, Logit ou Probit), a estimativa de pardmetros [ que
maximizam [(f) pode ser dificil analiticamente .

Por isso, na pratica, a estimativa de 8 envolve um processo iterativo
de inferéncias sobre (3 e célculo de () até um valor admitido como
maximo da fun¢do de verossimilhanga.

Se P, é calculado como um modelo Logit (Binomial ou Multinomial),
a fungdo [() é bem definida e esse processo iterativo pode ser
facilmente implementado computacionalmente. Existem softwares
capazes de estimar pardmetros de funcdes utilidade pelo modelo Logit
como Biogeme (Python), Apollo (Software R) e SPSS.
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Estimativa de Parametros

Por exemplo, considere trés cendrios de uma pesquisa para escolha
de dois modos de transporte (1 e 2), cada um caracterizado por um
respectivo atributo apresentado ao individuo ¢, dados por x14 e 2.

Considere ainda a proposicdo de parcelas deterministicas de funcoes
utilidade com apenas um pardmetro 8 comum a todos os atributos:

quﬁ'xlq
‘/2q:/8'$2q

Sob essas condicdes, a probabilidade de escolha das alternativas 1 e
2 por um modelo Logit Binomial é dada por:

1 1 o1 p 1
e 2g = 1 — 1q71+€B<I1(17I24)

P = =
T e PR + eBlz2g—71q)
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Estimativa de Parametros

Apds coletar a escolha modal de trés individuos em uma pesquisa,
obteve-se a seguinte tabela paras diferentes niveis de atributos:

Observacdo (¢) x14 2, Escolha Modal

1 5 3 1
2 1 2 1
3 3 4 2

Nesse caso, os parametros g;, podem ser caracterizados por:

Alternativa

Individuo (¢) i=1 =2
1 1 0

2 1 0

3 0 1
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Estimativa de Parametros

A funcdo de verossimilhanca linearizada para um modelo Logit
Binomial de estimativa das probabilidades de escolha desses modos
de transporte, para célculo do pardmetro B que mais aproxima essas
probabilidades as escolhas dos trés cenarios da pesquisa, é dado por:

U(B) = g11 - log(P11) + go1 - log(Po1) + g12 - log(P12)
+ g22 - log(Pa2) + g13 - log(P13) + g23 - log(Pas3)

Substituindo os valores de g;; na equagdo tem-se que:
U(B) = log(P11) + log(P12) + log(P23)
1 1 1
=g {W} *log {1 +eﬂ(”‘22_$12)} *leg [1 +eﬂ<ml3-m>}

1 1 1
= log {1 ¥ ems—&s)] +log [1 + eza(z—l)] +log {1 . eﬁ<3—4>}

Simplificando a equacgdo de () em fun¢do de (3 tem-se:

I(8) =10-8 —log <65'B —+ 63‘B> — log (eB —+ 62'B> — log <63‘B + 64‘B>
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Estimativa de Parametros

A fungdo de verossimilhanca pode ser representada graficamente para
identificagdo do valor de 5 que maximiza [([).

Vi

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
-0,74

-0,76
-0,78
-0,80
U1))
-0,82
-0,84
-0,86
-0,88

-0,90

O estimador de verossimilhanca é 3 = 0, 756.
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

o Teste de Significancia dos Atributos

Quando () é maximizada, um conjunto de pardmetros
B = (B1,---,B) é obtido, representados por fun¢des de distribuicdo
de probabilidade Normal com média 3 e desvio padrao sgy.

Esse desvio padrao é proveniente de uma matriz de variancia S cujos
elementos sdo iguais ao valor negativo da matriz inversa de derivadas
parciais de segunda ordem da fungdo ().

[ 021(B) 221(B) 22yB) 171
962 881982 OB1 0By
821(B) 8%1(B) 821(B)
& [E (a%(s))}*l _ | B0 862 T 98208y
3]32 . . .
8%1(B) 8%1(B) 8%1(B)
lognop1  9Bn0B2  9B2
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

o Teste de Significancia dos Atributos

Essa variancia como valor esperado das derivadas de segunda ordem
de I(3) em relagdo a cada B é um estimador ndo-viesado para grandes
amostras (entre 500 e 1.000 observagdes).

Um teste de hipdtese utilizado é a verificacao da hipétese nula de que
o pardmetro estimado [ € estatisticamente igual a zero, tal que:

{Hg:BkZO
Hyi: B #0
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

o Teste de Significancia dos Atributos
A estatistica calculada para verificagdo da hipétese nula é:

_ B

Skk

172

Assim, valores suficientemente grandes de |tx| (em geral maiores que
1,96 para niveis de confianca de 95%) incorrem na rejei¢do hipStese
nula Hy : Bk = 0 e, portanto, na n3o-rejeicdo da hipdtese de que
k-ésimo estimador da funcdo utilidade afeta significativamente as

escolhas dos modos de transporte.

Uma andlise complementar pode ser realizada em termos de nivel
de significancia do pardmetro estimado. Por exemplo, para nivel de
confianca de 95%, a hipétese nula Hy : Bk = 0 é rejeitada se o
p — value do k—ésimo atributo é menor que 5% (p — valuey, < 5%).
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

o Teste de Significancia sobre os Modelos

Além do teste estatistico de significincia sobre os coeficientes dos
atributos das funcdes utilidade, existem outros testes que podem ser
realizados para anilise da qualidade de um modelo quanto a parcela
deterministica da funcdo utilidade, e para comparacdo de diferentes
modelos possiveis.

@ Teste de Generalidade dos Parametros
o Teste de Ajuste Geral

o indice p?
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

@ Teste de Generalidade dos Parametros

Considere um modelo com duas alternativas ¢ e j representadas
respectivamente por parcelas deterministicas V;, e Vj,, cada uma
com apenas um atributo e respectivo parametro f3; e f3;.

‘/iq = Bz * Tig
Vig = Bj - xjq

O teste verifica se ambos os pardmetros s3o iguais estatisticamente,
ou seja, se o modelo pode ser genérico em termos dos pardmetros
associados aos seus atributos.

Hy : B = B
Hy : B # B
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

@ Teste de Generalidade dos Parametros

O teste de hipdtese é realizado mediante o cilculo da estatistica:

‘ Bi — Bj
\/se%+se?+2~pij-sei~sej

onde f3; e 3; sdo os respectivos valores estimados para os parametros,

se; e sej sao os respectivos erros padrdo e p é o coeficiente de
correlagdo entre eles.

o Covariancia;;; . zk:(xik — &) (@ = 7))
Pij +/Variancia; - \/Variancia; \/zk:(%k —z)2- \/zk:(x]k ;)2
5 Sii 3 Sjj
elf) =22 se(f) =

Prof. Cassiano Isler
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

@ Teste de Generalidade dos Parametros

Se o valor de ¢ é maior que um valor critico - por exemplo, 1,96 ao
nivel de confianca de 95% - a hipétese nula Hy : 3; = f3; é rejeitada
e os coeficientes sdo admitidos estatisticamente diferentes entre si.

Portanto, se t > t..; 959 = 1,96, ou se p — value < 5%, entdo
B; # B; e os parametros 3; e 3; ndo devem ser generalizados para
um unico parametro 3.

Em geral os softwares apresentam resultados da estatistica ¢ para

todos os pares de parametros considerados no modelo, comparando-os
em termos possibilidade de generalizacao.
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

o Teste de Ajuste Geral

Considere um modelo com duas alternativas de escolha modal, cada
uma representada por parcelas deterministicas V;, e Vj,. Além disso,
cada alternativa tem uma utilidade intrinseca associada a ela que
independe de qualquer atributo ou caracteristica do individuo que
estd sujeito a sua escolha.

Essa utilidade intrinseca é caracterizada por uma “Constante
Especifica da Alternativa” (ASC - Alternative Specific Constant),
tal que as utilidades podem ser caracterizadas por:

Vig = ASC;

Vi = ASC
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

o Teste de Ajuste Geral

Devido as caracteristicas do modelo Logit, sé é possivel estimar a
diferenca entre contantes (ASC;—ASC;), ou admitir que a constante
de uma j—ésima funcdo utilidade seja nula (ASC; = 0).

Nesse caso, os pardmetros constantes sdo sempre comparados com o
valor nulo daquela alternativa que n3o possui ASC associado.

Para o exemplo anterior, as funcBes utilidade passam a ser

Vi = ASC e Vjy = 0, e a fungdo de verossimilhanga pode ser
escrita por:
1 1 1
I[(ASC) =

1+ ¢—ASC T iy e-asc T 1 ¢ASC
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

o Teste de Ajuste Geral
O teste de ajuste geral de significincia dos atributos é dado por:
Hy:B=0VY A
{ Hy : B) # 0 para pelo menos um k

A hipdtese nula é testada pelo cdlculo de uma razdo de
verossimilhanca (Likelihood Ratio - LR):

LR = —2.[I(ASC) — I(B)]

onde [(ASC) é o valor da fun¢do de verossimilhanga linearizada
considerando somente as constantes especificas das alternativas
e [(B) é o valor da fungcdo de verossimilhanga linearizada com
pardmetros B = (31, - -, 8,) ndo nulos.
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

o Teste de Ajuste Geral

Para modelos em que as mesmas alternativas estdo disponiveis para
todos os participantes da pesquisa tem-se que:

I(ASC) = Zi:c;)i -log (%)

onde (Q; e o numero de individuos que escolheu a alternativai e ) é
a amostra de participantes consultados na pesquisa.

A estatistica LR é comparada com uma distribuicao X%—C'l—a com
k — c graus de liberdade e (1 — «) nivel de confianga, onde k é o
ndmero de pardmetros estimados (incluindo constantes ASC'), ¢ é o
nimero de constantes ASC' e p geralmente é igual a 95%.

. . o~ 2 ~ -4

Se o valor de LR é maior que o valor critico Xk—c:1—q €Ntd0 2 hipdtese
nula é rejeitada, sendo possivel admitir que os parametros associados
aos atributos das fun¢des utilidade sdo n3o nulos.
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos

e indice p?

O indice p? permite comparar a qualidade do modelo (aderéncia)
em relacdo s respostas observadas na pesquisa, tal que p? = 0
caracteriza um modelo sem aderéncia e p? = 1, 0 indica representacio
total das respostas pelo modelo.

onde [(0) é o valor da fungdo de verossimilhanga linearizada quando
todos os parametros sdo nulos.
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Testes Estatisticos sobre Parametros e Modelos
c
o Indice pg;,

Ben-Akiva e Lerman (1985) propuseram um ajuste a equagdo anterior
para considerar a quantidade de parametros do modelo, resultando
em um pardmetro pZ;, -

2
pajust =1- W

onde k é o nimero de pardmetros estimados (incluindo constantes
especificas das alternativas ASC).

Ben-Akiva, M.E. e Lerman, S.R. (1985) Discrete Choice Analysis: Theory and Application to Travel Demand. MIT Press,
Cambridge, Mass.
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