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Objetivos

• Analisar a resposta transitória e permanente de circuitos 
RLC; 

• Determinar experimentalmente:
– fator de amortecimento (), 

– frequência amortecida (d) e 

– frequência de ressonância de circuitos RLC (o);

• Estudar o efeito de batimento amortecido em 
circuitos RLC.
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Circuitos de 2a ordem

• Possuem dois elementos armazenadores de 
energia não associados (ou seja, não podem
ser substituídos por um outro equivalente);

• Seu modelo é descrito por uma equação linear 
com derivadas de 1a e de 2a ordem, ou duas 
equações de 1a ordem;

• Duas condições iniciais deverão ser
consideradas para obtenção da solução do 
circuito.

PSI 3212 - Laboratório de Circuitos Elétricos 



𝑣𝑅 + 𝑣𝐿 + 𝑣𝐶 = 𝑒𝑠

𝑅𝑖 + 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
1

𝐶
න𝑖 𝑑𝑡 = 𝑒𝑠

𝒅𝟐𝒊(𝒕)

𝒅𝒕𝟐
+
𝑹

𝑳

𝒅𝒊(𝒕)

𝒅𝒕
+

𝟏

𝑳𝑪
𝒊(𝒕) =

𝟏

𝑳

𝒅𝒆𝒔(𝒕)

𝒅𝒕

CCes(t) 

vR(t)

vC(t)

R

C

i(t)L

vL(t)

Equações integro-diferenciais associadas aos
circuitos RLC série



Equação diferencial de 2a ordem:
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Objetivo da resolução dessa equação diferencial : 

 Determinar a função i(t) que satisfaça a equação acima

Duas condições iniciais devem ser consideradas

Indicam se há energia armazenada no sistema, e estão relacionadas 
com:

- tensão inicial no capacitor (vo)
- corrente inicial no indutor (io) 
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Equação diferencial de 2a ordem, cont…

Definições: 𝜶 =
𝑹

𝟐𝑳
𝑒 𝝎𝒐

𝟐 =
𝟏

𝑳𝑪

𝑑2𝑖(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 2𝜶

𝑑𝑖 𝑡

𝑑𝑡
+𝝎𝒐

2 𝑖(𝑡) = 0

𝑑2𝑖(𝑡)

𝑑𝑡2
+
𝑅

𝐿

𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
+

1

𝐿𝐶
𝑖(𝑡) =

1

𝐿

𝑑𝑒𝑠(𝑡)

𝑑𝑡

Coeficiente de 
amortecimento, 
unidade s-1

Frequência de 
oscilação não
amortecida, 
unidade = rad/s

1ª etapa: 
Analisar o comportamento “livre” do circuito → solução homogênea

Equação diferencial de 2ª ordem, linear, ordinária a elementos constantes.



Exemplo: resposta natural de um 
circuito RLC em série
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Solução da equação diferencial
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Parâmetros:



Equação Característica

𝒔𝟐 + 𝟐𝜶𝒔 +𝝎𝒐
𝟐 = 𝟎

𝒔𝟏,𝟐 = −𝜶 ± 𝜶𝟐 −𝝎𝒐
𝟐

Três formas da resposta natural do circuito RLC série: 

Superamortecida: se o
2 < 2

Subamortecida ou oscilatória: se o
2 > 2, 

. Criticamente Amortecida: se o
2 = 2, 
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A solução completa do sinal de saída 
do circuito
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𝒙 𝒕 = 𝑨𝟏 𝑒
𝒔𝟏𝑡 + 𝑨𝟐𝑒

𝒔𝟐𝑡 + 𝒙𝒑 𝒕

Solução completa da equação = 
solução particular + solução homogênea

Solução particular:      

Solução homogênea:

condições iniciais são desprezadas e es(t) = cte, pulso, cosseno, etc...

condições iniciais são consideradas e es(t) = 0



1ª categoria: SUPERAMORTECIMENTO

2ª categoria: SUBAMORTECIMENTO OU 
OSCILAÇÃO AMORTECIDA

𝒙 𝒕 = 𝑿𝒆−𝜶𝒕𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒅𝒕 + 𝝍 + 𝒙𝒑 𝒕

3ªcategoria : AMORTECIMENTO CRÍTICO

𝒙 𝒕 = 𝒂𝒆−𝜶𝒕 + 𝜶𝒂 + 𝒃 𝒕 𝒆−𝜶𝒕+ 𝒙𝒑 𝒕

Categorias de respostas dos circuitos 
de 2ª ordem

𝒙 𝒕 =
𝒔𝟐𝒂−𝒃

𝒔𝟐−𝒔𝟏
𝒆 𝒔𝟏𝒕 +

−𝒔𝟏𝒂+𝒃

𝒔𝟐−𝒔𝟏
𝒆 𝒔𝟐𝒕 + 𝒙𝒑 𝒕



RESPOSTA DE UM CIRCUITO RLC SÉRIE À 
EXCITAÇÃO AO DEGRAU  

vc(t)=?

𝑽 = 𝑅𝑖(𝑡) + 𝐿
𝑑𝑖 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑣𝑐(𝑡)

𝑑𝑣𝑐
2 (𝑡)

𝑑𝑡2
+

𝑅

𝐿

𝑑𝑣𝑐(𝑡)
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+

1
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𝑣𝑐(𝑡) − 𝑽 = 0
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Possíveis respostas à excitação ao degrau

𝒗𝒄 𝒕 = 𝑽 + 𝑨´𝟏𝒆
𝒔𝟏𝒕 + 𝑨´𝟐𝒆

𝒔𝟐𝒕 (superamortecida)

𝒗𝒄 𝒕 = 𝑽 + 𝑩´𝟏𝒆
−𝜶𝒕 𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒅𝒕 +𝜽) (oscilatória)

𝒗𝒄 𝒕 = 𝑽 + 𝑫´𝟏𝒕𝒆
−𝜶𝒕 +𝑫´𝟐𝒆

−𝜶𝒕
(criticamente amortecida)
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Resposta completa na situação
𝒔𝟏 ≠ 𝒔𝟐 𝑒 𝐜𝐨𝐦𝐩𝐥𝐞𝐱𝐨𝐬 𝐜𝐨𝐧𝐣𝐮𝐠𝐚𝐝𝐨𝐬:

𝑠1,2 = −𝛼 ± 𝛼2 − 𝜔𝑜
2

No caso de subamortecimento, temos que:  𝝎𝒐
𝟐 > 𝜶

Definindo-se 𝝎𝒅 = 𝝎𝒐
𝟐 − 𝜶𝟐 , conhecida como frequência 

própria amortecida, as raízes da equação característica serão:

𝒔𝟏 = −𝜶+ 𝒋𝝎𝒅 𝒔𝟐 = −𝜶 − 𝒋𝝎𝒅

𝒙 𝒕 = 𝑿𝒆−𝜶𝒕𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒅𝒕 + 𝝍 + 𝒙𝒑 𝒕



Oscilação Amortecida 
– resposta ao degrau 
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𝒙 𝒕 = 𝑿𝒆−𝜶𝒕𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒅𝒕 + 𝝍 + 𝒙𝒑 𝒕

Note que:

(𝑿𝒆−𝜶𝒕)(𝒄𝒐𝒔 𝝎𝒅𝒕 + 𝝍 )

Função exponencial decrescente Função cossenoidal

Vai modular a amplitude da função cossenoidal

𝝎𝒅 = 𝒇𝒓𝒆𝒒𝒖ê𝒏𝒄𝒊𝒂 𝒅𝒆 𝒐𝒔𝒄𝒊𝒍𝒂çã𝒐 𝒂𝒎𝒐𝒓𝒕𝒆𝒄𝒊𝒅𝒂

𝝎𝒅 = 𝝎𝒐
𝟐 − 𝜶𝟐 Resposta do circuito depois 

que o transitório se extinguiu.



PSI 3212 - Laboratório de Circuitos Elétricos, exp8

𝑦 𝑡 ~ 𝑒− 𝜶 𝑡
𝑡1, 𝑦1

𝑡2, 𝑦2
𝑡3, 𝑦3

ln 𝑦 𝑡 ~ − 𝜶 𝑡
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ln(𝑦1)

ln(𝑦2)

ln(𝑦3)

𝒕𝟏 𝒕𝟐 𝒕𝟑
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BATIMENTO

• Fenômeno ocorre quando duas funções 

cossenoidais com frequências muito próximas 
são somadas.

Lembrando-se da relação trigonométrica:

𝑐𝑜𝑠 𝑎 + 𝑐𝑜𝑠 𝑏 = 2. cos
𝑎 − 𝑏

2
. 𝑐𝑜𝑠

𝑎 + 𝑏

2

Exemplo: soma de duas funções co-senoidais com mesma amplitude e fase:

cos 𝜔1𝑡 + 𝑐𝑜𝑠 𝜔2𝑡 = 2𝑐𝑜𝑠
𝜔1 −𝜔2

2
𝑡 . 𝑐𝑜𝑠

𝜔1 + 𝜔2

2
𝑡
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Batimento

f x = cos 𝜔1𝑡 + 𝑐𝑜𝑠 𝜔2𝑡 = 2𝑐𝑜𝑠
𝜔1 − 𝜔2

2
𝑡 . 𝑐𝑜𝑠

𝜔1 + 𝜔2

2
𝑡

Função f(x) oscila 
com frequência  

𝝎𝟏+𝝎𝟐

𝟐

Modula a amplitude da função f(x)

T= 10 s, f = 0,1 HzF1=1,1 Hz
F2=1,0 Hz



Batimento...
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Exemplo de batimento 
em circuitos RLC

• Circuito RLC paralelo subamortecido, altamente 
oscilatório, excitado por  𝑖𝑠 𝑡 = 𝐼𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 , para t > 0s

𝑣 𝑡 = 𝐴𝑒−𝛼𝑡𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑑𝑡 + 𝜃 + 𝑉𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑

→ 𝜔𝑑 ≅ 𝜔𝑜 𝑝𝑜𝑖𝑠 𝛼 ≪ 𝜔𝑑

→ 𝐴 = 𝑉 𝑒 𝜃 = 𝜑
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