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Sistema de EDO de 1° grau



Sistema de EDO de 1° grau

Um sistema de equacoOes diferenciais ordinarias de 1°
grau S com n equacodes € um sistema do tipo:

rxll(t) = a11x1(t) + aq2x2(t) + -
S: < x'2(t) = az1x4(t) + a2.2x2 (t) + -

3 alnxn(t)

3 aann(t)

kx,n(t) = An1X1 (t) T Ay X7 (t) + et annxn(t)

onde a;j € R x1(t), x5(t), ..., x,(t) sao funcoes reals
com a 12 derivada continua (Vetores de C'(R))



Sistema de EDO de 1° grau

Sejam A= (ai]-), X(t) —

x1(t)
[ (t)\

\ta(6)/

= X'(t) =

(t)
by

\x n(t)/ .

ASSIm O sistema S se escreve na forma matricial:

S:X'(t) = AX(t)
Queremos encontrar as solucoes de S.



Sistema de EDO de 1° grau

EX.
| x’(8) = 2x(t)
25 {y’(t) = —3y(®)

O par de funcdes x(t) = e*t e y(t) = e~ 3%, sdo solucdes
de S,
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Sistema de EDO de 1° grau

EX.
| x’(8) = 2x(t)
25 {y’(t) = —3y(®)

O par de funcdes x(t) = e*t e y(t) = e~ 3%, sdo solucdes
de S, x'(t) = 2.e*t = 2x(¢t)



Sistema de EDO de 1° grau

EX.
| x’(8) = 2x(t)
25 {y’(t) = —3y(t)

O par de funcdes x(t) = e*t e y(t) = e~ 3%, sdo solucdes
de S, x'(t) = 2.€2 = 2x(t) e y'(t) = —3.e73



Sistema de EDO de 1° grau

EX.
| x’(8) = 2x(t)
25 {y’(t) = —=3y(®)

O par de funcdes x(t) = e*t e y(t) = e3¢, sdo solucdes
de S, x(t) =2.e*t =2x(t) ey’ (t) = —3.e73t = =3y(t).

Dada uma constante ¢ € R, a funcdo z(t) = ce** é uma
outra solucdo da 12 equacédo de S, z'(t) = 2. ce?

x(t) = cqe?t

A solucao geralde S é ;
* 29 y(t) = ce7"

C1,Cy € R



Sistema de EDO de 1° grau

Vamos escrever o exemplo anterior na forma matricial.

@O =2x@®) _ (X _(2 0(xP
> {y)fa) o G’(t)) =(0 —3) (;(t))

Repare que neste exemplo a matriz do sistema € uma
maitriz diagonal



Sistema de EDO de 1° grau

(x'(t) = 2x(t) + 2y(t)
L y'(t) = x(t) + 3y(t)
Na forma matricial (x (t)) = (2 2) (x(t)), neste caso a

| . y/) M 3\y()) ,
matriz do sistema nao é diagonal, sera que ela é

diagonalizavel?

2—t 2 \_ /1y N o 42
det(“ " .7 )=2-0B-D-2=1-5t+4

Cujasraizessaot =1et = 4, portanto diagonalizavel.
Vamos achar seus autovetores:

b) S:
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V(1).
(2 2)(@)=(B)=f2ar2b=a_ 4 gy
autovetor u = (-2, 1)k
V(4.

( —
G DG -4 =i i a=s

autovetoru = (1,1)



Sistema de EDO de 1° grau

Afirmacao:
A solucao geral de S e:
X(t) = (x(2),y(®)) = c1e'(=2,1) + c,e*'(1,1)

Ou seja.

x(t) = —2cq et + cye?t

' C1,C> ER
y(t) = ciet + cpett ' V7

Vamos verificar:



Sistema de EDO de 1° grau

x'(t) = —2ciet + 4c et

2x(t) + 2y(t) = —4c et + 2c e + 2¢,et + 2¢ et =
= —2c €' + 4ce*t = x'(t)

y'(t) = ciet + 4c et

x(t) + 3y(t) = —2c e’ + cye*t + 3c et + 3¢ et =

= ciet + 4cye?t = y'(t)



Sistema de EDO de 1° grau

Dado um sistema § na forma matricial, $: X'(t) = AX(t),
onde a matriz A € M,,(R) € diagonalizavel.

Se B1,B>,...,0,, Sa0 0s autovalores de A associados
aos autovetores uq,u,y, ..., u,, entao a solucao geral do
sistema $ € dada por:

X(t) = c ePtuy + c,eP2tu, + -+ + ¢ efrtu,

Onde cq,€5, ..., ¢, ER e X(t) = (x1(t), x5(L), ..., x,(t))



Sistema de EDO de 1° grau
x'(t) =2x(t) + 4y(t)
c)S:

y'(t) = 3y(t) + 2z(t)
z'(t) = 2y(t)

x'(t) 2 4 0\ /x(®)
Na forma matricial | y'(t) =(O 3 2) y(t) |.
z'(t) 0 2 0/\z(t



Sistema de EDO de 1° grau
2 —t 4 0
det( 0 3-t 2)=(2—t)((3—t)(—t)—4)=

0 y —t
t =2
=2-t)(t*-3t—-4)=0=>{ t=4
t=-1

Vamos encontrar os autovetores.
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V(2).

2 4 0\ /,a a 2a+ 4b = 2a

(o 3 z)(b):z(b): 3b+2c=2b=>b=c=0
0 2 0/\c c 2b = 2c

autovetoru=(1,0,0)
V(4).

2 4 0\ /a a 2a+4b=4a ( _,
§ 330100 5o

0 2 0/ \¢ c 2b = 4c \
autovetoru =(4,2,1)



Sistema de EDO de 1° grau
V(-1).

2 4 0\ /a a 2a+4b = —a _ 4y
(O 3 2)(17):—(19): 3b 2c=—b:{a_ 3
0 2 0/\c c 2b = —c c=—2b

autovetor u = (—g, 1,-2)ouv=(4-3,6)

Solucao geral:
X(t) = c1€%(1,0,0) + cye**(4,2,1) + c3e7t(4,-3,6)

Ou ainda:



Sistema de EDO de 1° grau

x(t) = cie*t + 4c,e* + 4czet
y(t) = 2cye*t — 3czet : €1,C2,C3 ER
z(t) = cpe*t + 6¢c3e7t




Sistema de EDO de 1° grau

Teorema de Existéncia e Unicidade:

Dado um sistema de EDO de 12 grau S: X'(t) = AX(t), com n
equagdes e n condicoOes Iniciais.

(o) (o)

X2 (.tz)

\xn(:tn)/ \bn/

Existe uma unica solugdo X(t) = (x1(2),x(t), ..., x,(t)) de S
que verifica as n condicoes Iniciais.




Sistema de EDO de 1° grau

Na aula anterior, resolvemos o sistema S: X'(t) = AX(t), onde
A= (2 2) cuja solucao geral é:
1 3

4t

x(t) = —2cqet + cye
(1) 1 267 ¢, ER

y(t) = c1et + c et
(x(0) = —1
y(0)=2"

Suponha dadas as condic¢oes iniciais -



Sistema de EDO de 1° grau

Na aula anterior, resolvemos o sistema S: X'(t) = AX(t), onde
A= (2 2) cuja solucao geral é:
1 3

x(t) = —2cq et + c,e?!
( ) tl 4-2t , €1,C2 - R,
y(t) = c1e* + cye
)
x(0) =-1
Suponha dadas as condi¢oes iniciais - (0) , entao existe
y(0) =2

um Unico par de fungdes (x(t),y(t)) solugbes de S que
satisfazem estas condi¢oes iniciais.



Sistema de EDO de 1° grau

Impondo as condicoes iniciais, temos:

(—2¢, + ¢y = —1

x(0) = —2c,e’ + c,e*? = -1 N
y(0) = c1e® + cye*? =2
fcl —

ci1t+cp=2

=



Sistema de EDO de 1° grau

Impondo as condicoes iniciais, temos:
{x(O) =—-2c1e’+ce?'=-1 (-2¢c;+¢c,=-1

= - =
y(0) = c1e® + c,e*? =2 | €1t Cp=2
¢, =1
=X cl _ 1 assim a unica solugao deste sistema com
) =
\

as condicoes iniciais dadas é:

x(t) = —2et + et
y(t) = et + et



Sistema de EDO de 1° grau
x'(t) =4x(t) + 2y(t) + z(t)

Resolva o sistema S: {y’(t) = 2x(t) -

z'(t) = —-2z(t)
as condicoOes iniciais X(0) = (1, —1,

-4y(t) —3z(t) com

8)

4 2 1 e 2 1
A=(2 4 —3>:pA(t)=det( 2 4 —t -3 )

0O 0 -2

-

L

(-2-0(@-02-4)=0=3,"

\

0 0 —2—1t

_ t = —2
t=i2:> t =2

t=6



Sistema de EDO de 1° grau
V(-2).

4 2 | X X 4-x-|-2y+z= —2x
(2 4 _3) (3’> =—2 ()’) =3 2x+4y—3z= -2y =

5
( T e— —
6x+2y+z:() Yy = 3x B
= et en3220>1. 8. V(-2)=[3,-5-8)]




Sistema de EDO de 1° grau
V(2).

4 2 1)\ /X X 4x + 2y +z = 2x
(2 4 —3)()'):2()/): 2x+4y—3z=2y=
Z

0O 0 -2/ ‘\z —27 = 27

2x+2y+z=0 y = —x
= 2x+2y—32=0=>{Z:O V(2)=[(1,-1,0)]
z=20



Sistema de EDO de 1° grau

V(6).
4 2 1 X X 4x + 2y +z = 6x
(2 4 —3)()'):6()7): 2x+4y—3z=6y=
0 0 -2/ 'z Z -2z = 6z
—2x+2y+z=0 _
2x—2y—32=0:>{y Vvie) =1(1,1,0)]

-0’
z=20

Assim a solucao geral de S é:



Sistema de EDO de 1° grau
X(t) = ae %*(3,-5,—8) + be?*t(1,—-1,0) + ce®’(1,1,0), ou

x(t) = 3ae %t + be?t + ce®

y(t) = —5ae %

— be?t + ce®t,a,b,c €ER

z(t) = —8ae %t
Impondo as condlgoes iniciais X(0) = (1,—1,8)

L y(0) = —5a —
\Z(O) = —8a =

x(O)-3a+b+c-1 |

b+c=—-1=><b=5
8 c=-—1



Sistema de EDO de 1° grau

Logo a unica solucao de § com as condicdes iniciais
dadas é:

x(t) = —3e %t 4 5e?t — %!
y(t) — Se—Zt _ 562t _ e6t
z(t) = 8e™ %t



Sistema de EDO de 1° grau

Resolva a equacao diferencial ordinaria homogénea de 22
ordem x'(t)+x(t)—2x(t) =0 com as condicles
iniciais x(0) = 1ex’(0) = 4.

Fazendo y(t) = x'(t) = y'(t) = x”'(t), da equacao acima
temos que x”(t) = —x'(t) + 2x(t) = —y(t) + 2x(t)

Dessa forma, a equagao acima se transforma no
sistema de 1° grau:
x'(t) = y(t)

Sy (® = 2x(8) — y(®
Com a condig&o inicial (x(0),y(0)) = (1,4)




Sistema de EDO de 1° grau

A= ((z) _11) = pa(t) = det (_Zt _11_ t) —

-
Lt=_2

V(1).
((2) —11) (;) - (;) = ny—_yx: y = X =Y,logo

V(1) =[(1,1)]




Sistema de EDO de 1° grau
V(-2).

0 1\ /X X
(2 —1) (y) =2 (y) = *ka —y =2y =y =—2x,logo
V(-2) =1[(1,-2)].

Solucao geral de §:

X(t) = aet(1,1) + be %(1,-2), ou ainda:
x(t) = aet + be %!
y(t) = aet — 2be™?!




Sistema de EDO de 1° grau

Impondo as condic¢coes Iniciais:
{x(O)—a+b—1 razz

y(0) =a—-2b=4 \b=-1

\
Logo a unica solucao de § com as condicdes iniciais
dadas é:

x(t) = 2et — e 2t
y(t) = 2et + 2e74¢

A solucdo da equacdo de 2° grau é x(t) = 2et — e %!



Sistema de EDO de 1° grau

Vamos verificar:

x(t) =2et—e ? = x'(t) =2et +2e7 % >

= x"(t) = 2et — 4e™ %t

substituindo na equacao:

x7(t)+x'(t) —2x(t) =

= 2e' —4e % + 2e' + 272 — 2(2e' —e7%) = 0.
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(x'(t) = y(t)

y'(t) = 2x(t) — y(t)
z'(t) =2z(t) + 2w(t)
kw’(t) =z(t) + 3w(t)

0 1]0 0)
A_<2—100

0 02 2

0 0|1 3

Resolva o sistema S: <




Sistema de EDO de 1° grau

A solucao geral de § e:

[ x(t) = ae® + be 2t
y(t) = aet — 2be %
z(t) = —2cet + dett’
w(t) = cet +de*!

S: < a b,c,d €ER




Sistema de EDO de 1° grau

. | ;x’(t) = ax(t) — by(t)
Dado o sistema §: ky'(t) — bx(b) + ay(t)

a —Db ~ . . ., . C oA
A= (b ) nao e diagonalizavel pois seu polindOmio

a sua matriz

a
carateristico p4(t) = (a — t)* + b* possui duas raizes
complexas conjugadas z = a + ib (i* = —1)

Neste caso a solucao geral de S é dada por:

x(t) = cie**cosbt — c,e**senbt
at at ; €1,C2 ER
y(t) = cie*senbt + c,e* cosbt

Ou X(t) = cq;e**(cosbt, senbt) + c,e(—senbt, cosbt).



Sistema de EDO de 1° grau
x'(t) = 2x(t) — y(b)

EX.S: 4 ,
y'() =x(t) + 2y(0)
2—1t —1 _ _\2 _ t=2+1
det(“ " T )=@2-0 +1_o:>{t=2_i

Solucao geral é:

x(t) = cie*tcost — c,e*tsent

() € € sent R
y(t) = c1e“'sent + c,e“'cost
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