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49) Mostre que se A € M,(R) é diagonalizavel, entao
A™ é diagonalizavel para todo natural n > 1.

Sol. Se A4 e diagonalizavel, entao existe uma matriz M

tal que
M 1AM =D

sendo D uma matriz diagonal.
M 1AM =D A=MDM?

Assim
A" = MD"M~1! & M~1A™"M = D" que é diagonal.
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50) Exiba uma matriz A ndo diagonalizavel, tal que A?
seja diagonalizavel.

Sol.
Seja A = ((1) _01) = pa(t) = det (_1t ::) =t*+1 que

Nnao possui raiz rOeaI, Ii)goOA néf é diagonalizavel.
2 _ — -1\ (-1 0
A_(1 0)(1 0)_(0 —1)

gue € uma matriz diagonal, portanto, diagonalizavel.
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51) Mostre que o operador linear T: C(R) —» C(R) definido

por: i

T(f)(x) = ff(s)ds,x €ER
0
nao tem autovalores.

Sol.

Suponha gue a seja um autovalor de T, entao existe uma
funcao continua e nédo nula g, tal que T(g) = ag




Exerciclos

Ou seja
X

T(g)(x) = fg(s)ds =ag(x),x ER
0
Derivando em ambos 0s lados obtemos:
gx) =ag’(x),x ER

Como g nao € a funcao nula, devemos ter a # 0 e assim,
i |

1 1
gx)=—g(x) =g =ex
Vamos verificar se g é realmente um autovetor.



Exerciclos

X X
1
T(g)(x) = fg(S)ds =Jeas ds =
0 0
1 |* 1
= aea’ |y = aled® — 1) =

=a(g(x) —1) # ag(x)

Logo nao existe autovalor para este operador linear.
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52) Seja f uma autovalor de um operador linear T.
a) Mostre que B™ é autovalor de T"

b) Se f(t) € um polindmio qualquer, mostre que f(B) &
um autovalor de f(T)

Sol.
Seja v um autovetor associado a B8, assim T(v) = Bv.

a)T"(v) =T 1(T(w)) =T 1(Bv) = BT 1(v) =
= BT (T(0)) = BT"2(Bv) = BPT"*(v) = -+ =
=" 'T(v) = B™v.
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b) Seja f(t) = a,t" + a,_ t* 1 + -+ a4t + ay, assim
f(T) — anT" + an_lT"_l + -+ alT + aOI
Vamos calcular o operador f(T) no autovetor v.
f(D®) = (a,T" + ap_ T 1 + -+ a1 T + apI)(v) =
= (@, T W) + (a1 T )W) + -+ (a1 T)) + (apD (W) =
= a,T"(v) + a,_T" 1(v) + -+ a,T(W) + agl(v) =
=a,fv+a, v+ +afV+agy =
= (@B +ap_ 1B 1+ -+ a1+ ay)v=
= f(B).v
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10 P-2013) Acerca de um operador linear com polindmio
caracteristico pr(t) = —t(t* — 1)(t* — 4) é correto afirmar
gue:

a) pr2(t) = (pr(t))*

b) T? tem 5 autovalores distintos e é diagonalizavel.

c) T é invertivel e pp-1(t) = —t(t* — 1)(t* — %).

d) T>—-41 tem 4 autovalores distintos e ndo &
diagonalizavel.

e) T> — T é diagonalizavel e P3_.(t) = —t3(t — 6)(t + 6).
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pr(t) = —t(t* — 1)(t* — 4), logo os autovalores de T sio
0,+1e + 2.

Como zero e autovalor T n&o é invertivel e c¢) é falsa.
Os autovalores de T? sdo 0,1 e 4, logo b) é falsa.
Os autovalores de T — 41 sd0 0,—3 e — 4, logo d) é falso

Os autovalores de T3 — T sdo 0,0,0,6,—6, assim temos
gque P.3_.(t) = —t3(t — 6)(t + 6). Logo €) é verdadeira.
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57) Seja T um operador linear de R3 tal que, todo vetor
ndo nulo de R3 é um autovetor de T.

Escreva T(e;) = a;e;, i =1,2,3 em que {eq,e,,e3} € a
base candnica de R3

1) CalculeT(eq + e, + e3)

1) Mostre que aq = a; = as

iii) Mostre que existe a € R tal que p7(t) = —(t — a)3
iv) Concluaque T = al; I é operador identidade de R3
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) T(eq +e, +e3) =ajeq + aze; + aszes
i) Como eq + e, + e3 € um vetor ndo nulo de R?3 ele é
um autovetor de T, logo existe um numero real a tal
que T(e; + e, + e3) = a(e; + e, + e3), mas por i) temos
gue T(81 T €9 T 33) = aq1eq + aze, + azes, IOgO

a1€61 T r€> + 363 = aeéq + ae- + aes
sendo {eq, e;,e3} L.l. temos que:

1 =0y =03 =
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111) De 11) temos que
T(e1) = aey,T(ez) = aez, T(e3) = aes

a 0 O
[T]Can =10 a 0
0 0 «

logo

Assim
a—1t 0 0

pT(t):det( 0 a—t 0 )=(a—t)3:_(t_a)3
0 0 a—t
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IvV) De 111) temos que

a 0 O
[T]Can:(o a O):

0 0 «a
1 0 0
0O 0 1
Logo T(u) = a.I(u) = au.

Assim
T =a.l
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61) Verifigue que as matrizes abaixo sao semelhantes.

1 11 1 10 00 O
(2 22 2 _[0 00 o
A=13 33 3/®8={0 0 0 0
4 4 4 4 0 00 O
Sol. SejaT:R* » R* dadaporT(w) =A.u, =
s O O O | x x+y|Z|W
(2 22 2\[y|_[2&+ty+z+w)
Txyzw)=\3 33 3|\ |\ 3x+y+z+w)
4 4 4 4/ \W 4(x——y——z——w)/
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1
_ 2
=x+y+z+w) 3
4
Dessa forma 1
T(1,2,3,4) = (1+2+3 +4) g = 10.(1,2,3,4)
4

Logo 10 é um autovalor de 4 associado ao autovetor
(1,2,3,4) de R*.
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Vamos calcular V(0)

V(0) = KerT
1 11 1\ /x 0 rx+y+z+w=0
2 2 2 2) y|_|[0 <2(x+y+z+w)=0:
3 33 3 7 0 3x+y+z+w)=0
4 4 4 4/ \W 0 L4(x+y+z+w)=0
>x+y+z4+w=0=>w=—(x+y+ 2)
Vo) ={x,y,z,—(x+y+2)} =
=[(1,0,0,—-1),(0,1,0,—-1),(0,0,1,—1)]



Exerciclos
Seja F = {1,2,3,4),(1,0,0,—1),(0,1,0,—-1),(0,0,1,—1)}

10 0 0 O
(0 0 0 O
TIFr={09 0 0 0B
O 0 0 O
Logo 4 e B sao semelhantes

1 1 0 0
- {2 0 1 0
Uma matriz de semelhanca M = 3 0 0 0
4 -1 -1 -1
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80) Sejam a,b,c € R e B = {eq, e,,e3} uma base de R3.
Seja T um operador de R3 tal que:

1 -1 0
a b ¢
Se Ker(T) =[eq + e, +e3], 0 polinbmio caracteristico

de T é p(t) = —t(t —2)* e T é diagonalizavel, entdo o
valor de a® — b% + ¢? é:
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Como T e diagonlizavel, dimV(2) = 2, logo

-1 -1 0 X 0 —x—-y=0
(_1 1o )<y>=(0)=> x—y=0
a b c—-2/\z 0 ax+by+(c—2)z=0

Da 12 equacao, y = —x

Substituindo na 33 equacao,ax —bx+ (c—2)z=0>
=>(c—2)z=(b—a)x

Sec+2dimV(2)=1,logoc=2
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Neste caso a 32 equacao se reduz a:
ax—bx=0>=
=>(a—-b)x=0
Se x =0,temos y = 0 e z qualguer, novamente teremos
dimV(2)=1,assima—-b=0=>a=>»
Logo
a’—b*+c*=2%=4

Alternativa d).
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81) Considere as afirmacoes:
) Se dimU = 75, entao existe um operador T de U tal
que Ker(T —I) n Ker(T — 2I) n Ker(T — 3I) + {0}

Falso, pois um autovetor nao pode estar associado a
dois autovalores distintos.
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1) Se R* estd munido de seu produto interno usual, U é
um subespaco de R* com dimU =1 e o operador T de
R* é dado por T(v) = projyv, entdo existe uma base B
de R* tal que:

Falso, se v € U, entao T(v) = v, logo 1 seria autovalor
de T e deveria aparecer em |T]g, pois ela é diagonal.
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1) Se T:R®—->R® é um operador cujo polindmio
caracteristico é p(®) =({#—-2)*{t+3)*, entdo T ¢&
Invertivel.

Verdadeiro, pois 0 nao e autovalor de T.

Alternativa c).
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