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49) Mostre que se 𝑨 ∈ 𝑴𝒏(𝑹) é diagonalizável, então
𝑨𝒏 é diagonalizável para todo natural 𝒏 ≥ 𝟏.

Sol. Se 𝑨 é diagonalizável, então existe uma matriz 𝑴
tal que

𝑴−𝟏𝑨𝑴 = 𝑫

sendo 𝑫 uma matriz diagonal.
𝑴−𝟏𝑨𝑴 = 𝑫 ⇔ 𝑨 = 𝑴𝑫𝑴−𝟏

Assim

𝑨𝒏 = 𝑴𝑫𝒏𝑴−𝟏 ⇔𝑴−𝟏𝑨𝒏𝑴 = 𝑫𝒏 que é diagonal.
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50) Exiba uma matriz 𝑨 não diagonalizável, tal que 𝑨𝟐

seja diagonalizável.

Sol.

Seja 𝑨 =
𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎

⇒ 𝒑𝑨 𝒕 = 𝒅𝒆𝒕
−𝒕 −𝟏
𝟏 −𝒕

= 𝒕𝟐 + 𝟏 que

não possui raiz real, logo 𝑨 não é diagonalizável.

𝑨𝟐 =
𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎

𝟎 −𝟏
𝟏 𝟎

=
−𝟏 𝟎
𝟎 −𝟏

que é uma matriz diagonal, portanto, diagonalizável.
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51) Mostre que o operador linear 𝑻: 𝑪(𝑹) → 𝑪(𝑹) definido
por:

𝑻 𝒇 𝒙 = න

𝟎

𝒙

𝒇 𝒔 𝒅𝒔 , 𝒙 ∈ 𝑹

não tem autovalores.

Sol.

Suponha que 𝛂 seja um autovalor de 𝑻, então existe uma
função contínua e não nula 𝒈, tal que 𝑻 𝒈 = 𝜶𝒈
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Ou seja

𝑻 𝒈 𝒙 = න

𝟎

𝒙

𝒈 𝒔 𝒅𝒔 = 𝜶𝒈 𝒙 , 𝒙 ∈ 𝑹

Derivando em ambos os lados obtemos:
𝒈 𝒙 = 𝜶𝒈´ 𝒙 , 𝒙 ∈ 𝑹

Como 𝒈 não é a função nula, devemos ter 𝜶 ≠ 𝟎 e assim,

𝒈´ 𝒙 =
𝟏

𝜶
𝒈 𝒙 ⇒ 𝒈 𝒙 = 𝒆

𝟏
𝜶
𝒙

Vamos verificar se 𝒈 é realmente um autovetor.
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𝑻 𝒈 𝒙 = න

𝟎

𝒙

𝒈 𝒔 𝒅𝒔 = න

𝟎

𝒙

𝒆
𝟏
𝜶
𝒔 𝒅𝒔 =

= ቚ𝜶𝒆
𝟏
𝜶
𝒔
𝟎

𝒙

= 𝜶 𝒆
𝟏
𝜶
𝒙 − 𝟏 =

= 𝜶(𝒈 𝒙 − 𝟏) ≠ 𝜶𝒈(𝒙)

Logo não existe autovalor para este operador linear.
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52) Seja 𝜷 uma autovalor de um operador linear 𝑻.

a) Mostre que 𝜷𝒏 é autovalor de 𝑻𝒏

b) Se 𝒇(𝒕) é um polinômio qualquer, mostre que 𝒇(𝜷) é
um autovalor de 𝒇(𝑻)

Sol.

Seja 𝒗 um autovetor associado a 𝜷, assim 𝑻 𝒗 = 𝜷𝒗.

a) 𝑻𝒏 𝒗 = 𝑻𝒏−𝟏 𝑻 𝒗 = 𝑻𝒏−𝟏 𝜷𝒗 = 𝜷𝑻𝒏−𝟏 𝒗 =

= 𝜷𝑻𝒏−𝟐 𝑻 𝒗 = 𝜷𝑻𝒏−𝟐 𝜷𝒗 = 𝜷𝟐𝑻𝒏−𝟐 𝒗 = ⋯ =

= 𝜷𝒏−𝟏𝑻 𝒗 = 𝜷𝒏𝒗.
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b) Seja 𝒇 𝒕 = 𝒂𝒏𝒕
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒕

𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏𝒕 + 𝒂𝟎, assim
𝒇 𝑻 = 𝒂𝒏𝑻

𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝑻
𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏𝑻 + 𝒂𝟎𝑰

Vamos calcular o operador 𝒇(𝑻) no autovetor 𝒗.
𝒇 𝑻 𝒗 = 𝒂𝒏𝑻

𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝑻
𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏𝑻 + 𝒂𝟎𝑰 𝒗 =

= 𝒂𝒏𝑻
𝒏 𝒗 + 𝒂𝒏−𝟏𝑻

𝒏−𝟏 𝒗 +⋯+ 𝒂𝟏𝑻 𝒗 + 𝒂𝟎𝑰 𝒗 =
= 𝒂𝒏𝑻

𝒏 𝒗 + 𝒂𝒏−𝟏𝑻
𝒏−𝟏 𝒗 +⋯+ 𝒂𝟏𝑻 𝒗 + 𝒂𝟎𝑰 𝒗 =

= 𝒂𝒏𝜷
𝒏𝒗 + 𝒂𝒏−𝟏𝜷

𝒏−𝟏𝒗 +⋯+ 𝒂𝟏𝜷𝒗 + 𝒂𝟎𝒗 =
= 𝒂𝒏𝜷

𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝜷
𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏𝜷 + 𝒂𝟎 . 𝒗 =
= 𝒇 𝜷 . 𝒗
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10 P-2013) Acerca de um operador linear com polinômio
característico 𝒑𝑻 𝒕 = −𝒕(𝒕𝟐 − 𝟏)(𝒕𝟐 − 𝟒) é correto afirmar
que:

a) 𝒑𝑻𝟐 𝒕 = 𝒑𝑻(𝒕)
𝟐

b) 𝑻𝟐 tem 5 autovalores distintos e é diagonalizável.

c) 𝑻 é invertível e 𝒑𝑻−𝟏 𝒕 = −𝒕(𝒕𝟐 − 𝟏)(𝒕𝟐 −
𝟏

𝟒
).

d) 𝑻𝟐 − 𝟒𝑰 tem 4 autovalores distintos e não é
diagonalizável.

e) 𝑻𝟑 − 𝑻 é diagonalizável e 𝑷𝑻𝟑−𝑻 𝒕 = −𝒕𝟑(𝒕 − 𝟔)(𝒕 + 𝟔).
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𝒑𝑻 𝒕 = −𝒕(𝒕𝟐 − 𝟏)(𝒕𝟐 − 𝟒), logo os autovalores de 𝑻 são
𝟎,±𝟏 𝒆 ± 𝟐.

Como zero é autovalor 𝑻 não é invertível e c) é falsa.

Os autovalores de 𝑻𝟐 são 𝟎, 𝟏 𝒆 𝟒, logo b) é falsa.

Os autovalores de 𝑻𝟐 − 𝟒𝑰 são 𝟎,−𝟑 𝒆 − 𝟒, logo d) é falso

Os autovalores de 𝑻𝟑 − 𝑻 são 𝟎, 𝟎, 𝟎, 𝟔, −𝟔, assim temos
que 𝑷𝑻𝟑−𝑻 𝒕 = −𝒕𝟑(𝒕 − 𝟔)(𝒕 + 𝟔). Logo e) é verdadeira.
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57) Seja 𝑻 um operador linear de 𝑹𝟑 tal que, todo vetor
não nulo de 𝑹𝟑 é um autovetor de 𝑻.

Escreva 𝑻 𝒆𝒊 = 𝜶𝒊𝒆𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 em que 𝒆𝟏, 𝒆𝟐, 𝒆𝟑 é a
base canônica de 𝑹𝟑

i) Calcule 𝑻(𝒆𝟏 + 𝒆𝟐 + 𝒆𝟑)

ii) Mostre que 𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 = 𝜶𝟑
iii) Mostre que existe 𝜶 ∈ 𝑹 tal que 𝒑𝑻 𝒕 = − 𝒕 − 𝜶 𝟑

iv) Conclua que 𝑻 = 𝜶𝑰; 𝑰 é operador identidade de 𝑹𝟑
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i) 𝑻 𝒆𝟏 + 𝒆𝟐 + 𝒆𝟑 = 𝜶𝟏𝒆𝟏 + 𝜶𝟐𝒆𝟐 + 𝜶𝟑𝒆𝟑
ii) Como 𝒆𝟏 + 𝒆𝟐 + 𝒆𝟑 é um vetor não nulo de 𝑹𝟑 ele é
um autovetor de 𝑻, logo existe um número real 𝜶 tal
que 𝐓 𝒆𝟏 + 𝒆𝟐 + 𝒆𝟑 = 𝜶(𝒆𝟏 + 𝒆𝟐 + 𝒆𝟑), mas por i) temos
que 𝑻 𝒆𝟏 + 𝒆𝟐 + 𝒆𝟑 = 𝜶𝟏𝒆𝟏 + 𝜶𝟐𝒆𝟐 + 𝜶𝟑𝒆𝟑, logo

𝜶𝟏𝒆𝟏 + 𝜶𝟐𝒆𝟐 + 𝜶𝟑𝒆𝟑 = 𝜶𝒆𝟏 + 𝜶𝒆𝟐 + 𝜶𝒆𝟑
sendo 𝒆𝟏, 𝒆𝟐, 𝒆𝟑 L.I. temos que:

𝜶𝟏 = 𝜶𝟐 = 𝜶𝟑 = 𝜶
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iii) De ii) temos que
𝑻 𝒆𝟏 = 𝜶𝒆𝟏, 𝑻 𝒆𝟐 = 𝜶𝒆𝟐, 𝑻 𝒆𝟑 = 𝜶𝒆𝟑

logo

𝑻 𝑪𝒂𝒏 =
𝜶 𝟎 𝟎
𝟎 𝜶 𝟎
𝟎 𝟎 𝜶

Assim

𝒑𝑻 𝒕 = 𝒅𝒆𝒕
𝜶 − 𝒕 𝟎 𝟎
𝟎 𝜶 − 𝒕 𝟎
𝟎 𝟎 𝜶 − 𝒕

= 𝜶 − 𝒕 𝟑 = − 𝒕 − 𝜶 𝟑
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iv) De iii) temos que

𝑻 𝑪𝒂𝒏 =
𝜶 𝟎 𝟎
𝟎 𝜶 𝟎
𝟎 𝟎 𝜶

=

= 𝜶
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

= 𝜶. 𝑰𝟑

Logo 𝑻 𝒖 = 𝜶. 𝑰 𝒖 = 𝜶𝒖.

Assim
𝑻 = 𝜶. 𝑰
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61) Verifique que as matrizes abaixo são semelhantes.

𝑨 =

𝟏 𝟏
𝟐 𝟐

𝟏 𝟏
𝟐 𝟐

𝟑 𝟑
𝟒 𝟒

𝟑 𝟑
𝟒 𝟒

e 𝑩 =

𝟏𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

Sol. Seja 𝑻:𝑹𝟒 → 𝑹𝟒 dada por 𝑻 𝒖 = 𝑨.𝒖

𝑻 𝒙, 𝒚, 𝒛,𝒘 =

𝟏 𝟏
𝟐 𝟐

𝟏 𝟏
𝟐 𝟐

𝟑 𝟑
𝟒 𝟒

𝟑 𝟑
𝟒 𝟒

𝒙
𝒚
𝒛
𝒘

=

𝒙 + 𝒚 + 𝒛 +𝒘
𝟐(𝒙 + 𝒚 + 𝒛 +𝒘)
𝟑(𝒙 + 𝒚 + 𝒛 + 𝒘)
𝟒(𝒙 + 𝒚 + 𝒛 + 𝒘)

=
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= (𝒙 + 𝒚 + 𝒛 + 𝒘)

𝟏
𝟐
𝟑
𝟒

Dessa forma

𝑻 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒 = 𝟏 + 𝟐 + 𝟑 + 𝟒

𝟏
𝟐
𝟑
𝟒

= 𝟏𝟎. (𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒)

Logo 𝟏𝟎 é um autovalor de 𝑨 associado ao autovetor

(𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒) de 𝑹𝟒.
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Vamos calcular 𝑽(𝟎)
𝑽 𝟎 = 𝑲𝒆𝒓𝑻

𝟏 𝟏
𝟐 𝟐

𝟏 𝟏
𝟐 𝟐

𝟑 𝟑
𝟒 𝟒

𝟑 𝟑
𝟒 𝟒

𝒙
𝒚
𝒛
𝒘

=

𝟎
𝟎
𝟎
𝟎

⇔

𝒙 + 𝒚 + 𝒛 +𝒘 = 𝟎
𝟐 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 + 𝒘 = 𝟎

𝟑 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 + 𝒘 = 𝟎

𝟒 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 + 𝒘 = 𝟎

⇒

⇒ 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 +𝒘 = 𝟎 ⇒ 𝒘 = −(𝒙 + 𝒚 + 𝒛)
𝑽 𝟎 = 𝒙, 𝒚, 𝒛, −(𝒙 + 𝒚 + 𝒛 =

= 𝟏, 𝟎, 𝟎, −𝟏 , 𝟎, 𝟏, 𝟎, −𝟏 , 𝟎, 𝟎, 𝟏, −𝟏
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Seja 𝑭 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒 , 𝟏, 𝟎, 𝟎, −𝟏 , 𝟎, 𝟏, 𝟎, −𝟏 , 𝟎, 𝟎, 𝟏, −𝟏

𝑻 𝑭 =

𝟏𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

= 𝑩

Logo 𝑨 𝐞 𝑩 são semelhantes

Uma matriz de semelhança 𝑴 =

𝟏 𝟏
𝟐 𝟎

𝟎 𝟎
𝟏 𝟎

𝟑 𝟎
𝟒 −𝟏

𝟎 𝟎
−𝟏 −𝟏
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80) Sejam 𝒂, 𝒃, 𝒄 ∈ 𝑹 e 𝑩 = 𝒆𝟏, 𝒆𝟐, 𝒆𝟑 uma base de 𝑹𝟑.
Seja 𝑻 um operador de 𝑹𝟑 tal que:

𝑻 𝑩 =
𝟏 −𝟏 𝟎
−𝟏 𝟏 𝟎
𝒂 𝒃 𝒄

Se 𝑲𝒆𝒓 𝑻 = 𝒆𝟏 + 𝒆𝟐 + 𝒆𝟑 , o polinômio característico
de 𝑻 é 𝒑 𝒕 = −𝒕 𝒕 − 𝟐 𝟐 e 𝑻 é diagonalizável, então o
valor de 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 é:
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Como 𝑻 é diagonlizável, 𝒅𝒊𝒎𝑽 𝟐 = 𝟐, logo

−𝟏 −𝟏 𝟎
−𝟏 −𝟏 𝟎
𝒂 𝒃 𝒄 − 𝟐

𝒙
𝒚
𝒛

=
𝟎
𝟎
𝟎

⇒ ൞

−𝒙 − 𝒚 = 𝟎
−𝒙 − 𝒚 = 𝟎

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 − 𝟐 𝒛 = 𝟎

Da 1ª equação, 𝒚 = −𝒙

Substituindo na 3ª equação, 𝒂𝒙 − 𝒃𝒙 + 𝒄 − 𝟐 𝒛 = 𝟎 ⇒
⇒ 𝒄 − 𝟐 𝒛 = 𝒃 − 𝒂 𝒙

Se 𝒄 ≠ 𝟐 𝒅𝒊𝒎𝑽 𝟐 = 𝟏, logo 𝒄 = 𝟐
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Neste caso a 3ª equação se reduz a:
𝒂𝒙 − 𝒃𝒙 = 𝟎 ⇒
⇒ 𝒂 − 𝒃 𝒙 = 𝟎

Se 𝒙 = 𝟎, temos 𝒚 = 𝟎 e 𝒛 qualquer, novamente teremos
𝒅𝒊𝒎𝑽 𝟐 = 𝟏, assim 𝒂 − 𝒃 = 𝟎 ⇒ 𝒂 = 𝒃

Logo
𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 + 𝒄𝟐 = 𝟐𝟐 = 𝟒

Alternativa d).
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81) Considere as afirmações:

I) Se 𝒅𝒊𝒎𝑼 = 𝟕𝟓, então existe um operador 𝑻 de 𝑼 tal

que 𝑲𝒆𝒓(𝑻 − 𝑰) ∩ 𝑲𝒆𝒓(𝑻 − 𝟐𝑰) ∩ 𝑲𝒆𝒓(𝑻 − 𝟑𝑰) ≠ 𝟎

Falso, pois um autovetor não pode estar associado a
dois autovalores distintos.
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II) Se 𝑹𝟒 está munido de seu produto interno usual, 𝑼 é
um subespaço de 𝑹𝟒 com 𝒅𝒊𝒎𝑼 = 𝟏 e o operador 𝑻 de
𝑹𝟒 é dado por 𝐓 𝒗 = 𝒑𝒓𝒐𝒋𝑼𝒗, então existe uma base 𝑩
de 𝑹𝟒 tal que:

𝑻 𝑩 =

𝟑 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

Falso, se 𝒗 ∈ 𝑼, então 𝑻 𝒗 = 𝒗, logo 𝟏 seria autovalor
de 𝑻 e deveria aparecer em 𝑻 𝑩, pois ela é diagonal.
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III) Se 𝑻:𝑹𝟔 → 𝑹𝟔 é um operador cujo polinômio
característico é 𝒑 𝒕 = 𝒕 − 𝟐 𝟒 𝒕 + 𝟑 𝟐 , então 𝑻 é
invertível.

Verdadeiro, pois 𝟎 não é autovalor de 𝑻.

Alternativa c).
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