LIMITES E DERIVADAS - PARTE 3

RICARDO BIANCONI

1. INTRODUCAO
J& vimos que a derivada de uma funcao f : Dom(f) — R, em um ponto
x € Dom(f) é o limite

U iy — g LD = 1)

dx t—0 t

Y

e ja calculamos varios desses limites. No entanto, quando as espressoes da
funcao f forem mais complexas, esses limites podem tornar-se bem complica-
dos. Para isso, temos uma tabela de fungoes basicas e regras para determinar
derivadas de fungoes mais complexas obtidas por somas, produtos, quocientes

e a Regra da Cadeia (para composigoes de fungoes).
Uma propriedade importante de funcoes derivaveis é:

Proposicao 1. Se a funcao f : Dom(f) — R for derivdvelem z € Dom(f),

entao ela sera continua em z.

Demonstragao. A funcao f serd derivdavel em x € Dom(f) se existir o limite
et - f()

t—0 t

= f'(x). Dali, temos

lim /(2 +1) = f(x) & T/ (z + ) — f(2)] =0,

mas, como f é derivavel em =,

lim[f(z + 1) — f(z)] = lim# x V(“ti_ﬂ@} —0x f(z)=0.

t—0 t—0
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2. PROPRIEDADES DAS DERIVADAS

Comecamos com uma tabela de derivadas de algumas func¢oes conhecidas.

f@) | clz| 2% |e"|lnz |senz | cosx

F'(®)|[0]1]|az*t|e*| x| cosx | —senx

TABELA 1. Tabela de derivadas. Na primeira linha estao as
funcoes e na segunda suas derivadas. A letra ¢ na primeira li-

nha refere-se a uma func¢ao constante igual a um ntmero ¢ € R.

As primeiras propriedades referem-se as operagoes de soma, produto e quo-

ciente.

Proposicao 2. Se as fungoes f e g forem derivaveis em = e ¢ € R for uma

constante, entao:

) (f+9) (@) = [(z) + g'(x);
b) (¢f)'(z) = c f'(x) (podemos tirar a constante ¢ em evidéncia);
(c) (f9)'(x) = J(U()g)(ﬂf() ;r fgc()g)(f();)
~ fl@)g(x) — f(x)d' (=
@ () (0= S

Demonstracao. As duas primeiras propriedades sao imediatas, a partir das pro-

(a
(

priedades de somas e multiplicacao por constantes em limite.

A terceira propriedade, (fg)'(x) = f'(z)g(x) + f(x)¢'(z), exige mais argu-

e L fla+ gla ) — fw)gla) _
e gl ) fle 0+ Fedle + )~ feloe)
et Aot ) + @t ) gl _
E;}w+w—§wmu+wiy%ﬂww@tw—gun

= f'(x)g(x) + f(z)¢'(x), pois no primeiro limite a fungdo g é continua em z,

por ser derivavel em x.
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A quarta propriedade tem argumentacao parecida.

. {f(xﬂ) B f(x)} i L {f(fﬁt)g(%) - f(x)g(ﬁt)} _
=0t [glz+1t) g(z) g(z +t)g(z)

L ([f<x+t> - f(:c)]g(x)) 1 (f( 2)lg(x +) — gl >]> _

g(x +1t)g(x)

_ ['@)g(x) _ f@)g'(x) _ [()g(x) = f(x)g'(2)
l9())? lg())? lg())? ’

onde novamente usamos a continuidade de g, e também a de f, em x. U

Vamos aplicar essas regras em alguns exemplos.

Exemplo 1 (Derivadas de Polinomios). A derivada de f(x) = 3z2* — 223 +
622 —x +12 ¢ f'(x) = 1223 — 62% + 122 — 1. Aqui usamos as propriedades da

soma (véarias vezes) e de multiplicagdo por constantes (também vérias vezes)

x? — 6x
3+ 22+ 132+ 25

Exemplo 2 (Derivadas de fungoes Racionais). A derivadade f(x) =

é

(22 — 6)(z® + 2% + 13z + 25) — (2% — 62)(3z* + 2z + 13)
(® + 22 4 13z + 25)?

f'(x) =

Exemplo 3. Vejamos algumas derivadas de produtos de fungoes.

L. (ze") = (z + 1)€” 2. (zsenz) = xcosz +senx

3. (e"senz) = e”(senx + cos x) 4. (e*cosx) = e*(cosx — senx)
5. (zlnz) =1+ Inx 6. (2?Inz) = 2(1 +2Inx)

7. (zesenx) = e"senx + z(e*senx) = e”(2senx + cos x)
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3. COMPOSICAO DE FUNCOES E A REGRA DA CADEIA

Uma operacao para obter novas fungoes a partir de fungoes conhecidas é a

composicao de fungoes.

Definigao 1 (Composigao). Dadas duas fungées f : Dom(f) — R e g :

Dom(g) — R, podemos definir a func¢ao fog: Dom(fog) — R, por (fog)(z) =
f(g(x)), com Dom(fog)={zx€R:x € Dom(g), e g(x) € Dom(f)}.

Exemplo 4. Para reconhecermos as diversas composigoes de funcgoes, veja a

tabela a seguir

f(z)

l,a

Inz

senx

COs T

tgx

(fog)()

lg())

e9(x)

In[g(z)]

sen(g(z))

cos[g(z)]

tglg(x)]

TABELA 2. Composigao das fungoes f(x) indicadas com uma

funcao (ou expressao) g(z).

Exemplo 5. Para reconhecermos as diversas composicoes de fungoes, agora

com a fun¢io g(z) = 2% + 1, veja a tabela a seguir

f(z)

xa

(&

T

Inz

senx

COS T

tgx

(fog)(=)

[ + 1]

2
e +1

In[z? + 1]

sen(z? + 1)

cos[z? + 1]

tg[z? + 1]

TABELA 3. Composigao das fungoes f(x) indicadas com uma

fungdo (ou expressio) g(x) = 2 + 1.

Assim, se a = 1/2, (22 + 1)/2 = /22 + 1.

Exemplo 6. A fungio 2% é a composigao e*'"2 onde f(z) = e® e g(z) = xIna.
Inz

Ja, a fungao log,,z =

constante 1/(In 10).

In10

¢ uma simples multiplicacao da funcao Inx pela

Proposicao 3 (Regra da Cadeia). A derivada da fun¢do composta f o g é

(fog)(x) = (f"og)(x)d (x) (a composta da derivada de f com a funcao g, vezes

a derivada de g).
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(fog) lg(=)]" es®) In g(z) sen g(x) cos g()

(f og) | alg(x)"'g'(x) | e?Wg'(x) | [g(x)] "9 (x) | [cos g(x)]g'(x) | —[sen g()]g'(x)

TABELA 4. Tabela de derivadas de algumas funcoes compostas.

Na primeira linha estao as fungoes e na segunda suas derivadas.

Exemplo 7. Facamos a mesma tabela,mas agora com a funcao g(z) = 3x2,

cuja derivada é ¢'(z) = 6x:

(fog) [32%]° e | In(32?) sen(3z?) cos(3x?)
(fog) | a[32%)* 6z | 6z | [322] 16 | [cos(322)]|6z | —[sen(322)]6x

TABELA 5. Tabela de derivadas de algumas fungoes compostas.

Na primeira linha estao as funcoes e na segunda suas derivadas.

Exemplo 8. Se f(z) = In|z|, entao f'(z) = 27!, pois

(a) se x > 0, entdo f(x) =Inx e, assim, f'(z) = z71;

(b) sex <0, entao f(x) = In(—=z) (a composi¢ao de Inz com a fungado |z| = —z,

cuja derivada é —1) e, assim, f'(z) = (—x)"}(—=1) = 27

4. FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Introduzimos duas novas fungoes elementares, a inversa da tangente e a do

seno.

Definigao 2 (Arcotangente). Lembramos que tgy = tg(y + nr), para todo
ne€Z,e—m/2<y<m/2. A funcado arcotangente é a resposta a pergunta “qual
€ o arcoy, cuja tangente € x?7” Como nao existe uma resposta unica, precisamos
impor mais uma condigao: arctgx = o arco y, tal que —7/2 <y < /2 e

tgy = .
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Observagao 1 (Derivada do Arcotangente). Seu grafico é a reflexdo do grafico
da tangente pela reta y = x. Em particular, como a funcao tangente é de-
rivavel em todos os pontos de seu dominio, ele possui retas tangentes em to-
dos esses pontos e, portanto, o grafico da fungao arctgax possui retas tangen-
tes (é derivavel) em todo z € Dom(arctgxz) = R. Sua imagem é o intervalo

T/2<y<m/2.

Calculamos sua derivada usando a Regra da Cadeia. Como tg(arctgz) = z,
derivamos os dois lados dessa equacao, sec?(arctg z)(arctg)’(z) = 1. Dividimos

2 2

os dois lados da igualdade cos? z + sen? z = 1 por cos?z e obtemos 1 + tg2z =

sec? z. Dai, temos
sec’(arctg ) (arctg) () = [1+tg*(arctg z)](arctg)’(x) = (1+2?)(arctg) (z) = 1,

ou seja, a derivada do arcotangente é

darctg 1
" (1) = (arcte) (1) = -

Definicao 3 (Arcosseno). Lembramos que seny = sen(y + 2nmw), para todo
n € 7Z,e —m <y <m A funcao arcotangente é a resposta a pergunta “qual
€ 0 arco y, cujo seno € x?7” Como nao existe uma resposta tnica, precisamos
impor mais uma condigdo: arcsenxz = o arco y, tal que —7w/2 <y < w/2 e
seny = x. Seu dominio ¢ o intervalo —1 < x < 1 e sua imagem ¢ o intervalo

/2 <y<m/2.

Observagao 2 (Derivada do Arcosseno). O mesmo tipo de argumento acima,
podemos afirmar que a funcao arcsenx é derivavel em todo ponto de seu
dominio. Calculamos sua derivada, onde fazemos sen(arcsenz) = z e deri-

vamos com a Regra da Cadeia. Observe que se —7/2 < y < /2, etdo cosy > 0
e, portanto, cosy = /1 —sen?y.
1 = [sen(arcsen x)]" = cos(arcsen z)(arcsen)’ (x) =
= /1 — sen?(arcsen z) (arcsen)' (z) = V1 — 22(arcsen)’(z),

ou seja, a derivada do arcosseno é

d arcsen 1

- (x) = (arcsen)'(z) = Nk
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5. EXERCICIOS

Q 1. Calcule as derivadas das fungoes abaixo:

1. f(z) = 2. f(z) =x2senx 3. f(z) =23 senxw
4. f(z) = (sen x)(arctg x) 5. f(x) = e® arcsenx
6. f(z) = sen(27wzx) 7. f(x) = 19" 8. f(z) =In(z*+1)
sen(l?x) ~ In(5z +2) T
12. f(z) = (9512%1)2 13. f(z) = % 14, f(z) = %
15. f(x) = sen(2” + arctg(mx)) 16. f(x) = arcsen(e” Inx)

onde a € R é uma constante.

Respostas: (1) f'(x) = (2* + 2x)e”; (2) f(z) = x®cosz + 2zsenz; (3)

f(x) = [(2° + 32%)senz + 2° cos we”; (4) f'(x) = (cosx)(arctgx) + $55; (5)

fl(x)=¢€" arcsenx—i—ﬁ; (6) f'(z) = 27 sen(27z); (7) f(z) = e*™ Ve f/(x) =
(ln 19)191’ (8) f/<l') _ 2z . (9) f/(l') _ 12 cos(12z) [14-cos(15z)]+15 sen(12z) sen(15x)

z2+1) [14-cos(15x)]?
n(5z —z2
(tome cuidado com os sinais aqui); (10) f'(x) = % (11) f'(z) = @gT)ﬁ
(12) f'(z) = Z‘;”QH)’” (perceba a simplificagao aqui); (13) f'(z) = a©—; (14)

f(z) = a===; (15) f'(x) = cos(2* + arctg(rx)) X <(ln 2)2% 4+ 1+(T)2>’ (16)
flz) = <netljo)

1—(e*Inwz)?




