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Introducao

Neste material serdo apresentados os seguintes conceitos:
@ Variavel Explicativa Binaria
@ Auséncia e Presencga de Interagéao
@ Variavel Explicativa Categérica
@ Auséncia e Presenca de Interacao

G. A. Paula (IME-USP) Variavel Binaria e Interagdo 12 Semestre 2023



e Variavel Explicativa Binaria
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Variavel Explicativa Binaria

Auséncia de Interacao
Supor o seguinte modelo de regressao linear multipla:

Vi = B1 + BoXj2 + B3Xi3 + €,

em que yi, ..., Yn S@o valores observados da variavel resposta, xj»
representa os valores de uma variavel aleatéria binaria tal que

o — 1 grupo A
27 0 grupo B,

enquanto xj3 representa valores observados de uma variavel continua
S _
ee ~N(0,0%),parai=1,...,n.
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Variavel Explicativa Binaria

Auséncia de Interacao
Portanto, tem-se dois submodelos de regressao
@ (Grupo A) y; = B1 + B2 + BaXiz + €
@ (Grupo B) y; = B1 + fB3Xi3 + €
com valores esperados
@ Ea(Yilxi3) = 81 + B2 + B3Xi3
@ Eg(Yilxiz) = 81 + BsxXia,
parai=1,...,n.

Assim, Ea(Yj|xi3) — Eg(Yi|xi3) = B2, auséncia de interagéo entre as
variaveis explicativas X, e Xs.
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Auséncia de Interacao

Definicao

A diferenca entre os valores esperados entre dois niveis (valores)
quaisquer de um fator (variavel) nao muda a medida que variam os
niveis do outro fator (outra variavel). Neste modelo tem-se que (> nao
muda a medida que variam os valores de Xj.
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llustracao Auséncia de Interacao

Ea(YIxs)

Eg(YJx)
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Variavel Explicativa Binaria

Auséncia de Interacao

Supondo que o grupo A tem n; elementos e o grupo B n, elementos o
modelo com auséncia de interagdo entre a variavel binaria X, e a
variavel continua X3 pode ser expresso na forma alternativa:

Yi = B1 + BaXiz + B3Xj3 + €jj,

emquej=1,....nei=1,2.
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Variavel Explicativa Binaria

Auséncia de Interagao
Em forma matricial o modelo fica dado por

y=Xg+e

emquey = (y{,y3)" comys = (Vi1,---, ¥in) Y2 = (Y21, Von,) |
B = (B1, P2, 83)" e matriz X de dimens&o (ny + ny) x 3 dada por

1 1 X113
1 Xin3
X = 1
0 Xxoi3
1 0 Xon,3 ]
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Variavel Explicativa Binaria

Presenca de Interacao
Supor agora o seguinte modelo de regressao linear multipla:

Yi = B1 + BoXip + B3Xiz + BaXjpXj3 + €;,

em que yi, ..., yn S@o valores observados da variavel resposta, xj»
representa os valores de uma variavel aleatéria binaria tal que

oo — 1 grupo A
27 0 grupo B,

enquanto x;3 representa valores observados de uma variavel continua
iid 2 .
ee~N(0,0%,parai=1,...,n.
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Variavel Explicativa Binaria

Presenca de Interagcao

Portanto, tem-se dois submodelos de regressao
@ (Grupo A) yi = B1 + B2 + BaXiz + BaXiz + €;
@ (Grupo B) y; = B1 + B3Xj3 + €;

com valores esperados
@ Ea(YilXi3) = B1 + B2 + B3Xiz + BaXia
@ Eg(Yilxi3) = B1 + BaXis,

parai=1,...,n.

Assim, Ea(Yj|xi3) — Eg(Yi|xiz) = B2 + Baxi3, presenga de interacao
entre as varidveis explicativas X> e Xz.
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Presenca de Interacao

Definicao

A diferenca entre os valores esperados entre dois niveis (valores)
quaisquer de um fator (varidvel) nao é constante a medida que variam
os niveis do outro fator (outra variavel). Neste modelo tem-se que a
diferenca entre os valores esperados para os grupos A e B depende
dos valores da variavel Xs.
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llustracao Presenca de Interacao

Ea(YIxs)

! Ex(Y[x)
VRS
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Variavel Explicativa Binaria

Presenca de Interagcao

Supondo que o grupo A tem ny elementos e o grupo B n», elementos o
modelo com presenca de interacdo entre a variavel binaria X, e a
variavel continua X3 pode ser expresso na forma alternativa:

Vi = B1 + BaXi2 + BaXjz + BaXizXj3 + €jj

emquej=1,....njei=12.
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Variavel Explicativa Binaria

Presenca de Interagao
Em forma matricial o modelo fica dado por

y=X5+e

emquey=(y{,¥s)" comyi = Vi1,.-- Vin) Yo = V21, -+ Von,) |,
B = (B1, B2, B3, 44) " e matriz X de dimensao (ny + np) x 4 dada por

1 1 X313 X413

X — 1 1 Xip3 Xins3
0 Xo13 0

1 0 Xon,3 0
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© Variavel Explicativa Categérica
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Variavel Explicativa Categorica

Formulacdo do Modelo

Supor variavel explicativa com trés niveis

1 grupo A
X =4 2 grupo B
3 grupo C.

Um maneira de representar essa variavel explicativa num modelo de
regressao € atribuindo a cada grupo uma variavel binaria:

Vi = Bo + B1Xi1 + BaXip + BaXjz + €;,

em que yy, ..., ¥p denotam os valores observados da variavel
resposta, xj1, Xj» € Xj3 Sa0 0s valores observados das variaveis

binarias representando os grupos € ¢; X N(0,02),paraj=1,...,n.
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Variavel Explicativa Categorica

Formulagdo do Modelo

Supondo que os grupos A, B e C tém ny, no e n3 elementos,
respectivamente, o0 modelo pode ser expresso na forma matricial

y=X8+e,

emaquey = (y{,¥3,¥3)' comy; = (Vi1,...,¥in) ,parai=1,23,
B = (Bo, B1, B2, B3) " e matriz X de dimensao (ny + no + n3) x 4.
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Variavel Explicativa Categorica

Formulacdo do Modelo

11 0 O
1 0 0
0 1 0
X= :
0 1 0
0 0 1
| 1.0 0 1 |
Note que a matriz X nao tem posto coluna completo, a 12 coluna é a
soma das outras trés colunas.
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Variavel Explicativa Categorica

Formulagdo do Modelo

Uma solucéo é reduzir o nimero de colunas da matriz modelo
impondo alguma restricao nos parametros. Procedimentos mais
utilizados:

@ Restricao nos Parametros: 1 + o + 53 = 0, que implica em
B1 = —B2 — Bs.
@ Casela de Referéncia: um dos coeficientes é fixado como sendo

zero. Por exemplo, fazendo 31 = 0 o grupo A sera denominado
casela de referéncia.

Nesses dois casos 3 = (o, f2, 33) " e a matriz modelo tera dimensao
n x 3 com posto coluna completo.
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Variavel Explicativa Categorica

Formulacéo do Modelo

Matriz modelo quando 31 = — 3> — f33:

1 -1 -1 ]

-1 —1

0

X= :

1 0

0 1
| 1 0 1
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Variavel Explicativa Categorica

Formulacéo do Modelo

Matriz modelo quando 3 = 0:

1 0 0]

0 0

10

X= :

10

0 1
| 1 0 1]
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Variavel Explicativa Categorica

Auséncia de Interacao

O modelo com casela de referéncia no grupo A pode ser expresso na
seguinte forma:

Vi = Bo + BoXjo + B3Xiz + BaXia + €;,

em que yi, ..., yp denotam os valores observados da variavel
resposta, xj» e X;3 séo valores de variaveis binarias representando os
grupos B e C, respectivamente, enquanto x4 representa os valores

0z - iid g
observados de uma variavel continua e ¢; ~ N(0,02),parai=1,...,n.

v
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Variavel Explicativa Categorica

Auséncia de Interacao
Portanto, tem-se trés submodelos
@ (Grupo A) yi = Bo + BaXija + €;
@ (Grupo B) y; = Bo + B2 + BaXia + €
@ (Grupo C) y; = Bo + B3 + BaXia + €;
com diferencas de valores esperados
@ Eg(Yilxia) — Ea(YilXia) = B2
o Ec(Vilxia) — Ea(YilXia) = B3,
parai=1,...,n.

Assim, os efeitos (> e 3 sdo incrementos nos valores esperados dos
grupos B e C, respectivamente, com relagéo ao grupo A.

G. A. Paula (IME-USP) Variavel Binaria e Interagdo 12 Semestre 2023 25/33



llustracao Auséncia de Interacao

Ec(Ylx,)

Es(Y[x)

Ea(Y]a)
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Variavel Explicativa Categorica

Auséncia de Interagao

Em forma matricial o modelo com auséncia de interagao fica dado por
y=XB+e emquey=(y{,y5.Y3)" comy; = (yir,..., Vi)', para
= 1727 3, 16 = (607 62a 53’ 64)—'— e matriz X dada por

1 0 O X114
0 0 Xxipa4
1 0 Xo14
X= : :
1 0 Xxonu
0 1 X314
L 1 0 1 X3n34 ]
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Variavel Explicativa Categorica

|

Presenca de Interagcao

O modelo com interacé@o ente a variavel categérica X e a variavel
continua X, pode ser expresso na seguinte forma:

Yi = Bo + BaXiz + B3Xiz + BaXia + PsXjoXia + BeXizXia + €;,

em que yy, ..., ¥p denotam os valores observados da variavel
resposta, xj» e Xj3 sdo valores de varidveis binarias representando os
grupos B e C, respectivamente, enquanto x,4 representa os valores

observados de uma variavel continua e ¢; ~ N(O o?),parai=1,...,n.

v
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Variavel Explicativa Categorica

Presenca de Interagao

Portanto, tem-se trés submodelos

@ (Grupo A) yi = Bo + BaXia + €;

@ (Grupo B) yi = Bo + B2 + BaXia + B5Xia + €

@ (Grupo C) yj = Bo + B3 + BaXia + BeXia + €
com diferengas de valores esperados

® Eg(Yilxia) — Ea(YilXia) = B2 + B5Xia

@ Ec(Yilxia) — Ea(YilXia) = B3 + BeXia,
parai=1,...,n.

Assim, nota-se que as diferengas entre os valores esperados
dependem dos valores da variavel explicativa Xj.
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llustracao Presenca de Interacao

Ec(Ylx,)

Es(Y[x)

([33 - [32) + (ﬁe - BS)XA

B+ Bexs

EnlYix:)
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Variavel Explicativa Categorica

Presenca de Interacao

Em forma matricial o modelo com presenca de interacao fica dado por
y=XB+e emquey=(y{,yy,Y3)" comy;= (¥i,...,Vin)', para
i=1,2,3, 8= (o, 52 Bs, B4, B5,06) " € matriz X dada por

1 0 0 Xqq4 0 0

0 O X1n14 0 0
1 0 Xo14 Xoua 0

1 0 Xxopa Xopa O
0 1 X4 0 X314

1 0 1 X3n34 0 X3I734
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