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Esta versao da lista esta com os payoffs corrigidos da ultima questao.
1. Qual o equilibrio de Nash em Estratégias Mistas (ENEM) do Dilema do Prisioneiro?

Para achar o ENEM, devemos igualar as utilidades esperadas das estratégias. Supondo que 2 joga C (co-
opera) com probabilidade ¢ e NC (ndo-coopera) com probabilidade 1 — ¢ e similarmente para 1, s6 que com
probabilidades p e (1 — p), temos:

E[U,(C)] = E[UL(D)]
gx—2+(1—-¢q)*—-10=¢g*x0+ (1 —q)*x—5
—2q — 10410 = —5 4+ 5¢

8¢ —5¢g=10—-5

3g=5

qg=>5/3.

Notem que ¢ > 1, o que nao é possivel. Isso significa que ndao ha estratégia mista para 2. Célculo similar
mostra que também nao ha estratégia mista para 1. A razdo é que para identificar uma estratégia mista
de equilibrio, queremos deixar cada jogadora indiferente entre as estratégias. Porém, nao existe nenhuma
probabilidade positiva de jogar cooperar que va deixar uma jogadora indiferente entre essa estratégia de
cooperar e nao cooperar. Uma outra forma de ver isso é que (C,C) é um equilibrio de estratégia dominante.
Portanto, podemos usar EIESD para deixar o jogo com uma Unica estratégia para ambos os jogadores, e ja
nao da para usar nosso algoritmo de igualar utilidade esperada de estratégias.

2. Qual o ENEM do jogo do Chicken? Sejam as estratégias D (desvia) e ND (ndo desvia). E a matriz de
payoff dada por:

D (0,0) (12
ND (2-1) (-10,-10)

Entao, o ENEM requer:

E[UA(D)] = E[UL(DN)]
Oxg+—-1%(1—¢q¢)=2%xqg+—-10%(1—gq)
Resolvendo, temos: —1 4+ g = 2q + —10 + 10¢q
—14+¢=-10+12¢q

9=11¢q

q=9/11.



Como os payoffs sdo simétricos, ambos jogadores vao aleatorizar com as mesmas probabilidades. Logo, o
ENEM é (p=3/4, 1-p = 1/4; q = 3/4, 1-q = 1/4).

3. Considere o seguinte jogo representado na forma estratégica:

Esquerda  Centro

Alto  (3,3) (3,3)
Baixo (3,3) (3,3)

a) Existe algum equilibrio de Nash em Estratégias Puras (ENEP)? Se sim, qual (ou quais)?

Existem 4 ENEP: (AE); (A,C), (B,E) e (B,C), j4 que ndo é possivel nenhum jogador melhorar unilateral-
mente em cada uma desses casos.

b) Quantos equilibrios de Nash em estratégias mistas existem? o ENEM requer:
E[U(A)] = E[U1(B)]
3xq+3*%x(1—q)=3xq+3%(1—9q)
$ 3 = 38.

Ou seja, qualquer valor de q torna a equacao verdadeira. Isso significa que existem infinitos equilibrios de
Nash em estratégias mistas, dados por (p = [0,1], q=[0,1]).

ps.: Aqui eu inclui os ENEP como casos limites. Mas poderia ter excluido também, seguindo a convencéo
de nao tratar ENEP como ENEM.

ps.2: Vocé podem verificar que de fato qualquer valor de ¢ torna o jogador indiferente, calculando os payoffs
esperados para casos particulares (digamos, ¢ = 1/2, depois ¢ = 1/3 etc.). Intuitivamente é ficil ver que isso
é verdade, ja que os payoffs sdo sempre iguais, ndo importa o que se jogue, com qualquer probabilidade.

4. Considere o seguinte jogo representado na forma estratégica:

A (44) (05 (-1,0)
B (50) (1,1) (0,0)
C (03'1) (070) (131)

a) Existe algum equilibrio de Nash em Estratégias Puras (ENEP)? Se sim, qual (ou quais)?

R.: Vejam que A é estritamente dominada por B do ponto de vista da jogadora 1. Portanto, podemos
eliminar essa estratégia do jogo. Similarmente, A é estritamente dominada por B para a jogadora 2, de
forma que também podemos eliminar essa estratégia. Ficamos entdo com a seguinte matriz:

Temos entdo dois ENEP: (B,B) e (C,C).
b) Existe ENEM em que as jogadoras aleatorizam entre A e B? Explique.

R.: Nés ja sabemos que uma estratégia estritamente dominada nao pode ser aleatorizada com probabilidade
positiva em estratégias mistas. Portanto, ndo existe ENEM em que as jogadoras aleatorizam entre A e B.

¢) Existe ENEM em que as jogadoras aleatorizam entre B e C7 Explique.



R. N6s sabemos que quase sempre os equilibrios de Nash em estratégias puras e impares somam um nimero
fmpar de equilibrios. Se temos 2 ENEP, esperamos que devemos ter pelo menos mais um ENEM (ou 3, 5
etc.).

R.: Para achar o ENEM, devemos igualar as utilidades esperadas. Supondo que 1 joga B com probabilidade
p e C com probabilidade 1 — p e, analogamente, 2 joga B com probabilidade ¢ e C com probabilidade 1 — ¢,
temos:

$E(U_1(B*)) = E(U_2(C)) $
1xqg4+0x(1—q)=0xqg+1x(1—gq)

¢g=1-¢q
2q=1
qg=1/2.

Como os payoffs sdo simétricos, calculo similar revelard que p = 1/2. Portanto, o ENEM é formado por
(p=1/2, 1-p = 1/2; q=1/2, 1 - q = 1/2).

5. Uma funciondria (jogadora 1) que trabalha para uma chefe (jogadora 2) pode tanto trabalhar (T)
quanto enrolar (E), enquanto sua chefe pode tanto monitorar a funciondria (M) quanto ignoré-la (I).
Como em muitos relacionamentos entre funcionaria e chefe, se a funcionaria estiver trabalhando, a
chefe prefere ndao monitord-la, mas se a chefe nao estiver monitorando, a funcionaria prefere enrolar.
A matriz de payoff abaixo representa uma situagao como essa.

M I

(1,1) (1,2
0,2) (2,1

T
E

a) escreva a fugdo de melhor resposta de cada jogadora (isto é, para a jogadora 1, qual probabilidade p
ela deve escolher para cada possivel escolha de probabilidade ¢ da jogadora 2).

Seja p a probabilidade que a jogadora 1 escolha T e 1 —p E, e do lado da 2, ¢ de jogar M e 1 — g de jogar I.
Segue que a E[Ui(T,q)] > E[U1(F,q)] se e somente se:

lxg+1x(1—q)>0%q+2%(1—gq)

1>2-2q

2g>1

g > 1/2. Similarmente, E[u,(p, M)] > Elua(p, I)] se e somente se:
lxp+2%(1—p)>2xp+1x(1—p)
p+2-2p>2p+1—p

2—-p>p+1

1>2p

$ p < 1/28. Portanto, para a jogadora 1:

Melhor Resposta da jogadora 1 para cada g da jogadora 2 é:
MR_1(q): =

1. Seqg<1/2,p=0.
2.8eq¢>1/2,p=1
3.seq=1/2,p€[0,1].

E analogamente para a jogadora 2.



b) qual o equilibrio de Nash do jogo?

Pela matriz de payoff, é facil verificar que ndo hd ENEP. Resta checar entdo qual o ENEM (sabemos, pelo
teorema de Nash, que todo jogo finito de informacdo completa sempre tem pelo menos um equilibrio de
Nash, seja em puras ou mistas).

Das correspondéncias de melhor resposta, vemos que o Gnico ENEM é p = q = 1/2, ou (1/2, 1/2). Outra
forma de achar o ENEM é igualando as utilidades esperadas, o que também d4 1/2.

6. Duas jogadoras devem escolher entre trés alternativas, a, b e c. As preferéncias do Jogadora 1 séo
dadas por a= b = ¢, enquanto as preferéncias da Jogadora 2 sdo dadas por ¢ = b = a. As regras sdo
que a Jogadora 1 se move primeiro e pode vetar uma das trés alternativas. Em seguida, a Jogadora 2
escolhe uma das duas alternativas restantes.

a. Modele isso como uma arvore de jogo em forma extensiva (escolha payoffs que representem as prefer-
éncias).

Assuma que o payoff da melhor opc¢ao é 3, da segunda melhor 2 e da pior, 1. As agdes da jogadora 1 séo
quais alternativas remover, e a da jogadora 2 escolher entre as restantes.

## Carregando pacotes exigidos: ggplot2

Remove

2,2) (1, 3) (3, 1) 1, 3) (3, 1) (2, 2)

b. Quantas (e quais) estratégias puras cada jogadora tem?

Jogadora 1 tem 3 (remover A, B ou C). A Jogadora 2 tem 23 = 8 estratégias. As estratégias da jogadora 2
podem ser listadas da seguinte forma. Suponha que “xyz” é a estratégia da jogadora 2, em que x é o que
ela faz apds a remocgao de a, y o que ela faz ap6s a remocao de b e z o que faz apds a remocédo de c. Entao,
temos as seguintes estratégias:

baa, bab, bca, bcb, caa, cab, cca, ccb.



¢. Qual o equilibrio de Nash por inducdo para tras?
Resposta: 1 remove C e dois escolhe B. Mais formalmente, (c, bcb).

7. Camara e Senado. E muito comun que analistas defendam que ter maioria na Cémara é mais im-
portante do que no Senado, pois projetos de lei (pls) enviados pelo executivo em geral iniciam pela
Céamara. Desconsiderando a possibilidade de veto do presidente da reptblica para simplificar o jogo e
desconsiderando as comissoes, podemos modelar o que pode acontecer pera arvore do jogo na forma
abaixo. Em resumo, a Camara pode aprovar o pl original (representado por A pl0), emenda-lo (E pl0)
ou rejeitd-lo (o jogo acaba). Se a CAmara aprovar o pl original, vai para o Senado a versdo do presi-
dente. Se emendar, vai a versdao emendada. O Senado pode entdo aprovar o pl que receber, emendé-lo
ou rejeitd-lo. Se rejeitar ou aprovar (A pl-EC, de Aprovar pl emendado da Camara) como veio da
Camara, o jogo acaba. Se emendar (E pl-EC), volta para a Camara, que deve aprovar as alteragdes do
Senado (A pl-S) ou aprovar o texto original (ndo pode emendd-lo novamente).

A plo A pl0 nili

Camara 1, 2)

plO

Rejeita

2,1) nl3
E D _E (1’ 2)
Rejeita pl-8C (ng prova pi=
Camara
A plO
n10
(2, 1) 2, 1) =2, -1)

Vamos supor que o pl original do presidente estd situado na esquerda, a Camara (eleitor mediano) prefere
mais & direita, e o Senado mais ao centro (direita). Entdo, o pl original rende um payoff 2 para o presidente
(que nao estd no jogo), -2 para a CAmara e -1 para o Senado. A versao emendada da CAmara gera -2 para
o presidente, 1 para o Senado e 2 para a Camara. Por fim, a emenda do Senado gera 2 para o Senado, 1
para a Camara e -1 para o presidente. Se o PL for rejeitado, prevalece o status quo, que rende -2 para o
presidente, 2 para a Camara e 1 para o Senado. Note que os payoffs sdo sempre: se o presidente ganha x, a
Camara ganha —z e o Senado —z + 1.

a) Qual o equilibrio de Nash por indugéo para tras?

A 4vore abaixo marcou em vermhlo e azul os caminhos que sobram apéds a eliminacao dos subjogos que nao
sdo criveis. Considerando esses trés payoffs que sobraram, por inducdo para tras, a Camara escolhe rejeitar
o projeto de partida.



## backward induction: [(Rejeita, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E plO, E pl-EC)]
$concept [1] “backward”

$sols $sols[[1]] [1] “[(Rejeita, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, E pl-EC)]”

$n_sols [1] 1

A plO A plO nil

Camara Senado «-2, -1) 1, 2)

10
k nil2
=2, -1)
(2,1)
Rejeita
 prEe
(2’ 1) nl3
E D-E (1’ 2)
Rejeita pI-SC ng prova pisl
A plC
n10 n14
2, 1) (2, 1) -2, -1)

$trees $trees|[1]]
attr(,“class”) [1] “extensive_sol”

Para indicar a estratégia de equilibrio de Nash por indugdo para tras (que chamaremos de Equilibrio de Nash
Perfeito de Subjogo ou ENPS) eu preciso tranformar o jogo da forma extensiva para a forma estratégia, de
forma a lista todas as estratégias possiveis, achar os equilibrios de Nash e, dentre esses, quais os de subjogo
(que é s6 um, nesse caso). Como isso é tedioso em um jogo desse, ndo precisamos ser tdo formais e basta
indicar que a CAmara rejeita de partida (aqui ou na prova, se esta questdo cair na prova). Porém, apenas
para deixar a resposta completa e sermos rigorosos, eis o que o R lista como as estratégias.

Estratégias da jogada 1 (Camara) [1] “(A pl0, A pl-S, Aprova pl-EC-ES)” “(A pl0, A pl-S, A pl0)”
3] “(A plo, A pl0, Aprova pl-EC-ES)” “(A pl0, A pl0, A pl0)”

5] “(E pl0, A pl-S, Aprova pl-EC-ES)” “(E pl0, A pl-S, A pl0)”

7] “(E plo, A pl0, Aprova pl-EC-ES)” “(E pl0, A pl0, A pl0)”

9] “(Rejeita, A pl-S, Aprova pl-EC-ES)” “(Rejeita, A pl-S, A pl0)”
11] “(Rejeita, A pl0, Aprova pl-EC-ES)” “(Rejeita, A pl0, A pl0)”
1] “(A plo, A pL-EC)” “(A pl0, E pl-EC)”

3] “(A pl0, Rejeita pl-EC)” “(E pl0, A pl-EC)”

5] “(E plo, E pl-EC)” “(E pl0, Rejeita pl-EC)”

7] “(Rejeita, A pl-EC)” “(Rejeita, E pl-EC)”

9] “(Rejeita, Rejeita pl-EC)”



Estratégias da jogadora 2, Senado:

[1] “(A plo, A pl-EC)” “(A pl0, E pl-EC)”
[3] “(A plO, Rejeita pl-EC)” “(E pl0, A pl-EC)”
[5] “(E pl0, E pl-EC)” “(E pl0, Rejeita pl-EC)”
[7] “(Rejeita, A pl-EC)” “(Rejeita, E pl-EC)”
[9] “(Rejeita, Rejeita pl-EC)”
E o Equilibrio de Nash Perfeito de Subjogo (ou por indugdo para trds), sendo rigorosos, seria descrito pelo
par: ((Rejeita, A pl-S, Aprova pl-EC-ES); (E pl0, E pl-EC))
b) se o pl for rejeitado em qualquer momento e prevalecer o status quo, o presidente preferiria nao ter

enviado o pl em primeiro lugar. Ele deveria ter enviado o PL? Justifique sua resposta.

Como o ENPS é o PL ser rejeitado, o presidente nao deveria enviar o PL, supondo que o desgaste de ser
derrotado gere utilidade negativa para ele.

b) Suponha quatro cenérios, em que o status quo gera a) -3, b) -1, ¢) 0 e d) 1 de payoff para o presidente.
Ele deveria enviar um projeto de lei em algum dos possiveis cenarios de status quo? Modifique a arvore
do jogo para cada cendrio, acha o equilibrio de Nash por indugao para trés e justifique sua resposta.
Ps.: Novamente, se o PL for rejeitado, ele prefere nao enviar o PL.

A arvore do jogo de cada cendrio é:

1. SQ¢-3
A plo A pl0 nili
Camara Senado «-2, -1) 1, 2)
plO

Rejeita

(2, 1) ni13
E DN-E 5
Rejeita pl-KC no prova pl=
Camara
A plO
14
2,1) 2, 1) 2, -1)

## backward induction: [(Rejeita, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E plO, E pl-EC)]

$concept [1] “backward”
$sols $sols[[1]] [1] “[(Rejeita, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, E pl-EC)]”



$n_sols [1] 1

A pl0 A pl0 nil

Camara 1, 2)

10

P nl2

=2, -1)
Rejeita
(2! 1) ni3
EPK .2
Rejeita pl-NC ng prova pissie
A plC

n10 n14

(2,1) (2,1) -2,-1)

$trees $trees|[1]]
attr(,“class”) [1] “extensive_ sol”

Logo, o equilibrio é o mesmo de antes, rejeita.

2. 9Qé-1



A pl0 nil

Camara 1)
10
p nl2
-2,-1)
Rejeita
QPI°FS
(1, 1) nl3
E DN-E 0
Rejeita pI-KC ' rova pl=
A plO
nl0 ni4
(1, 0) (1, 0) 2, -1)

## backward induction: [(A plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E plO, A pl-EC)], [(E plO, A pl-S, Aprova pl
$concept [1] “backward”
$sols $sols[[1]] [1] “[(A plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, A pl-EC)]”

[
$sols[[2]] [1] “[(E plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, A pl-EC)]”
$sols[[3]] [1] “[(Rejeita, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, A pl-EC)]”
$sols[[4]] [1] “[(A plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, E pl-EC)]”
$sols[[5]] [1] “[(E pl0, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, E pl-EC)]”
$sols[[6]] [1] “[(Rejeita, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, E pl-EC)]”
$n_sols [1] 6



$trees $trees|[1]]

Camara

A plO

plO

Rejeita

nﬂ! A plO

Senado
&k DIO

Rejeita

E D-E

Rejeita pI-NC

(1,0)

10

0O
Q
3
Q
Y

A pl0

nll
(1, 1)

nl2
-2, -1)

ni3
(1, 1)

nl4
-2, -1)



A pl0 A pl0 nil

Senado

$trees|[2]]

11



A pl0 A pl0 nil

Senado

$trees|[3]]

12



$trees|[4]]

Camara

A plO

plO

Rejeita

A p|0 nil
Senado «-2, -1) 1,1
Rejeita
nil2
ot
(1,0)
A prEe
(11 1) ni3
=K @1
Rejeita pI-NC ng prova pissée
Camara
A plO
n10 n14
(1,0) (1,0) -2,-1)

13



A pl0 A pl0 nil

Camara Senado 1,1

10
E nil2
=2, -1)
Rejeita
==
(11 1) ni3
=R @1
Rejeita pI-NC ng prova pissée
Camara
A plO
n10 n14
1,0 (1, 0) -2,-1)

$trees|[5]]

14



A plO A plO
Camara Senado

nil

plO

Rejeita

1,0)
$trees|[6]]
attr(,“class”) [1] “extensive_sol”

3.8Q¢40

15

1, 1)

(11 1) n13
1, 1)
ng prova plsbe
A plO
nlo0 nl4
(1, 0) -2,-1)



A plO

Camara

plO

Rejeita

E D-E

Rejeita pI-KC

n10

0, 1)

## backward induction: [(A plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES),
$concept [1] “backward”

$sols $sols[[1]] [1] “[(A plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, A pl-EC)]”

[
$sols[[2]] [1] “[(E plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, A pl-EC)]”
$sols[[3]] [1] “[(E plo, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (Rejeita, A pl-EC)]”
$sols[[4]] [1] “[(A plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, E pl-EC)]”
$sols[[5]] [1] “[(E pl0, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, E pl-EC)]”
$sols[[6]] [1] “[(E plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (Rejeita, E pl-EC)]”
$sols[[7]] [1] “[(A plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (E pl0, Rejeita pl-EC)]”
$sols[[8]] [1] “[(A plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (Rejeita, Rejeita pl-EC)]”
$sols[[9]] [1] “[(E plO, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (Rejeita, Rejeita pl-EC)]”
$sols[[10]] [1] “[(Rejeita, A pl-S, Aprova pl-EC-ES), (Rejeita, Rejeita pl-EC)]”
$n_sols [1] 10

16

(E pl0, A pl-EC)],

nll
1, 1)

ni3
(1, 1)

nl4
-2,-1)

[(E pl0, A pl-S, Aprova pl



$trees $trees|[1]]

Camara

A plO

plO

Rejeita

nﬂ! A plO

Senado
&k DIO

Rejeita

E D-E

Rejeita pI-NC

0, 1)

17

0O
Q
3
Q
Y

A pl0

nll
(1, 1)

nl2
-2, -1)

ni3
(1, 1)

nl4
-2, -1)



A pl0 A pl0 nil

Senado

$trees|[2]]

18



$trees|[3]]

Senado

19

nil
(1, 1)

1,1



$trees|[4]]

Camara

A plO

plO

Rejeita

A p|0 nil
Senado «-2, -1) 1,1
Rejeita
nil2
ot
(0, 1)
A prEe
(11 1) ni3
=K @1
Rejeita pI-NC ng prova pissée
Camara
A plO
n10 n14
0, 1) 0,1) -2,-1)

20



A pl0 A pl0 nil

Camara Senado 1,1

10
E nil2
=2, -1)
Rejeita
==
(11 1) ni3
=R @1
Rejeita pI-NC ng prova pissée
Camara
A plO
n10 n14
©,1) 0,1) -2,-1)

$trees|[5]]

21



A pl0 A pl0 nil

Camara 1,1

plO

Rejeita

Nilmas
(11 1) ni3
ERS 1)
Rejeita pI-NC ng prova pissée
A plO
n10 n14
0, 1) 0, 1) -2,-1)

$trees|[6]]

22



$trees|[7]]

Camara

A plO

plO

Rejeita

lﬂ! A plO

nil

Senado

Rejeita

Rejeita pl-E

0, 1)

23

«-2,-1) 1, 1)

nl2

<=

0, 1)

(11 1) n13

1, 1)
ng prova plsbe
Camara
A plO

nlo0 nl4

0, 1) -2,-1)



$trees|[8]]

Camara

A plO

plO

Rejeita

lﬂ! A plO

Senado
o0

Rejeita

Rejeita pl-E

0, 1)

24

O
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)

A plO

nil
(1, 1)

nl2
-2,-1)

ni3
(1, 1)

nl4
-2,-1)



A pl0 A pl0 nil

Camara 1,1

plO

Rejeita

Nz
(11 1) ni3
E J E (1, 1)
Rejeita pl-¥ ng prova pisl
A plO
n10 n14
0, 1) 0, 1) -2,-1)

$trees|[[9]]

25



A plO A pl0 nil

Camara 1,1

10
P nl2
=2, -1)
Rejeita
Nz
(11 1) nl3
E 1J E (1’ 1)
Rejeita pl-¥ ng prova pissk
A plC
n10 n14
0,1) 0,1) -2,-1)

$trees|[[10]]
attr(,“class”) [1] “extensive_sol”

4.9Qé1
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