Problema 20, lista 2. Calcule o momento de inércia para:

a) Uma vareta homogénea de comprimento L e massa M; b) Um aro circular que gira em torno a um eixo

perpendicular ao seu plano passando pelo préprio centro; ¢) Um disco homogéneo em relacdo a o eixo

perpendicular ao seu plano e passando pelo proprio centro; d) Um cilindro homogéneo em relacdo ao

préprio eixo; ) Uma casca esférica delgada em relagdo a um didmetro; f) Uma esfera macica em relagéo

a um didmetro.

L/10 C % a) Resolucéo na pagina 205 RHK 5tga Ed. Ou 286 6ta Ed. Supondo a vareta

"Eixo de rotacdo COM um comprimento L, se a dividirmos em 10 por¢des, cada pedaco terad

T Ty Um comprimento igual L/10, e massa M/10. Se numerarmos os pedagos de
r— esquerda a direita como 1,2, etc, cada um deles estard a uma distancia r, do

eixo de rotacéo.

Se considerarmos que o centro de massa do primeiro pedaco a esquerda do

eixo de rotacdo esta a uma distancia 0,5xL/10

rs=rs=0,5.0,1L=0,05L; r,=r7=rs+L/10=0,05L+0,1L=0,15L; r3=rg=r5+2L/10=0,05L+0,2L=0,25L,

ry=re=rs+3L/10=0,05L+0,3L=0,35L; ri=ryo=rs+4L/10=0,05L+0,4L=0,45L.

Desenvolvendo a soma dos 10 pedagos:

2 2 2

(0,1M )(0,45L)? +(0,1M )(0,35L)? +(0,1M )(0,25L)* +(0,1M )(0,15L)? +(0,1M )(0,05L)? +...
Jiguais termos para o lado direito, entdo: | =0,0825ML*. Este resultado pode ser re-feito dividindo a
barra em 20, 30 ou n pedacos. Como ja sabemos integrar, vamos imaginar que cada pedaco corresponde a
um diferencial de massa dm.

Dessa maneira: | =|jm D_r2am, Irzdm A integracdo € efetuada sobre todo o volume do objeto mas
am,—0

podemos efetuar algumas simplificacGes.

-

Sabendo que a densidade, p = MX/ = M = pV . Se a vareta gira em torno a um eixo perpendicular,

como nosso caso, escolhendo um elemento de volume arbitrario de massa dm, posicionado a uma
distancia x do eixo, a massa desse elemento é igual a massa especifica (massa por unidade de volume) p,
multiplicada pelo elemento de volume dV, dm= p.dV. O elemento de volume é igual a é&rea
multiplicada pela sua espessura dx:

dV = Adx = dm= pdV = pAdx . O volume da vareta pode ser interpretado como o produto da area pelo
comprimento: V=A.L desta maneira a expressdo anterior fica:

I =Ir2dm =J-I’2pdV =_|.x2 %Adx =%J'x2dx,

Como x = 0 no meio da vareta, os limites de integracdo séo de x = —L/2 a x = +L/2. Desta maneira a
inércia rotacional é:

3 +L/2
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Mandar eles obter | para a extremidade da vareta.
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b) Um aro circular que gira em torno a um eixo perpendicular ao seu plano passando pelo proprio centro.

A Podemos dizer que cada elemento de massa do anel esta a uma distancia R do eixo de
rotacéo, entédo:

dm

@ |=jr2dm=R2jdm=R2M.




¢) Um disco homogéneo em relagdo a o eixo perpendicular ao seu plano e passando pelo préprio centro.
No caso de um disco homogéneo, toda a massa esta distribuidaentrer=0er =R e ndo
concentrada em r = R como no caso anterior. Cada elemento de massa dm é um anel

infinitesimal de raio r e espessura dr. O momento de inércia desse elemento de massa é
@R r’dm e a area de cada elemento de massa é dA=2x r dr, definindo a densidade por

unidade se superficie p = (massa por unidade de superficie)= M/A a massa do elemento

A

2ardr , substituindo na formula:

M= pA, mas A=rR?assim: dm = pdA = %dA _M

2

M
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IRrSdr =2M2r_ =M2R_=1MR2
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0

I =jr2dm =I0Rr2 %Zﬂrdr =27

d) Um cilindro homogéneo em relacdo ao préprio eixo.

Imaginemos que o cilindro seja constituido por discos de massa dm e momento de inércia dmR?/2
deduzido no caso anterior.

O momento de inércia sera a integral desse elemento:

|=j1dmR2=1R2jdm=1MR2.
2 2 2

e) Uma casca esférica delgada em relagcdo a um diametro.
CG\ Consideraremos um elemento de massa dm, que gira em relacdo a um
didmetro. Cada elemento de massa dm variardem ¢ de ¢ =0 até ¢ =
KJ 2z, formando um anel, e a distancia q desse elemento de massa até o

AL : « .y .
z O /A eixo de rotacdo variara de g = R até g = 0; mas
q=Rsen & (1) portanto a variavel de integracdo passa a ser € que
variade 0 a =

M

Se densidade de massa por unidade de area é: £ = K ; sendo

A =47z R* amassa da casca esférica serd: M = pA e o diferencial
de massa, dm = o dA pode ser representada pela pequena area da fig.

S
é pdA= pdpxd/. Pela definicdo de angulo em radianos & = E de

S
onde AQ = L(_:O = %p = Ap = RA6 = dp =Rd@. Por outro lado, @ = E como S equivale a longitude
raio
da circunferéncia de raio r quando ¢ fecha o circulo, podemos fazer de S = /¢ de maneira que

Al Al
- ? - Rsend
dm= pdA= pdpxdl/ = pRAOIxRsen@Ap = pR’senfdfde
Assim, como | = I q° dm, substituindo pelas expressdes acima e rearranjando:

= Al =RsenfAg . Assim,

2z Vg Vg
| = pId(DIRZ sen’0R*sen6d6 = p2x R“fsen%’d(—cos@)
0 0 0

chamando cos 8= x — d(cos ) = dx ; por outro lado como sen? 8+ cos* 6= 1—» sen? §= 1- cos’ 6.
Com a consequente mudanca nos limites de integracdo ja que -cos 6 varia de -1 a 1. Devemos entdo



mudar o sinal do coseno e trocar os limites de integracdo. Substituindo estas expressoes na equagao
acima:

| = p2ﬁR4T(1—Cosz 0)d(cos0) = p2ﬂR4j(l—x2)dx -
V4 -1

=p27rR“{X—% =p2nR4{1—%_(_1_@ﬂ _

3
dla
4
27R*—M

=p2zRY ——|-Z||=p272R*' . =——5—="MR’

per ( ( j per 3 47R? 3
OUTRA FORMA, integrando anéis. B\
Iaro:RZM, <¢

=R e
Iesf :Idlaro:jqzdm:ijsenzgdm q sen /-R_q
g=Rsend o
M
P=K3M=pAe dm=pdA

A area pode ser considerada como o comprimento do anel de raio q e espessura dg, entdo:
dm=p27qdq

Pela definicdo de angulo em radianos, 6= areo A :%q = AqQ=RA0=dg=Rdé.

Raio
Entdo, a inércia rotacional da esfera fica:

lss =R?[sen’0 p27rRsen@dq=R°p27[sen®0 Rsenddg=R*p27 R[sen6 send do =
0

=R"p27 [sen’6 d(-cos o)
0

chamando cos 8= x — d(cos ) = dx ; por outro lado como sen? 8+ cos* 8= 1—» sen? §= 1- cos’ 6.
Com a consequente mudanca nos limites de integracdo ja que -cos 6 varia de -1 a 1. Devemos entdo
mudar o sinal do coseno e trocar os limites de integracdo. Substituindo estas expressdes na equacao
acima:

ua 1 2 3
lest :R4,027Tf(1—00829)d(C089)=R4 M 227r.|.(1—x2)dx:MR {X_X_J

A G4




f) Uma esfera macica em relagdo a um didmetro.
pP=MIN— M=pV éreado disco = g’ dV= zg°dz
dm =pdV altura do disco = dz
volume total da esfera = 4/3 7R®
substituindo, dm = pzg°dz

Se | =Ir2dm vemos que a integral envolve duas variaveis, q e z.

Fazendo | :IV dl onde dlI e a inércia rotacional do disco, considerando um disco com uma massa dm,

Idisco:% M r? = dI = inércia rotacional de um disco de raio q = %dm q’

Nos valendo da simetria dos dois hemisférios, (DH
- = Ly = 2 20z = q =R send —~—1
I=2 hemisfériodI =2 hemisférioEq dm _J-hemisfério q P q dz = -
’ i Z2 O¥R
B p J.(qz) 4 dZ - pﬂ- hemisfério(qz) dZ

hemisfério

Nos valendo da igualdade: q2 +722=R?*’=> q2 = R? — 72, substituindo

na integral,
I = Pﬁ.[:(qz)zdz =j::\:|3 IOR(R2 - zz)zdz =p7z.|.0R(R4 4 74 —2R222)dz _
R

_3M ﬂ8R5 _ 2MR?
47R% 15 5




