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PROF. NAKAO

❖ Linhas de influência. Diagramas de 
máximos e mínimos. 
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G
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N

D
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VIGA SIMPLESMENTE APOIADA

L

1z

x (L-x)
YA YB

S

LINHAS DE INFLUÊNCIA
Definição
Linha de influência de um esforço Es na seção fixa S de uma viga 
é o diagrama que fornece Es produzido por uma carga unitária 
móvel adimensional percorrendo toda a extensão da viga.



1. Reações nos apoios

∑𝑀 𝐴 = 0 = −1. 𝑧 + 𝑌𝐵. 𝐿 ⟹ 𝒀𝑩 =
𝒛

𝑳

∑𝑀 𝐵 = 0 = −𝑌𝐴. 𝐿 + 1. (𝐿 − 𝑧) ⟹ 𝒀𝑨 =
𝑳 − 𝒛

𝑳

2. Linha de influência da reação no apoio A

𝑌𝐴 =
𝐿 − 𝑧

𝐿
⟹ 𝑌𝐴 𝑧 = 0 = 1

𝑌𝐴 =
𝐿 − 𝑧

𝐿
⟹ 𝑌𝐴 𝑧 = 𝐿 = 0

3. Linha de influência da reação no apoio B

𝑌𝐵 =
𝑧

𝐿
⟹ 𝑌𝐵 𝑧 = 0 = 0

𝑌𝐵 =
𝑧

𝐿
⟹ 𝑌𝐵 𝑧 = 𝐿 = 1

1

A B

x L-x

Reação em A quando z=x é L-x/L

A B

x L-x

1
Reação em B quando z=x é x/L

L

1z

x (L-x)
YA YB

S



x L-x

1

A B

Reação em A quando z=x é L-x/L

A B

x L-x

1

Reação em B quando z=x é x/L

L

1z

x (L-x)YA YB

S

LI YA

LI YB



4. Seção S

LIV em S

L

1z

x (L-x)
YA=L-z/L YB=z/L

S 1z

x (L-x)
YA=L-z/L YB=z/L

S

z/L 1

(z/L). (L-x) -1. (z-x)

V=1 - z/L

M=(1 - z/L).x

z/L

(z/L). (L-x)

V= - z/L

M=(L - x).(z/L)

V=1 - z/L⟹ V(z=x)=1-x/L e V(z=L)=0V= - z/L⟹V(z=0)=0 e V(z=x)=-x/L

M=(L - x).(z/L)⟹M(z=0)=0 e M(z=x)=(x/L).(L-x) M=(1- z/L).x⟹M(z=x)=(1-x/L).x e M(z=L)=0

LIM em S

1

1 1

1

(L-x)
(L-x)

x x

VS (em S) quando z 
está nesta posição

MS (em S) quando z 
está nesta posição

(z-x)



5. REGRA PRÁTICA para VIGA SIMPLESMENTE APOIADA AB

LI YA

LI YB

LI VS

LI MS

1

1

1

1

+

+

+
-

x

x

S

S

L

1z

x (L-x)
YA YB

S



6. VIGAS AB e CD EM BALANÇO

1

+

1

-

z

A BS1 CS2 S3 D

a b

dc

1 1.(a-z)

z
1 1.(a-z)

1

1.c

LI VS1

LI MS1

LI VS1

LI MS1

z

z

1

1

1

1.d

1. z

1

1.z

LI VS3

LI VS3

LI MS3

LI MS3



a/L

1

LI YC

+
(L+b)/L

-

1

LI YB

+(L+a)/L

b/L-

A BS1 CS2 S3 D

a x L-x b

dc

7. REGRA PRÁTICA para VIGA ABCD SIMPLESMENTE APOIADA COM BALANÇOS 



1 -
LI VS1

+

1

(L-x)/L
a/L

1

x/L

A BS1 CS2 S3 D

LI VS2

1+

+
- -

b/L

LI VS3

c
a x L-x b

d



1 -
LI VS1

A BS1 CS2 S3 D

1+

+

1

(L-x)/L
a/L

1

x/L

LI VS2
+

- -
b/L

LI VS3

c
a x L-x b

d

S4

+

1

1
a/L

1
LI VS4

+ -
b/L

+

1

a/L
1

LI VS5
+

- -
b/L1

S5



b.x/L

LI MS2x(L-x)/L

A BS1 CS2 S3 D

a.(L-x)/L

LI MS1

LI MS3

d

c

c

a x L-x

d
b



LI MS4

A BS1 CS2 S3 D

a

LI MS1

LI MS6

a

c

c

a x L-x

d
b

S4S6



LI MS

x

x

S

d é o Ms devido à força unitária adimensional 

LI MS

x

x

S
P (força)

Es=P.d Es=p.A

8. ESFORÇOS PRODUZIDOS POR CARGAS CONCENTRADAS E POR CARGAS 
UNIFORMEMENTE DISTRIBUÍDAS

L

1z

x (L-x)

S

d

p (força/comprimento)

A(área)

A é a área do Ms devido à atuação da carga distribuída 



NÃO CONFUNDIR 

DIAGRAMA DE ESFORÇO SOLICITANTE (LINHA DE ESTADO)

com LINHA DE INFLUÊNCIA



L

P

L/2 L/2
L

Pz

x (L-x)

S

P(L-z)/L Pz/LP/2P/2

1

1

(L-x)

P/2

P/2

+

-

PL/4

-x/L

1-x/L

V=-P/2 V=-P/2
V=-Px/L

V=P(1-x/L)

M=Px(1- x/L)
M=P/2(L- x)

x

S

LIVS

LIMS

V

M

DIAGRAMA DE ESFORÇO SOLICITANTE LINHA DE INFLUÊNCIA

ESFORÇO PRODUZIDO EM TODAS AS SEÇÕES 
DA VIGA POR UMA CARGA FIXA

ESFORÇO PRODUZIDO EM UMA ÚNICA SEÇÃO 
DA VIGA POR UMA CARGA MÓVEL

CARREGAMENTO FIXO, NÃO VARIA NEM 
POSIÇÃO NEM INTENSIDADE

CARREGAMENTO MÓVEL APLICADO EM TODAS 
AS POSIÇÕES DA VIGA

ESTRUTURA + AÇÕES PERMANENTES + 
AÇÕES ACIDENTAIS FIXAS ⟹ LINHAS DE 

ESTADO

ESTRUTURA + AÇÕES PERMANENTES + AÇÕES 
ACIDENTAIS MÓVEIS ⟹ LINHA DE INFLUÊNCIA 



LINHAS DE INFLUÊNCIA

Definição
Linha de influência de um esforço Es na seção fixa S
de uma viga é o diagrama que fornece Es produzido
por uma carga unitária móvel adimensional
percorrendo toda a extensão da viga.

Teorema
Em uma viga cuja LI de um esforço Es é linear e
possui pontos angulosos, os esforços extremos
produzidos por um veículo-tipo ocorrem para uma
das cargas do veículo-tipo sobre um dos pontos
angulosos ou sobre as extremidades da viga.



EXERCÍCIO 1.

a) Desenhe a LI da força cortante V para a seção S
b) Desenhe a LI do momento fletor M para a seção S
c) Determine o máximo momento fletor positivo que pode ocorrer 

na seção S com o veículo-tipo e peso próprio fornecidos

pp= 20 kN/m 1 m

200 kN 100 kN



A BS

2 m 1 m1 m 3 m

0,5

1
0,75

0,25
1

0,25 LI VS

1 m

1
0,75 

1,5

0,25 LI MS



A BS

2 m 1 m1 m 3 m

0,5

1
0,75

0,25
1

0,25 LI VS

1 m

1
0,75 

1,5

0,25 LI MS

0,5 

200 kN
100 kN

20 kN/m 

𝑀𝑚á𝑥,𝑆 =
2.(−1,5)

2
+

4.(0,75)

2
+

1.(−0,25)

2
. 20 + 200.0,75 + 100.0,5 = 197,5 𝑘𝑁𝑚



EXERCÍCIO 2.

a) Desenhe a LI da força cortante V para a seção S
b) Desenhe a LI do momento fletor M para a seção S
c) Determine o máximo momento fletor positivo que pode ocorrer 

na seção S com o veículo-tipo, peso próprio, carga de multidão fornecidos
d)   Determine a mínima força cortante que pode ocorrer na seção S com o 

veículo-tipo, peso próprio, carga de multidão fornecidos

pp= 20 kN/m         pm=5 kN/m 
1 m

200 kN 100 kN



A BS

2 m 1 m1 m 3 m

0,5

1
0,75

0,25
1

0,25 LI VS

1 m

1
0,75 

1,5

0,25 LI MS



A BS

2 m 1 m1 m 3 m

𝑉𝑚í𝑛,𝑆 =
2.(0,5)

2
+

1.(−0,25)

2
+

3.(0,75)

2
+

1.(−0,25)

2
. 20 +

1.(−0,25)

2
+

1.(−0,25)

2
. 5 + 200. −0,25 + 100. 0,00 = −21,25 𝑘𝑁𝑚

1
0,75

0,25
1

0,25 LI VS

1 m

1
0,75 

0,25 LI MS

0,5 

200 kN
100 kN20 kN/m 

0,5

1,5

+
-

+

-

V

M

20 kN/m 

5 kN/m 

5 kN/m 

𝑀𝑚á𝑥,𝑆 =
2.(−1,5)

2
+

4.(0,75)

2
+

1.(−0,25)

2
. 20 +

4.(0,75)

2
. 5 + 200.0,75 + 100.0,5 = 205 𝑘𝑁𝑚

100 kN
200 kN



APOSTILA CAPÍTULO 6 PÁGINA 33



APOSTILA CAPÍTULO 6 PÁGINA 37



APOSTILA CAPÍTULO 6 PÁGINA 42



APOSTILA CAPÍTULO 6 PÁGINA 43



APOSTILA CAPÍTULO 6 PÁGINA 46





A B

S1

2 m 3 m6 m 6 m

𝑉𝑚í𝑛,𝑆2 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 . 25 + 𝐴2 + 𝐴3 . 15 + 𝑃. −5/6 + 𝑃. −1 = −250,75 − 1,83. 𝑃

1

1 1/4

LI VS2

1/6 +

-

+

-

V
25 kN/m 15 kN/m 

P kN

S2

-
5/6

P kN

A1=2.(1/6).(1/2)=+1/6 A2=12.(-1).(1/2)=-6 A3=3.(-1/4).(1/2)=-3/8

𝑉𝑚í𝑛,𝑆2 = +250,75 + 1,83. 𝑃 ≤ 350 ⟹ 𝑷 ≤ 𝟓𝟒𝒌𝑵

𝑝𝑒𝑠𝑜 𝑝𝑟ó𝑝𝑟𝑖𝑜; 𝑔 = 25
𝑘𝑁

𝑚
; 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑚ó𝑣𝑒𝑙: 𝑝 = 15

𝑘𝑁

𝑚
; 𝑣𝑒í𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑡𝑖𝑝𝑜: P … 2m … P



A B

S1

2 m 3 m6 m 6 m

3m

LI MS2

M

25 kN/m 

15 kN/m 

𝑀𝑚í𝑛,𝑆2 = A4 . 25 + A4 . 15 + 𝑃. −1 + 𝑃. −3 = −180 − 4. 𝑃

P kN

S2

P kN

1m

A4=3.(-3).(1/2)=-9/2

𝑀𝑚í𝑛,𝑆2 = +180 + 4. 𝑃 ≤ 450 ⟹ 𝑷 ≤ 𝟔𝟕 𝒌𝑵

𝑝𝑒𝑠𝑜 𝑝𝑟ó𝑝𝑟𝑖𝑜; 𝑔 = 25
𝑘𝑁

𝑚
; 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑚ó𝑣𝑒𝑙: 𝑝 = 15

𝑘𝑁

𝑚
; 𝑣𝑒í𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑡𝑖𝑝𝑜: P … 2m … P



A B

S1

2 m 3 m6 m 6 m

3/2

LI MS1

1

M

25 kN/m 

15 kN/m 

𝑀𝑚á𝑥,𝑆1 = 𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7 . 25 + 𝐴6 . 15 + 𝑃. 3 + 𝑃. 2 = 638,75 + 5. 𝑃

P kN

S2

P kN

6 m

A5=2.(-1).(1/2)=-1 A7=3.(-3/2).(1/2)=-9/4

A6=12.3.(1/2)=18

3 m
2 m

𝑀𝑚á𝑥,𝑆1 = 638,75 + 5. 𝑃 ≤ 1000⟹𝑷 ≤ 𝟕𝟐 𝒌𝑵

𝑝𝑒𝑠𝑜 𝑝𝑟ó𝑝𝑟𝑖𝑜; 𝑔 = 25
𝑘𝑁

𝑚
; 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑚ó𝑣𝑒𝑙: 𝑝 = 15

𝑘𝑁

𝑚
; 𝑣𝑒í𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑡𝑖𝑝𝑜: P … 2m … P



𝑉𝑚í𝑛,𝑆2 = +250,75 + 1,83. 𝑃 ≤ 350 ⟹ 𝑷 ≤ 𝟓𝟒𝒌𝑵

𝑀𝑚í𝑛,𝑆2 = +180 + 4. 𝑃 ≤ 450 ⟹ 𝑷 ≤ 𝟔𝟕 𝒌𝑵

𝑀𝑚á𝑥,𝑆1 = 638,75 + 5. 𝑃 ≤ 1000⟹ 𝑷 ≤ 𝟕𝟐 𝒌𝑵

Portanto, Pmáx = 54 kN





A B

S1

12m 6m30m 10m

𝑀𝑚á𝑥,𝑆3 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 ∗ 5 + 𝐴2 ∗ 50 + 𝑃 ∗
34

3
+ 𝑃 ∗

37

3
+ 𝑃 ∗

40

3
⟹ 𝑴𝒎á𝒙,𝑺𝟑 = 𝟐𝟑𝟔𝟕𝟎𝒌𝑵𝒎

S3

20m

S2

𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑎𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒: 𝑔 = 5
𝑘𝑁

𝑚
; 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑑𝑒 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑑ã𝑜: 𝑞 = 50

𝑘𝑁

𝑚
; 𝑣𝑒í𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑡𝑖𝑝𝑜: 3𝑚 3𝑚 𝑃 = 50𝑘𝑁

LI MS3

z

4 4

40/3
37/3

34/3

𝐴1 =
12 ∗ (−4)

2
= −24 𝐴2 =

60 ∗ (
40
3 )

2
= 400 𝐴3 =

6 ∗ (−4)

2
= −12

𝑃 = 50



A B

S1

12m 6m30m 10m

𝑀𝑚í𝑛,𝑆3 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 ∗ 5 + 𝐴1 + 𝐴3 ∗ 50 + 𝑃 ∗ 4 + 𝑃 ∗ 3 + 𝑃 ∗ 2 ⟹ 𝑴𝒎í𝒏,𝑺𝟑 = −𝟒𝟑𝟎𝒌𝑵𝒎

S3

20m

S2

𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑎𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒: 𝑔 = 5
𝑘𝑁

𝑚
; 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑑𝑒 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑑ã𝑜: 𝑞 = 50

𝑘𝑁

𝑚
; 𝑣𝑒í𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑡𝑖𝑝𝑜: 3𝑚 3𝑚 𝑃 = 50 𝑘𝑁

LI MS3

z

4 4

40/3
37/3

34/3

𝐴1 =
12 ∗ (−4)

2
= −24 𝐴2 =

60 ∗ (
40
3 )

2
= 400 𝐴3 =

6 ∗ (−4)

2
= −12

𝑃 = 50

3 2





A B

S1

12m 6m30m 10m

𝑀𝑚á𝑥,𝑆1 = 0

S3

𝑀𝑚á𝑥,𝑆1,𝑆2 = 15525 + 42. 𝑃 ≤ 28000⟹ 𝑷 ≤ 𝟐𝟗𝟕 𝒌𝑵

20m

S2

LI MS1

LI MS2

z

12

15

36

1

𝐴4 =
12 ∗ (−12)

2
= −72

𝐴5 =
12 ∗ (−6)

2
= −36

𝐴6 =
60 ∗ (15)

2
= 450

𝐴7 =
6 ∗ (−3)

2
= −9

13,5

𝑀𝑚á𝑥,𝑆2 = 𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7 ∗ 5 + 𝐴6 ∗ 30 + 𝑃 ∗ 13,5 + 𝑃 ∗ 15 + 𝑃 ∗ 13,5 = 15525 + 42. 𝑃

13,5

𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑎𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒: 𝑔 = 5
𝑘𝑁

𝑚
; 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑑𝑒 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑑ã𝑜: 𝑞 = 30

𝑘𝑁

𝑚
; 𝑣𝑒í𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑡𝑖𝑝𝑜: 3𝑚 3𝑚 𝑃



A B

S1

12m 6m30m 10m

𝑀𝑚í𝑛,𝑆1 = 𝐴4 ∗ 5 + 𝐴4 ∗ 30 + 𝑃 ∗ −12 + 𝑃 ∗ −9 + 𝑃 ∗ −6 = −2520 − 27. 𝑃 ≥ −5000⟹𝑷 ≤ 𝟗𝟏, 𝟖 𝒌𝑵

S3

𝑀𝑚í𝑛,𝑆2 = 𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7 ∗ 5 + 𝐴5 + 𝐴7 ∗ 30 + 𝑃 ∗ −6 + 𝑃 ∗ −4,5 + 𝑃 ∗ −3 = 675 − 13,5𝑃 ≥ −5000⟹𝑷 ≤ 𝟒𝟐𝟎𝒌𝑵

20m

S2

𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑎𝑛𝑒𝑛𝑡𝑒: 𝑔 = 5
𝑘𝑁

𝑚
; 𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎 𝑑𝑒 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑑ã𝑜: 𝑞 = 30

𝑘𝑁

𝑚
; 𝑣𝑒í𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑡𝑖𝑝𝑜: 𝑃3𝑚𝑃3𝑚𝑃

LI MS1

LI MS2

z

12

15

36

1

𝐴4 =
12∗(−12)

2
= −72-

𝐴5 =
12 ∗ (−6)

2
= −36

𝐴6 =
60 ∗ (15)

2
= 450

𝐴7 =
6 ∗ (−3)

2
= −9

Portanto, Pmáx = 91,8 kN



+

+
−

𝑳𝑰𝑽𝑺𝟏

𝑳𝑰𝑽𝑺𝟐

𝑳𝑰𝑴𝑺𝟐

+𝟏

+𝟎, 𝟓

−𝟎, 𝟓

+𝟐

𝒈 = 𝟐𝒌𝑵/𝒎

𝒈 = 𝟐𝒌𝑵/𝒎

𝒈 = 𝟐𝒌𝑵/𝒎

𝒑

𝒑

𝒑

𝑨𝟏 =
𝟖 ∗ 𝟏

𝟐
= 𝟒

𝑨𝟐 =
𝟒 ∗ (−𝟎, 𝟓)

𝟐
= −𝟏 𝑨𝟑 =

𝟒 ∗ (+𝟎, 𝟓)

𝟐
= 𝟏

𝑨𝟒 =
𝟖 ∗ 𝟐

𝟐
= 𝟖

+
𝟕

𝟖

+𝟏, 𝟓

𝟑 𝒌𝑵

𝟑 𝒌𝑵

𝟑 𝒌𝑵

1,5 𝒌𝑵

1,5 𝒌𝑵

1,5 𝒌𝑵

𝑽𝒎á𝒙 𝑺𝟏
= 𝑨𝟏 ∗ 𝒈 + 𝑨𝟏 ∗ 𝒑 + 𝟑 ∗ 𝟏 + 𝟏, 𝟓 ∗

𝟕

𝟖
≤ 𝟏𝟔 ⟹ 𝒑 ≤ 𝟎, 𝟗𝟐𝟏𝟖𝟕𝟓 𝒌𝑵/𝒎

𝑽𝒎á𝒙 𝑺𝟐
= (𝑨𝟐+𝑨𝟑) ∗ 𝒈 + 𝑨𝟑 ∗ 𝒑 + 𝟑 ∗ 𝟎, 𝟓 + 𝟏, 𝟓 ∗

𝟑

𝟖
≤ 𝟑 ⟹ 𝒑 ≤ 𝟎, 𝟗𝟑𝟕𝟓 𝒌𝑵/𝒎

+
𝟑

𝟖

𝑴𝒎á𝒙 𝑺𝟐
= 𝑨𝟒 ∗ 𝒈 + 𝑨𝟒 ∗ 𝒑 + 𝟑 ∗ 𝟐 + 𝟏, 𝟓 ∗ 𝟏, 𝟓 ≤ 𝟑𝟑 ⟹ 𝒑 ≤ 𝟏, 𝟎𝟗𝟑𝟕𝟓 𝒌𝑵/𝒎

𝑳𝒐𝒈𝒐, 𝒑𝒎á𝒙 = 𝟎, 𝟗𝟐𝟏𝟖𝟕𝟓 𝒌𝑵/𝒎
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LINHAS DE INFLUÊNCIA

Definição
Linha de influência de um esforço Es na seção fixa S
de uma viga é o diagrama que fornece Es produzido
por uma carga unitária móvel adimensional
percorrendo toda a extensão da viga.

Teorema
Em uma viga cuja LI de um esforço Es é linear e
possui pontos angulosos, os esforços extremos
produzidos por um veículo-tipo ocorrem para uma
das cargas do veículo-tipo sobre um dos pontos
angulosos ou sobre as extremidades da viga.



ALUNOS DA USP PODEM ACESSAR AS NORMAS DA 
ABNT, COM O EMAIL USP E A SENHA ÚNICA

LINK: GEDWEB.COM.BR/USP/ 
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