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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ ∇ ⋅ (𝜕𝜕𝑢𝑢) = 0

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢 ⋅ ∇𝑢𝑢 = −∇𝑃𝑃 +
1
𝑅𝑅𝑅𝑅

∇2𝑢𝑢 + Σ
1
𝑅𝑅𝑘𝑘

𝐹𝐹𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢 ⋅ ∇𝜕𝜕 =

1
𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∇ ⋅ (𝑘𝑘∇𝜕𝜕) +

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑅𝑅𝑅𝑅Φ(𝑢𝑢)



𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ ∇ ⋅ (𝜕𝜕𝑢𝑢) = 0

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢 ⋅ ∇𝑢𝑢 = −∇𝑃𝑃 +
1
𝑅𝑅𝑅𝑅

∇2𝑢𝑢 + Σ
1
𝑅𝑅𝑘𝑘

𝐹𝐹𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢 ⋅ ∇𝜕𝜕 =

1
𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑃𝑃𝑃𝑃 ∇ ⋅ (𝑘𝑘∇𝜕𝜕) +

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑅𝑅𝑅𝑅Φ(𝑢𝑢) turbulentotransiçãolam.

𝑅𝑅𝑅𝑅𝐷𝐷 =
𝜕𝜕 𝑈𝑈 𝐷𝐷
𝜇𝜇

=
𝑅𝑅𝑒𝑒𝑅𝑅𝑒𝑒𝜕𝜕𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑒𝑒𝐸𝐸𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑒𝑒𝑅𝑅𝑒𝑒𝜕𝜕𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒𝐸𝐸𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝐸𝐸𝐸𝐸 =
𝑈𝑈2

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜕𝜕𝑠𝑠 − 𝜕𝜕∞)
=
𝑅𝑅𝑑𝑑𝑅𝑅𝑃𝑃𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐸𝐸𝑒𝑒𝑑𝑑𝑐𝜕𝜕𝑒𝑒𝐸𝐸𝑒𝑒
𝑅𝑅𝑑𝑑𝜕𝜕𝑒𝑒𝑒𝑒𝐶𝐶𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐸𝐸. 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒𝜕𝜕𝑅𝑅

𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑅𝑅𝑅𝑅 =

𝜇𝜇 ⁄𝑈𝑈 𝐷𝐷
𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜕𝜕𝑠𝑠 − 𝜕𝜕∞)

significativo quando U>>>0 
e/ou visc >>>0

Adimensionalização das equações governantes...
moldes, etc. oleodutos, etc.
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resistências
localizadas

reservatórios (P=cte)

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑟𝑟 ,𝑢𝑢𝑥𝑥,𝑢𝑢𝜑𝜑
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𝑃𝑃0 − 𝑃𝑃2 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄02

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄21

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃3 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄23

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃5 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄25

𝑃𝑃5 − 𝑃𝑃4 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄54

𝑃𝑃5 − 𝑃𝑃6 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄56

𝑄𝑄02 = 𝑄𝑄21 + 𝑄𝑄23 + 𝑄𝑄25

𝑄𝑄25 = 𝑄𝑄54 + 𝑄𝑄56
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Exemplo: injeção em um molde de plástico...

10 cm3

10 cm3

10 cm3

𝑅𝑅𝜇𝜇 =
8𝜇𝜇𝐿𝐿
𝜋𝜋𝑅𝑅4

=
8 � 0,1 � 50 × 10−3

𝜋𝜋 (2 × 10−3)4
�

1𝑑𝑑3

106 𝐸𝐸𝑑𝑑3 = 7,958 × 10−3
𝑏𝑏𝑒𝑒𝑃𝑃
⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒



Montagem e solução do sistema de equações...
𝑃𝑃0 − 𝑃𝑃2 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄02

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄21

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃3 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄23

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃5 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄25

𝑃𝑃5 − 𝑃𝑃4 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄54

𝑃𝑃5 − 𝑃𝑃6 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄56

𝑄𝑄02 = 𝑄𝑄21 + 𝑄𝑄23 + 𝑄𝑄25

𝑄𝑄25 = 𝑄𝑄54 + 𝑄𝑄56

Parâmetros conhecidos: Incógnitas do problema:

𝑒𝑒𝐶𝐶𝑅𝑅𝑃𝑃𝑒𝑒𝐸𝐸𝑒𝑒𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 → 𝑃𝑃0,𝑃𝑃1,𝑃𝑃3,𝑃𝑃4,𝑃𝑃6

𝑒𝑒𝑅𝑅𝑒𝑒𝑑𝑑𝑐𝜕𝜕𝑃𝑃𝑒𝑒𝐸𝐸𝑒𝑒𝑒𝑒 → 𝐿𝐿′𝑒𝑒 𝑅𝑅 𝑅𝑅′𝑒𝑒

𝐶𝐶𝑝𝑝𝑝𝑒𝑒𝑒𝑒𝑣𝑣𝑒𝑒𝑒𝑒 → 𝜇𝜇

𝐶𝐶𝑃𝑃𝑅𝑅𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑅𝑅𝑒𝑒 → 𝑃𝑃2,𝑃𝑃5
𝑣𝑣𝑒𝑒𝑣𝑣𝑝𝑅𝑅𝑒𝑒 → 𝑄𝑄02,𝑄𝑄21,𝑄𝑄23,𝑄𝑄25,𝑄𝑄54,𝑄𝑄56
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Montagem e solução do sistema de equações...
𝑃𝑃0 − 𝑃𝑃2 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄02

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄21

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃3 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄23

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃5 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄25
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𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄21

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃3 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄23

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃5 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄25

𝑃𝑃5 − 𝑃𝑃4 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄54

𝑃𝑃5 − 𝑃𝑃6 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄56

𝑄𝑄02 = 𝑄𝑄21 + 𝑄𝑄23 + 𝑄𝑄25

𝑄𝑄25 = 𝑄𝑄54 + 𝑄𝑄56

𝑃𝑃2 = 0,2727 𝑏𝑏𝑒𝑒𝑃𝑃

𝑃𝑃5 = 0,0909 𝑏𝑏𝑒𝑒𝑃𝑃

𝑄𝑄02 = 9,191,3918 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄21 = 34,2719 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄23 = 34,2719 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄25 = 22,8479 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄54 = 11,4240 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄56 = 11,4240 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒
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∅ = 2 mm
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2 50
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10 cm3
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Montagem e solução do sistema de equações...

𝑅𝑅𝜇𝜇 =
8𝜇𝜇𝐿𝐿
𝜋𝜋𝑅𝑅4

=
8 � 0,1 � 50 × 10−3

𝜋𝜋 (2 × 10−3)4
�

1𝑑𝑑3

106 𝐸𝐸𝑑𝑑3 = 7,958 × 10−3
𝑏𝑏𝑒𝑒𝑃𝑃
⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒



P0

P0

P0

P0

𝑃𝑃0 − 𝑃𝑃2 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄02

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄21

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃3 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄23

𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃5 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄25

𝑃𝑃5 − 𝑃𝑃4 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄54

𝑃𝑃5 − 𝑃𝑃6 = 𝑅𝑅𝜇𝜇 � 𝑄𝑄56

𝑄𝑄02 = 𝑄𝑄21 + 𝑄𝑄23 + 𝑄𝑄25

𝑄𝑄25 = 𝑄𝑄54 + 𝑄𝑄56

Montagem e solução do sistema de equações...

𝑅𝑅𝜇𝜇 =
8𝜇𝜇𝐿𝐿
𝜋𝜋𝑅𝑅4

=
8 � 0,1 � 50 × 10−3

𝜋𝜋 (2 × 10−3)4
�

1𝑑𝑑3

106 𝐸𝐸𝑑𝑑3 = 7,958 × 10−3
𝑏𝑏𝑒𝑒𝑃𝑃
⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑃𝑃2 = 0,2727 𝑏𝑏𝑒𝑒𝑃𝑃

𝑃𝑃5 = 0,0909 𝑏𝑏𝑒𝑒𝑃𝑃

𝑄𝑄02 = 9,191,3918 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄21 = 34,2719 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄23 = 34,2719 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄25 = 22,8479 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄54 = 11,4240 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒

𝑄𝑄56 = 11,4240 ⁄𝐸𝐸𝑑𝑑3 𝑒𝑒



Dutos: L >>> D → efeitos de inércia são importantes...



Escoamento em dutos: obtenção das equações governantes...

x

x

u
v

w Hipóteses simplificadores

𝑣𝑣 ≡ 𝑤𝑤 ≡ 0
𝜕𝜕 = 𝜕𝜕(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)
Como definir uma velocidade média 
representativa do escoamento para cada 
posição ao longo do duto ?



Escoamento em dutos: obtenção das equações governantes...

x

r

u
v

x

r

laminar 
(parabólico)

turbulento
(lei de potência)

w Hipóteses simplificadores

variação do perfil de 
velocidades com Reynolds

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢max 1 −
𝑃𝑃
𝑅𝑅

𝑛𝑛𝑣𝑣 ≡ 𝑤𝑤 ≡ 0
𝜕𝜕 = 𝜕𝜕(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)



Escoamento em dutos: obtenção das equações governantes...

x

r

u
v

x

r

laminar 
(parabólico)

turbulento
(lei de potência)

�̇�𝑑 = 𝜕𝜕�
𝐴𝐴

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑃𝑃) ⋅ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜕𝜕
𝑑𝑑
𝑑𝑑
�
𝐴𝐴

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑃𝑃) ⋅ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜕𝜕 � 𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥) � 𝑑𝑑

w Hipóteses simplificadores

variação do perfil de 
velocidades com Reynolds

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢max 1 −
𝑃𝑃
𝑅𝑅

𝑛𝑛𝑣𝑣 ≡ 𝑤𝑤 ≡ 0
𝜕𝜕 = 𝜕𝜕(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)



Escoamento em dutos: obtenção das equações governantes...

x

r

u
v

x

r

w Hipóteses simplificadores

perfil uniforme
resultando na mesma 
vazão mássica

Obs.: não havendo escorregamento 
entre as camadas de fluido, a ação 

das forças viscosas será modelada 
como uma força externa

𝑣𝑣 ≡ 𝑤𝑤 ≡ 0
𝜕𝜕 = 𝜕𝜕(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)

𝑢𝑢𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥) ≝
1
𝑑𝑑
�
𝐴𝐴

𝑢𝑢 𝜕𝜕, 𝑥𝑥, 𝑃𝑃 ⋅ 𝑑𝑑𝑑𝑑 → 𝑢𝑢(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)



Escoamento em dutos: obtenção das equações governantes...

x

r

u
v

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)
𝑃𝑃 = 𝑃𝑃(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)
𝜕𝜕 = 𝜕𝜕(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)

w

Obs.: a densidade 
pode ser calculada 

em função da pressão 
e temperatura

Equações
especializadas
(caminho para

a solução)



Escoamento em dutos: obtenção das equações governantes...

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ ∇ ⋅ (𝜕𝜕𝑈𝑈) = 0 →
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

(𝜕𝜕𝑢𝑢) =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 0

Derivada material: derivada tomada ao 
longo de um caminho movendo-se com 

velocidade u

→
1
𝜕𝜕
𝐷𝐷𝜕𝜕
𝐷𝐷𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

=
1
𝐾𝐾
𝐷𝐷𝑃𝑃
𝐷𝐷𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 0 →

𝐾𝐾 =
Δ𝑃𝑃

Δ𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒/𝑉𝑉𝑒𝑒𝑒𝑒 =
Δ𝑃𝑃
𝜕𝜕/Δ𝜕𝜕

Módulo de elasticidade 
volumétrica de um fluido 

(compressibilidade)

Velocidade de propagação de 
pequenas perturbações 
acústicas (isentrópica)

𝑒𝑒2 =
𝐾𝐾
𝜕𝜕

𝐷𝐷
𝐷𝐷𝜕𝜕 =

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝑒𝑒2
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 0

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)
𝑃𝑃 = 𝑃𝑃(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)
𝜕𝜕 = 𝜕𝜕(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)



Escoamento em dutos: obtenção das equações governantes...

𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢 ⋅ ∇𝑢𝑢 = −∇𝑃𝑃 + 𝜇𝜇∇2𝑢𝑢 + Σ�⃗�𝐹3𝐷𝐷 → 𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢 ⋅
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

= −
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝜇𝜇
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + ��⃗�𝐹3𝐷𝐷

Força gravitacional exercida sobre o fluido em 
função da inclinação da tubulação em 

relação à horizontal

𝐹𝐹𝑔𝑔 = 𝜕𝜕𝑒𝑒 sin𝜃𝜃

Como não há deslizamento entre as camadas 
de fluido a ação das forças viscosas pode ser 
modelada pela equação de Darcy-Weisbach

𝐹𝐹𝜇𝜇 = ±𝑒𝑒 ⋅
𝜕𝜕
𝐷𝐷 ⋅

𝑢𝑢2

2 → 𝐹𝐹𝜇𝜇 = 𝑒𝑒 ⋅
𝜕𝜕
𝐷𝐷 ⋅

𝑢𝑢 ⋅ |𝑢𝑢|
2

→
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢 ⋅

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥 +

1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑒𝑒 sin𝜃𝜃 + 𝑒𝑒 ⋅

𝑢𝑢|𝑢𝑢|
𝐶𝐷𝐷 = 0

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝑒𝑒 sin𝜃𝜃 + 𝑒𝑒 ⋅
𝑢𝑢|𝑢𝑢|
𝐶𝐷𝐷

= 0𝑢𝑢 << 𝑒𝑒 →

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)
𝑃𝑃 = 𝑃𝑃(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)
𝜕𝜕 = 𝜕𝜕(𝜕𝜕, 𝑥𝑥)

𝜕𝜕 ⋅
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑢𝑢 ⋅

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥 = −

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝜇𝜇

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2 + ��⃗�𝐹3𝐷𝐷

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝑒𝑒2
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 0



Exemplo real: detecção de vazamentos em 
oleodutos e gasodutos...
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t 0.01⋅

t∆

Arquitetura de um sistema de detecção passiva de vazamentos...





Simulador “faster than real time”...

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑒𝑒 sin𝜃𝜃 + 𝑒𝑒 ⋅

𝑢𝑢|𝑢𝑢|
𝐶𝐷𝐷 = 0

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝜕𝜕𝑒𝑒2

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 0






Abordagem histórica: Darcy-Weisbach...



Henry Darcy

A equação de Darcy-Weisbache e o cálculo do fator de atrito...



A equação de Darcy-Weisbache e o cálculo do fator de atrito...

Henry Darcy



Henry Darcy ∆H

A equação de Darcy-Weisbache e o cálculo do fator de atrito...

∆H



Δ𝑃𝑃𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑣𝑣 ≝ 𝑒𝑒 ⋅
𝐿𝐿
𝐷𝐷
⋅ 𝜕𝜕

𝑉𝑉2

2
→

Δ𝑃𝑃𝐻𝐻 = Δ𝑃𝑃𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑣𝑣

u (m/s)

∆H

Pmax

fator de atrito

Henry Darcy

atrito

A equação de Darcy-Weisbache e o cálculo do fator de atrito...

𝑒𝑒 = 𝑒𝑒(𝑅𝑅𝑅𝑅, ⁄𝑅𝑅 𝐷𝐷)



Diagrama de Moody

Re
64f =
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fRe
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D
e7.3log2

f
1

Laminar (Re < 2500)

Turbulento (Re > 4000)

...Colebrook-White

A equação de Darcy-Weisbache e o cálculo do fator de atrito...



Stuart W. Churchill 
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A equação de Darcy-Weisbache e o cálculo do fator de atrito...
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A equação de Darcy-Weisbache e o cálculo do fator de atrito...



Aplicação: bombeamento de óleo pesado...
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Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...



W
D = 50 cm
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Démarche: gastar Q para 
economizar W (exergia) Q

condensado

vapor saturado

Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...



W
D = 50 cm
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vapor saturado
@ 100°C

móleo
T = 20 °C

Cp = 3,9 kJ/kg/K
ρ = 850 kg/m3

Tsf

Tq

P1P0 P1 P0

líquido saturado
@ 100°C

Q

TefTef Tsf

...T.T.)T( +⋅⋅−⋅⋅=µ −− 3346 10984421071096

[ ] [ ] CT,sPa.T.T.... °=⋅=µ⋅+⋅⋅−⋅⋅+ ++− 3121 106546110086441003415

mvapor

Tq

Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...



Solução de Equações Não Lineares
NEWTON – RAPHSON



x0

f(x0)

x1

f(x)

Solução: método de Newton-Raphson 1D



x0
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f(x)

Solução: método de Newton-Raphson 1D



x0

f(x0)

x1

f(x1)

x2

f(x)

bxay +⋅=

Equação da reta tangente:

)x('fa 0=

bx)x('f)x(f 000 +⋅=

000 x)x('f)x(fb ⋅−=

Solução: método de Newton-Raphson 1D
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f(x0)

x1

f(x1)

x2

f(x)

bxay +⋅=

Equação da reta tangente:

)x('fa 0=

bx)x('f)x(f 000 +⋅=

000 x)x('f)x(fb ⋅−=

Raiz da reta tangente:

a/bx −=

)x('f
)x(fxx

0

0
01 −=

Solução: método de Newton-Raphson 1D
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Equação da reta tangente:

)x('fa 0=

bx)x('f)x(f 000 +⋅=

000 x)x('f)x(fb ⋅−=

a/bx −=

)x('f
)x(fxx

0

0
01 −=

Fórmula de recorrência
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Raiz da reta tangente:

Solução: método de Newton-Raphson 1D



x0

f(x0)

x1

f(x1)

x2

f(x)

bxay +⋅=

Equação da reta tangente:

)x('fa 0=

bx)x('f)x(f 000 +⋅=

000 x)x('f)x(fb ⋅−=

a/bx −=

)x('f
)x(fxx

0

0
01 −=

Fórmula de recorrência N×N

)x(fJacxx k
1

kk1k


×−= −
+

Raiz da reta tangente:

Solução: método de Newton-Raphson 1D



0=−= x)xcos()x(f
Fórmula de recorrência

)x(f
)x('f

1xx k
k

k1k ×−=+
1−−= )xsin()x('f

11 −−
−

−=+ )xsin(
x)xcos(xx

k

kk
kk

xk f(xk) f'(xk) xk+1
1 -0,4597 -1,84147 0,750364

0,750364 -0,01892 -1,6819 0,739113
0,739113 -4,6E-05 -1,67363 0,739085
0,739085 -2,8E-10 -1,67361 0,739085
0,739085 0 -1,67361 0,739085
0,739085 0 -1,67361 0,739085
0,739085 0 -1,67361 0,739085

Solução: método de Newton-Raphson 1D
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Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...

Q = UA ⋅ ∆�T → ∆�T =
[(Tq − Tsf)− (Tq − Tef)]

ln Tq − Tsf
Tq − Tef
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Tqliqvapvapor )hh(mQ −⋅=
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Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...
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Os parâmetros Pmax, mmax e n 
podem ser obtidos das curvas 

fornecidas pelo fabricante...

Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...
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T = Tsf

Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...
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Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...



Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...



https://youtu.be/6SIqQKqvMzs

Exemplo: bombeamento de óleo ultra viscoso...



www.youtube.com/pseleghim                                                                                 
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