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Placas/lajes

Elementos estruturais dotados de rigidez a Flexdo e definidos por um plano médio e
UMA ESPESSUIA MUILO MENOY que AS dIimensdes laterals, carvegada transversalmente
ao plano médio.
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Placa aporada por colunas.
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u,=u, =0
Hipoteses: -
u, <</t, =/,
P, P,
Y R

Compatibilidade de

deformagdo entve fibras
Longrtudinais e

transversars!

Condigdes de contorno:

uz,F’1 :uz,P2 :uz,P3 =Uu :O

z,P,

Placas sdo usualmente hiperestdticas!
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Condgdes de vinculagdo das bordas das lafes:

L,

L,

B
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Lafe rebaixada




1. Placa simplesmente aporada nas bordas
p(N/ m?)

7t /\ LLLLLLLLLLLLE DD DL LT
— ﬁ—‘x
m, \UZ:O

m,
] — /
2
m, (x) ~ p
1 I | I I I |
/ momentos por unidade de
X

comprimento (em kNm/m)

£ :,,MM,Y
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1. Placa simplesmente aporada nas bordas
Y

p(N/ m?)
/\ CTTTTTTITTITTITTITTITTIT
]

" \uzzo

kil
£y

Momentos mdaximos
ocorvem no mero do Vao:

m, (x) ~ p¢*

momentos por unidade de
comprimento (em kNm/m)

2
mex — PL, O, Constante gue depende da
) o

X

m

geometria, mais especrficamente
da razdo 1 X [/ y
: max pfi, p62)( (Note que se a razdo entre os lados é
Na outra divegdo: M~ = =

y Wy o

definida, m /"% também pode ser
y expresso em fungdo de | )
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2. Placa simplesmente apoiada em duas bordas opostas e as
outras duas bordas livres

p(N/m)

(A

Pode ser calculada como uma

viga br-apoiada com largura de

base b=1m

P
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3. Placa com duas bordas opostas engastadas e duas aporadas

/ —
7
fyg \
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3. Laje continua: o vdo U | é superior ao dobro dos demars vios na diregdo X, logo
todos os painéis sdo armados na diregdo X. Neste caso, a laje pode ser calculada

como uma viga continua de largura unitdria.

yA

/2% I S P P ﬁ‘
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> X

Exl fxz €x3 €x4
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ABORPAGEM SIMFPLIFICAPA FARA O CALCULO DAS LAJES
— METODO DE MARCUS

Supde -se que as lafes trabalham, grosso modo, analogamente ds grelhas, dividindo o
carvegamento nas duas diregdes ¢ impondo a compatibrlidade de deslocamentos.

Por exemplo, seja a placa simplesmente aporada nos quatro (ados.

a) EQUILIBRIO

PPy =P @

TN =
-

——

SRHMAHA
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b) COMPATIBILIDADE

5)( - 5)/ = 5
‘ o, (0.
4 Bp/ )
384El 384El t P, fy
~ 2 /L , 3
ALAO BIDIMENSIONAL § < f_ < E

caso contvdrio, uma diregdo € fortemente

preponderante, ¢ a agdo da laje é
unidirecional!
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Exemplo Numérico:

T e
\L<M

r
—

X

h=10cm
p =30kN / m?

r Y (6
S :(_j =5,0625 (2)
p, 4, 4

P+ P, =30 (=2

z) — (@ 5,0625p,+p, =30

p, :i:4,95kN /'m

6,0625

p, =30—-4,95=2505kN / m
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Calculo dos Momentos

2 2
— P, 7 _ 25,05x4 m, =50,1kN.m/m
" 8 8
2
o Pty _ 4,95 x 6° m, =22,3kN.m/m
g 8 8

Vdo menor “puxa’ mars carga e, em consequéncia, € mais solicitado!

Este € um cdlculo bastante grosselvo, mars adiante veremos um valor
mais exaro.
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Outros tipos de condigdes de contormo geram equagdes de compatibilidade andlogas:

P, py_»
= ] NE
® | Eln 1@ § El=
= /  E
— - 7 — -
= 1N ElL)
P I "y \
IS~ D,
0
m, m)’( m:(
mX

~ 2
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Para completar:

I IIIIIIIA

SOUONONONUONNINNNNNNN

O,

I/ S

777777777

I IV I I IV

O,

I 7SS S S
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Para completar:

I IV I I I IV

SOUONONNUONNNNNNNNN

®

I/ S

SOUONONONUONONINNNNNNNN
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Na realidade, as deformagdes nas placas ndo sdo t4o requlares, e o comportamento
muda muito conforme o tipo de vinculagdo, geometria e carvegamento!

O cdleulo analitico € complicado!’

Para placas planas com deslocamentos exclusivamente transversars:

Usando a notagdo: W = U,

o'w o'w  o'w p
s 2~ T A d T
OX ox.oy: oy D

Equagdo Sophie-Germamm / Lagrange (1816)

3
5__ En 2
12(1-v?)

Mdodulo de rigidez da placa

Solugdo Analitica Complicada

U

Métodos Numéricos

7
i %
it
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ANSYS

ELEMENTS R15.0
RFOR Lafe simplesmente aporada no VAY 4 2017
PRES-NORM perimetrvo, modelada em Ansys 21:49:11

~4000
E=306FPa, nu=0, h=2O0cm,

Lx=10m, Ly=15m
P=FhN/1?




NODAL SOLUTION k15.0
STEP=1 Lﬂ/g S/I/Vl/”/efmente d/UO/dﬂ/d no MAY 4 2017
5uB -1 perimetro, modelada em Ansys 21:45:37
TIME=
Uz AVG . .
RSYS—0 (AVE) Deslocamentos verticals
DMX =.123725
SMN =-.123725
SMX =.366E-04
RFOR
W | _________|
—.123725 —.096222 —.08872 —-.041217 —-.013715
—.105874 —-.082471 —.054969 —.027466 .366E-04

ANSYS




Uma laje simplesmente aporada com vinculos unilaterars
Lem deslocamentos para cima nos cantos!

Uma lafe retangular com vinculos bidivecional apresenta reagdes verticals
para baixo, em corvespondéncra aos quatro cantos!

Dependendo da intensidade do carvegamento, lajes de concreto armado
tendem a Fissurar nos cantos, se ndo forem armadas para este esforgo!

rAAL
vy
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NODAL SOLUTION R15.0
STEP=1 Ld/e S/I/Vl/”/efmelflte dp&/ﬂdd no MAY 4 2017
SUB -1 perimetro, modelada em Ansys 21:45:52
TIME=
SX AVG ~ T ;
RSYS=0 (AVE) Tensdes normairs Sigma_x na face superior
DMX =.123725 Mdxima compressdo: 17,IMPa
SMN =-.171E+08
SMX =.171E+08
RFOR
——— I E—
—-.171E+08 —.545E+07 —-.1%0E+07 .STOE+O7T .133E+08

—.133E+08

—.5T70E+07 . 190E+07 . 945E+07

ANSYS

.171E+08




ANSYS

NODAL SOLUTION - - - R15.0
STEP=1 Lafe simplesmente aporada no MAY 4 2017
SUB =1 perimetro, modelada em Ansys 21:46:08
TIME=1
ey 9| Tensdes normais Sigma.y na face superior
DMX =.123725 Mdxima compressdo: é,8MFPa
SMN =-.679E+07
SMX =.679E+07
RFOR
— E— —
—.875%E+07 —.3T7TE+07 —-754660 .226E+07 .S2BE+07
—.528E+07 —.226E+07 754660 .377E+07 . 678E+07




Solugdo Analitica Complicada

U

Métodos Numéricos

U

Tabelas

U

Tabelas para placas retangulares

X
a,Eh’
Y p’;
X
g - : (az,axyay)ﬂxiﬁy) : n m(xly)
X a(x,y)
Tipo de aporo 2
jpo de aporo | __ P4
f “ Lado menor

m( )_

X,y

g , ﬂ(x,y)
y Lado maror
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TABELA DE CALCULO DE LAJES (Czerny, com Coeficiente de Poisson nulo

)

Flecha a=p. /"' /(0,.E.h)

p = carga uniformemente distribuida Apoio Simples Engaste me= p.x2/a m,=-p.x2 /B,
(X =lado menor [JRevisao RO m = p.ix2/a, m,=-p./x/p,
/'y = lado maior Iylix 1 1,05 11 1,45} 1,2 1,25 13 1,35| 14145 1,5 155] 161,65 1,7 1,75] 1,8 |1.85 1,9 1,95] 2 3
[0 2051 18,7 171 158 147137 13,0 124118112 108 104} 10,0 97 94 9,2 89 | 87 8,6 84 | 82 6,7
I Al I X oy 2721245 224 20,7 191)178 16,8 158 150 143 13,7 132} 12,74123 119 1151113} 11,0 10,8 106 10.4] 8,0
'y ay 2721275 279 28412911299 309 31,8]328) 338 34,7 354]361}]367 373 379]385]1389 394 398] 40,3 40,5
oy 2991265 237 214]195]) 18,0 16,6 155 145 13,7 129 123 11,7} 11,2 10,8 104 | 10,1 ] 9,7 95 921 90 6,7
Oy 4121365 319 283) 259234 21,7 201]| 188175 166 157] 1509 143 13,8 132|128 123 120 116 11,4] 8,0
|| A2 X ay 2941290 288 288289292 29,7 30,2]308])316 323 330]336]343 349 356]362]369 375 382]388] 38,8
ry [i% - - - - - - - -
By 1191 11,3 109 104} 10,1] 98 9,6 9,3 9,2 9,0 89 88 8,7 86 85 8,5 84 | 84 8,3 8,3 8,2 8,0
Clp 4351376 330 292 261)235 214 196 181|168 156 14,7] 139} 131 125 119]114] 109 105 102] 9,9 6,7
Oy 633522 46,1 398] 355|315 285 258]237]220 204 19,0Q179] 16,9 16,0 152|146 139 134 1291 125] 8,0
|| A3 || X ay 35191337 329 322]31,7131,3 31,2 31,2314 31,7 321 327]33,3] 340 349 3593711383 397 411 424] 43,0
ry [i% - - - - - - - -
By 143 134 127 120} 11,5 11,1 10,7 10,3 10,0] 9,8 95 93 9,2 9,1 8,9 8,8 8,7 | 86 8,5 84 | 84 8,0
oy 2991280 263 249) 238228 220 212]206]°20,1 196 192] 1881} 185 18,2 18,0]| 178|176 174 172] 17,1} 16,7
Oy 3141292 273 258 245)234 224 216]21,0§203 198 194]19,0] 186 183 18,0178 175 174 172|171 ] 14,3
B1 X Qy 4121432 451 471] 488] 503 51,8 532]| 543|550 556 562]568]57,3 578 582]586]588 59,0 59,1] 59,2 60,0
'y Bx 119113 109 105§ 1021 99 9,7 94 1 93 9,1 90 89 8,8 8,7 886 8,5 84 ] 83 8,3 8,3 8,3 8,0
ﬁy - - - - - - - -
Oy 39,71 356 33,1 304287271 257 245235226 218 212)]20,7] 20,2 19,7 193] 189] 186 183 18,1 | 17,8] 16,7
Ol 42,71 38,0 351 3229300280 265 252 24,1})231 222 216]21,0) 204 199 195])19,1] 18,7 184 18,1 179] 14,3
|| B2 X Oy 402 | 41,0 420 429) 44,0456 476 496 51,0 52,1 53,0 541 548] 556 56,3 57,0]57,7]583 590 596]| 60,2] 62,0
iy Bx 143 133 12,7 1204115} 1114 10,7 10,3] 10,0 9,8 96 094 9,2 9.1 89 8,8 8,7 | 8,6 8,5 84 | 84 8,0
By 1431138 13,6 133} 13,1129 128 12,7126} 125 124 123} 123] 122 122 122122122 122 122| 122] 12,2
\ ey
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Ol

39,7

35,6

33,1

30,4

28,7

25,7

24,5

23,5

22,6

21,8

21,2

20,7

20,2

19,7

19,3

18,9

18,6

18,3

18,1

17,8

16,7

B2

42,7
40,2

38,0
41,0

35,1
42,0

32,2
42,9

30,0
44,0

26,5
47,6

25,2
49,6

241
51,0

23,1
52,1

22,2
53,0

21,6
54,1

21,0
54,8

20,4
55,6

19,9
56,3

19,5
57,0

19,1
57,7

18,7
58,3

18,4
59,0

18,1
59,6

17,9
60,2

14,3
62,0

F|I7|E

14,3
14,3

13,3
13,8

12,7
13,6

12,0
13,3

11,5
13,1

10,7
12,8

10,3
12,7

10,0
12,6

9,8
12,5

9,6
12,4

9,4
12,3

9,2
12,3

9,1
12,2

8,9
12,2

8,8
12,2

8,7
12,2

8,6
12,2

8,5
12,2

84
12,2

8,4
12,2

8,0
12,2

B3

S

53,2

47,2

42,4

38,5

35,2

30,4

28,5

27,0

25,6

24,4

23,5

22,6

21,9

2ily2

20,7

20,2

19,7

19,3

18,9

18,6

16,7

59,5
441

51,6
43,6

46,1
43,7

41,4
442

37,5
44,8

31,8
46,9

29,6
48,6

28,0
50,3

26,4
52,3

25,2
55,0

24,2
58,2

23,3
61,6

22,5
65,6

21,7
70,4

211
75,0

20,5
79,6

20,0
84,7

19,5
89,8

19,1
95,4

18,7
101,0

14,3
101,0

18,3
16,2

16,6
154

15,4
14,8

14,4
14,3

13,5
13,9

12,2
13,3

11,6
13,1

11,2
13,0

10,9
12,8

10,6
12,7

10,3
12,6

10,1
12,6

9,9
12,5

9,7
12,5

9,5
12,4

9,4
12,4

9,2
12,3

9,0
12,3

8,9
12,3

8,8
12,3

8,0
12,3

43,5

41,5

39,8

38,5

37,5

35,7

35,1

34,6

34,1

33,7

33,3

33,1

32,8

32,6

32,5

32,4

32,3

32,2

32,1

31,9

31,3

C1

35,1
61,7

33,0
64,5

31,7
67,2

30,4
69,6

29,4
71,5

27,8
73,5

27,1
74,1

26,6
74,6

26,1
75,3

258
75,8

25,4
76,5

25,2
77,0

249
77,0

24,7
77,0

24,5
77,0

24,4
77,0

24,3
77,0

24,3
77,0

24,2
77,0

24,1
77,0

23,8
77,0

14,3

13,8

13,6

13,2

13,0

12,6

12,4

12,3

12,2

12,2

12,1

12,0

12,0

12,0

12,0

12,0

12,0

12,0

12,0

12,0

12,0

53,2

49,5

46,7

44,2

42,4

40,8

39,5

38,3

37,3

36,5

35,7

35,1

34,6

34,0

33,6

33,2

33,0

32,8

32,6

32,5

32,4

31,3

C2

441
55,9

40,5
57,5

37,9
60,3

35,5
64,2

33,8
66,2

32,3
67,7

31,0
69,0

29,9
70,5

29,0
72,0

28,2
73,4

27,6
75,2

27,0
76,9

26,5
78,7

26,1
80,5

25,7
82,5

25,3
84,6

25,1
86,8

249
89,2

24,7
91,7

24,6
94,3

245
97,0

238
100,0

16,2
18,3

15,3
17,9

14,8
17,7

14,2
17,6

13,9
17,5

13,5
17,5

13,2
17.5

12,9
17.5

12,7
17,5

12,6
17,5

12,5
17,5

12,4
17,5

12,3
17,5

12,2
17,5

12,2
17.5

12,1
17,5

12,1
17,5

12,0
17.5

12,0
17,5

12,0
17,5

12,0
17,5

12,0
17,5

65,8

59,9

55,2

51,3

48,3

457

43,5

41,7

40,3

38,9

37,9

36,9

36,1

35,5

34,8

34,4

34,0

33,7

33,3

33,1

32,9

31,3

C3

56,8
56,8

50,6
58,2

46,1
60,3

42,4
62,6

39,4
65,8

37,0
69,4

34,8
73,6

333
78,4

31,9
83,4

30,6
89,4

29,6
93,5

28,8
96,1

28,1
98,1

27,5
99,9

26,9
101,3

26,4
102,4

26,0
103,3

257

104,0 104,6

25,4

25,2
104,9

25,0
105,0

23,8
105,0

FPIRPIR(RIFIF(FIRIFIFIF(FIR|IRIFIF|FIE (R

19,4
19,4

18,2
18,8

17,1
18,4

16,3
18,1

15,5
17,9

14,9
17,7

14,5
17,6

14,0
17,5

13,7
17,5

13,4
17,5

13,2
17,5

13,0
17,5

12,8
17,5

12,7
17,5

12,5
17,5

12,4
17,5

12,3
17,5

12,2
17,5

12,1
17,5

12,0
17,5

12,0
17,5

12,0
17,5
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Determinagdo das cargas atuantes nas lafes, em kN/m?:

s

e

Contrapiso
Y </ 1= — Revestimento
y T 'L//hterno
0,
l Peso proprro: 9, =7c % h
A
Revestimento g, =7 X hr
</ x
Enchimento U3 = Vench X hench
e
d - '
parede Alvenaria sobre a lafe
|_| B (61 +£2)Xeparedexhpavxyalv
h 94 =
pav ¢ X x L y
L

§

Carga acidental 0
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Exemplo: Lafe simplesmente aporada nas bordas

A Laje maciga em concreto armado
h=10cm £ o5GPa = 25x10°kN / m?
¢, =6m 7, =25KN /'m ¢
Revestimento em mdrmore
€. =/Cm
v | y, =28kN / m’

</ =4m—

Carga atsi (] =1,5kN / m?

Carga total aplicada a laje:
g,=y.xh=25x0,Im=25kN /m?

Peso proprio:

Revestimento (), =y, xe =28x0,07m=2,0 kN /m’

Carga total :
p=6kN /m?’

Sem enchimento ou alvernaria: Y3 =0, = 0

Carga acidental (=1, 5kN / m?

N 7
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m

X

m

¥

Determinagdo dos esforgos mdximos (momentos fletores)

y

m, / §
Y =15 a, =10,8
m £y ~13,7
=06m —_ Tabela Czerny - o, =19,
Laje AZ a, =34,7
- y :
¢, =4m
Momenttos Flecha
2 2 N 6x4°
Py _0x4" . [m —7kN.m/m =P AL
a, 13,7 a,Eh®  10,8x25%x10°x0,1
2 2
_pL_6x4 . m, =2,8kN.m/m & =0,006cm =0, 6mm
a, 34,7
Ea
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Comparagdo entre Czerny e Marcus:

RN

p =30kN / m?

¢, =4m

Momentos por Czerny:

2 2
o _ Pl _30x4

"« 13,7

X

— pl?  30x4° -

'« 34,7

y
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Calculado por Marcus: {

m, =50,1kN.m/m
m, =22,3kN.m/m

Tabela Czerny:

"./m =35,04kN.m/m

- |m, =14,09kN.m/m

ﬁlst" a, =10,8
b o, =137
Laje A2 o, =34,7

Diferenga entre os métodos

m
mx — X,Marcus — 5011 :1’ 43
r'nx,Czerny 35’ 04
my,Marcus 22; 3
my = = =1,
M ey 14,09
P
e
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