LIMITES E DERIVADAS

RICARDO BIANCONI

1. INTRODUCAO

Calculamos diversos limites. Lembramos os seguintes limites fundamentais:

. senx et —1
lim =1; lim =
z—0 I z—0 X

. 1\" . \"
lim <1 + —) = lim (1 + —) =e=2,71828...
n—00 n n——oo n

lim (14 2)Y% = lim (1 +2)Y* = lim(1 +2)/* =¢

z—0t z—0~ z—0

1

Lembramos as propriedades das exponenciais e dos logaritmos.

a® = c < log, c = b; a'%" = b;log,(a®) = b

_ 1
abt¢ = aa’; (a%)° = a*; a7t = e
a

log, b+ log, ¢ = log, bc; log, b —log, c = log, (b) ;log, b° = clog, b

c
Quando a base do logaritmo for o nimero e, denotamos log, * = Inz. Observe
que at = exlna
Por fim, algumas igualdades trigonométricas tteis.

sen(a + b) = senacosb + cosasenb; sen(a — b) = senacosb — cos asen b;

cos(a + b) = cosacosb — senasenb; cos(a — b) = cosacosb + senasen b

Date: 2023.
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2. EXEMPLOS DIVERSOS

T

Exemplo 1. Para calcular lim , como envolve um limite parecido com

" 1 z—0 x
. e” —
lim

z—0 X
cer no denominador da fragdo), vamos tentar modificar a expressao para fazer

(a mesma expressao que aparece no expoente de e, tem que apare-

aparecer este limite. Observe que 2% = ¢*"2. Dali,

2¢ _ 1 xln2_1 In?2 zln2_1 zln2_1
_ e _ n (& _ (IHZ) (&
x x In2 x xln2

Fazemos t = zIn2, e se x — 0, entao t — 0 e, assim, podemos calcular o

limite desta forma:

2T _ zln2 __ t_

. . . e
altlg(l) xT o (ln 2) alclg(l) xrln o (ln 2) }tl—{%

1
= 1n2.

T

Exemplo 2. Calcular lim . Observe que tanto o numerador “3* — 17,

z—0 HT —
quanto o denominador “5*—1" tendem a zero, se x — 0. Vamos fazer aparecer o
limite fundamental com as seguintes transformagoes. Primeiro fazemos aparecer

[P}

o termo “x” que esta faltando:

3F—-1 = (3"—1\ (3" -1 3% — 9% —1 B

5o —1 ax\br—1) T 5% — 1 B
6x1n3 -1 €x1n5 -1 -1 xln3 1 x1n5 1 -1
(=) (=) (w9 3>(n m)

€x1n3 -1 e;tlnS In3 xlnS e$1n5 1 -1
= (In3)(In5)~" =
(In3)(In5) ( xIn3 > ( xInd ) nb xIn3 ) ( xInd )

Fazemos como no exemplo anterior e obtemos

acln3_1 ;vln5_1 -1 acln5_1 -1
(—) 3 lim (—) _ (nm —) _ (In5)""
x x—0 x z—0 x

Portanto, o resultado final é

B | In3
lim = —.
z—=0 5% — 1 Inb
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et —1

Exemplo 3. Calcular lim Aqui misturamos dois dos limites funda-

z—=0 senzx
mentais. Observe que se © — 0, (¢ — 1) — 0 e senxz — 0. Fazemos aparecer o

[{PS}]

termo “z” que esta faltando do mesmo modo de sempre
e <e‘”—1) B (ex—1> ( x )_ (e‘”—l) (sena:)—l
senx T \ senx x sen x x x

Com isso temos que

T T 1
lim 1:<lime 1) (hmsenx) 1

z—0 senx x—0 x z—0 X

:l‘_

Exemplo 4. Calcular lim ————
@—0 sen(27x)

e também as constantes “In7” (pois 7% = e*!"7) e “277:

7 —1 e?In? — 1 sen(2mz)\ "
() oy (2T
sen(2mx) (In )( zln7 )( ) ( 21x ) ’

3 In7
que tende a (In7)(2m)~! = 5 quando x — 0.
m

. Fazemos aparecer o termo “z” que falta,

x x

Exemplo 5. Calcular lim
z—0 €T

também. Vamos fazer aparecer o limite fundamental com um pequeno truque

. Observe que se z — 0, entao (3* —5%) — 0

(ou estratégia, se preferir):

35" 3 —141-5

o)) ) ()

sen(12x)

Exemplo 6. Calcular lim . Procedemos como acima.

z—0 1% —

sen(12z)  (sen(12x)\ (7" —277 - B
e — 2T x x B
19 sen(12z)\ [emx — 141 — e o2\ ! B

122 x B

==
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12
Essa expressao tende a 12[(In7) + (In2)]7! = 12[In(27)] ' = ——, se z — 0.

Exemplo 7. Calcular hH(l)(l + 32)Y*. Neste caso, temos que obter o limite
Tr—r
fundamental lim,_,o(1 4 ¢)'/* = e. Isso é simples, fazemos t = 3z, z = t/3, e

como t — 0 se x — 0, e obtemos

3
lim(1 + 3z)Y% = lim(1 + ¢t)** = lim[(1 + t)"/!]® = [lim(l + t)l/t] =é?
z—0 t—0 t—0 t—0

3. DERIVADAS

Definigao 1. A derivada de uma funcao f em um ponto € Dom(f) é o limite

¥ fatt) = f@)

@) = - (z) = lim ;

As duas notagoes sao usadas (dependendo do livro que vocé consultar), f'(x)

daf . : L . L
e d—(x) use a que vocé preferir. Se existir esse limite, entao dizemos que a
x

funcao é derivavel em x (ou simplesmente, derivavel).

Observagao 1. Fungoes derivaveis em xy sao continuas em x, pois

i, o) = ting £+ ) =l |e (L2ED =LY 4 )| — o)

T—T0 t

Proposicao 1 (Propriedades das Derivadas). Sejam f e g duas fungdes de-
rivaveis em z. Entao f+g, fg e, se g(x) # 0, f/g, sdo derivaveis em x e valem

as igualdades

() (f +9)(2) = /() + 9'(a);
(b) (f9)(x) = f'(@)gx) + F(2)g(2):
© (£) 1) - Lol 12 (e)

9 lg()]?
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Demonstracdo. A primeira propriedade é a do limite de uma soma de funcdes.

A segunda decorre de

o £+ Do+ 1) = F@)gl@) _

t—0 t
i JE D9 41 — f@)g(z+1) + f(@)g(@ +1) — f)g(x) _
t—0 t
= lim {g(:wt) (f(x+ti—f(:c)> . (g(x—l—tz—g(t))]’

e do fato que ¢ é continua em z.

O terceiro caso é parecido com o segundo. O

Exemplo 8 (Fungoes Constantes). Se f(x) = a € R, constante, entao

Exemplo 9 (A Funcao Identidade). A derivada de f(x) =z é f'(x) = 1. Faga

as contas.

Exemplo 10 (Poténcias de Expoentes Inteiros). Comegamos comn € Z, n > 0,

e| f(z) =a™|. Ja sabemos que

n

(x+t)" = Z <Z) "R = 2™ 4 na" Mt + tPete.
k=0

Assim, temos

T4+t —a" 2"+ na" 't + tPetc — 2"
( )t = ; = na" ! + tetc,

que tende a nz""!, quando t — 0, ou seja, | f'(z) = na™ ! |.

Para |g(z) =2~ = 1/2™|, com n > 0, a propriedade da derivada da divisao

fornece | ¢'(x) = (—n)z—""1.
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Exemplo 11 (Exponencial). Seja f(x) = e*. Como e*** = e”¢e!, sua derivada

é
. 6x+t — ¥ ) et -1
f'(x) = lim ——— = ¢"lim
t—=0 t t=0 ¢

Exemplo 12 (Logaritmo). Seja f(z) = Inz. Como In(z +1¢) —Ilnx = In(1 +
(t/2)), (/) I0(1+ (t/2)) = In(1 + (t/2)"", e limgso(1 + (t/2)) V" = 1,
In(z+1t)—Inx

o\ UVt AN |
= limln (1 + —> =In |lim (1 + —) = 111(@1/1) =_,
t—0 t t—0 T t—0 T xr

lim

ou seja, a derivada de f(z) =Inz é f'(x) =1/x.

Exemplo 13 (Poténcias com Expoentes Reais). Sejam a € R, a # 0, e f(z) =
z® (x> 0).
(x +t)* — x°

lim ——— = 2% lim = 2% lim
t—0 t t—0 t t—0 t

Como o expoente a € R nao precisa ser inteiro, usamos uma técnica diferente
para resolver esse limite. Escrevemos (1 + (¢/x))* = explaln(l + (t/x))] (onde

expY = e¥, para a expressio Y = aln(1+(t/x))), e fazemos as transformacoes

. - eV —1
necessarias para chegar no limite fundamental lim
Y—0

t — 0,entao Y = aln(1+4(¢/z)) — 0. Multiplicamos e dividimos pela expressao

= 1; observe que se

Y e obtemos
[1 + (t/l‘)}a —1 eaIn(1+(t/x)) _ 1 e eoln(l+(t/z)) _ 1
t—0

s 1.
t—0 t 150 t aln(l+ (t/z))

In(1 +¢ Y _1 + 1/t
x lim (M) = lim ¢ X limaln <1+—) _¢
x T

Yy—0 Y t—0

a

Com isso, obtemos a derivada de f(z) = 2%, | f'(x) = az®/x = ax®* |
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Exemplo 14 (Derivada do Seno). Se f(z) = senz, entao f'(x) = cosx, pois

. sen(r +t) —senx . senxcost+ cosrsent —senx
lim = lim =

t—0 t t—0 t

t—0

t—1 t
= (senx) lim (%) + (cos ) lir% % = cos .
—

cost —1 sent
Lembramos que lim ——— =0, e lim — = 1.
t—0 t t

Exemplo 15 (Derivada do Cosseno). Se f(z) = cosx, entao sua derivada é

f'(x) = —senx, pois
. cos(x+1t)—cosx . cosxcost—senzsent — cosw
lim = lim =
t—0 t t—0 t

. cost — 1 . sent
= (cosz)lim | ———— | — (senx) lim —— = —senz.
t—0 t t—=0 ¢

4. EXERCICIOS

Q 1 (Limites). Mostre que (ou seja, calcule e verifique se bate com a resposta):

et —cosx

(a) lim ——— =1
x—0 x
(b) Tim 57 — (z + 1)e” _ (In5) —2
=0 sen(3z) 3
(In6)* —1
(C) ilir(l) T = lIl(hl 6)
2
@
(d) lim =0
x—0 x
. 1l—cosz 1
(¢) alclg(lJ 22 2
x?
() lim -~ — 9

(8) i S = -2

z—0 sen(4x)
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()

(i)

(j) lim
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2
lime*® — 122 + 50 = =
r—0 5

. re® +senx

lim I 3 5 =
=0 2% 4+ 623 — 32 +
efcosx — 1 1

20 3x2—2x 2

Q 2 (Limites). Mostre que (aqui basta usar as propriedades das derivadas das

somas, produtos e divisoes):

d
d—(4x5 — 32% + 22 — 8) = 2023 — 62 + 2
T

d ( 24r+1 )_ (x4—|—2x3+x2+14x+9)

dr \ 23+ 622 + 8z — 1 (3 + 622 + 8z — 1)?
d

%(xegc) =(x+1)e”

d

%(37265‘) = (2% + 2z)e”

d

@(‘raea}) — (xa + axa—l)eac

d

d—(mlnx) =1+Inz

T

d

d—(a;“ Inz) =211+ alnz)

T

d—(tgm) =sec’w; (tgx =senz/cosw, secx = 1/ cosx)
T

d—(secx) =secxtgx

T

d

d—(xsenx +3zcosz) = (1 —3x)senz + (x + 3) cosx
T

d —X —XT —X x

%(6 )=—¢e"" (e7* =1/e")

d xT x

%(e senx) = e*(senx + cosx)

—(e*cosx) = e*(cosx — sen )

dx

d
d—(xe“ senz) = e*[(x + 1) senz + x cos 7
x




