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1. (EUF 2019-2) Um sistema de N particulas distinguiveis nao interagentes é descrito
pelo hamiltoniano
H = Z €.

=1
A energia de cada particula, €;, s6 pode assumir dois valores, ¢, = 0 ou ¢ =
A > 0. Portanto, cada microestado do sistema é descrito pelo conjunto de valo-

res (€1,€2,...,€N).

(a) Se o sistema possui energia total F, que é um multiplo inteiro de A, o nimero
total de microestados possiveis é
N!
(E/A) (N — E/A)

Q(E.N) =

Com base no postulado fundamental da mecanica estatistica, qual é a probabi-
lidade de se encontrar o sistema em um microestado especifico?

(b) Calcule a entropia por particula do sistema, s = S/N, como fungao da energia
por particula u = E/N, no regime N > 1. Utilize a aproximacao In N! =
NlIn N — N, valida para N > 1.

(c) Determine a temperatura do sistema como fungao de u. Existe algum intervalo
de valores de u em que a temperatura é negativa?

(d) Calcule o calor especifico do sistema. Existe algum regime em que o calor espe-
cifico é negativo?

2. Considere um sistema de N particulas idénticas, mas distinguiveis, cada uma das
quais pode assumir energias 0 ou € > 0. O nivel fundamental de energia de cada
particula é tnico, mas o nivel excitado tem degenerescéncia g. A energia total do
sistema ¢é fixa em F, e os itens abaixo devem ser respondidos utilizando o ensemble
microcandnico.



(a) Calcule a entropia S (E,N) do sistema em fungdo de E e N, e mostre que ela
pode ser escrita na forma

S(E,N)=—Nkglzlnz+ (1 —2)In(l —z) —zlng],

em que x = N./N = E/(Ne¢), sendo N, o nimero médio de particulas nos niveis
excitados de energia.

(b) Determine a relagdo entre a temperatura, a energia interna e o nimero de par-
ticulas do sistema, para um e fixo.

(c) Determine a dependéncia com a temperatura de N, e Ny = N — N, em que
Ny é o nimero de particulas no nivel fundamental. Sua resposta somente deve
depender de €, g, kg, T' e N.

(d) Considere o caso g = 2. Se o sistema tem energia E = 0.75 Ne e é colocado em
contato com um reservatério a uma temperatura constante 7' = 500 K, em que
sentido ocorre a transferéncia de energia por calor?

(e) Um exemplo de um sistema real que corresponde aproximadamente ao caso g = 2
é 0 de um material paramagnético de spin 1 sujeito a um “campo cristalino” € > 0,
descrito pelo hamiltoniano

N
H= EZSiQ, com S; € {—1,0,1}.
i=1

Utilizando os resultados do item (b), determine a dependéncia com a tempera-
tura do calor especifico a campo constante,

1 (0F
““n~\or).
e trace o grafico de ¢/kp em fungao de kgT'/e. Vocé observa uma anomalia de
Schottky?

3. (EUF 2020-1) Considere um sistema formado por dois ions magnéticos de spin 1
interagindo com o campo externo h, e cujo hamiltoniano é dado por

H = —gugh (m1 +ma),

em que m; sao variaveis que indexam as projecoes dos spins dos fons magnéticos:
m; = 0, £ 1. O sistema esta isolado e possui energia fixa £ = —guph.

Usando o postulado fundamental da mecéanica estatistica, podemos dizer que o ntimero
total de estados microscépicos acessiveis do sistema com essa energia e a probabilidade
de ocorréncia de qualquer particular configuracao dentre essas sao, respectivamente:



4. (EUF 2021-3) Em altas temperaturas, os atomos de um cristal podem ser excitados,
deixando suas posicoes regulares na rede cristalina e ocupando posigoes intersticiais.
Suponha que para um certo cristal haja um custo de energia ¢ > 0 quando um atomo
ocupa uma posicao intersticial, de modo que, quando n intersticios sao criados, a
energia total seja F = ne. Para um cristal que contém N sitios e N possiveis posi-
¢Oes intersticiais, o ntimero de formas para que n dtomos sejam excitados, ocupando
posigoes intersticiais, é

N! 2

n! (N — n)']

Sendo T a temperatura do sistema, calcule a dependéncia da energia total E com

o pardmetro 8 = 1/kgT e com o namero de sitios N, supondo que tanto n quanto

N sejam muito maiores do que 1. Dica: utilize a aproximagao de Stirling, Inx! ~

zlnz — .

Q(Nn) = [

Ne
(a') E: 1+6ﬂ€/2
Ne
(b) B = 1+ eBe/?

(c) E = NeePe/?
(d) E = Nee Pe/?
(e) E = Ne

5. (EUF 2020-3, modificado) O hamiltoniano de um sistema de Ising com apenas dois
fons magnéticos, com interacao de troca J > 0 e na presenca de um campo magnético
h, é dado por
H =—Jorog — ph (o1 + 02),

em que as variaveis de spin o; podem assumir os valores £1 e p é o momento magnético
de um ion. O sistema estd em equilibrio com um reservatorio térmico & temperatura
T. Nessas condigoes, sendo kp a constante de Boltzmann e 8 = 1/kgT, calcule a
probabilidade de que a energia total do sistema seja £ = —J + 2uh.

6. (EUF 2020-3, modificado) Considere um sistema formado por N ions magnéticos de
spin 1, em contato com um reservatorio térmico a uma temperatura T, descrito pelo



hamiltoniano
N

H= Z (Do’i2 — phoy),
1=1

em que o; pode assumir os valores 0, —1 e +1. As quantidades D e h sdo constantes.

(a) Calcule a fungao de partigdo canonica Z do sistema.

(b) Calcule o valor médio do momento de quadrupolo do sistema,

= (35et)

. (Baierlein, modificado) Os niveis de energia do elétron no hidrogénio atémico sao da-
dos pela expressao €, = —13,6/n? eV, em que n denota o nimero quantico principal.
Dado o nimero quantico principal, e sem contar o niimero quéantico de spin, o elétron
pode estar em um de n? estados com mesma energia €,, apenas um dos quais cor-
responde a momento angular orbital nulo. Considere o hidrogénio atomico em uma
atmosfera estelar, sob uma temperatura de 7000 K. Para o hidrogénio atémico, que
valores numéricos vocé obtém para as seguintes razoes?

(a) A razao entre a probabilidade de observar o elétron com n = 2 e com momento
angular orbital nulo e a probabilidade de observar o elétron com n = 1.

(b) A razao entre a probabilidade de observar o elétron com n = 2, qualquer que seja
o momento angular orbital, e a probabilidade de observar o elétron com n = 1.

. (EUF 2021-2) Um atomo na presenga de um campo magnético de intensidade B possui
quatro niveis ndo degenerados de energia, dados por € = 0 (com componente de spin
S#=0),ea=A—uB (com S* =1), e3 = A+ puB (com S% = —1) e ¢4 = 2A (com
S# = 0), sendo A uma constante positiva com dimensao de energia e p 0o momento
magnético do dtomo. Calcule, como fungdo do campo magnético e da temperatura
T, a probabilidade de que o atomo tenha componente S? do spin igual a zero.

@) Prist=0]= - O
T T T 2cosh (BuB) + e=BA
1+ 2288
b) Pr[S*=0] =
(b) Pr] ] 1+ 2e=PA cosh (BuB) + e—28A
1+ 27204
Pr|[S*=0] =
<C) r[S 0] 1+2COSh(IBMB)+€_BA
1 —28A
(d) Pr[s* = 0] e

" 1+ 2e BB cosh (BuB) + e—28A
(e) Pr(S#=0]=0



9.

10.

(EUF 2021-2) Um atomo na presenca de um campo magnético de intensidade B possui
quatro niveis nao degenerados de energia, dados por €; = 0 (com componente de spin
S*=0),ea=A—puB (com S* =1), eg = A+ pB (com S = —1) ¢ ¢4 = 2A (com
S# = 0), sendo A uma constante positiva com dimensao de energia e y 0o momento
magnético do atomo. Calcule a magnetizacdo m = u (S*) do dtomo como fungao do
campo magnético e da temperatura 1.

2senh (BuB)

1+ 2cosh (BuB) + e84
2¢7 P2 senh (BuB)

(b) m = P 2¢B2 cosh (BuB) + e—284
2¢~ P2 tanh (BuB)

1+ 2e=B2 cosh (BuB) + e—2PA
2 tanh (BuB)

F 1 2 cosh (BuB) + e

(e) m = ptanh (BuB + Bul)

(a) m=p

(c) m=np

(d) m=

(Sethna, modificado) Considere um sistema de N atomos, cada um com dois estados
eletronicos de energias £¢/2. Os atomos estao isolados do mundo exterior. Ha apenas
interagoes muito fracas entre os dtomos, suficientes para levé-los ao equilibrio térmico
mas sem afetar significativamente a energia do sistema.

(a) Entropia microcandnica. Se a energia total é E (correspondendo a um nimero
de atomos m = E/e+ N/2 no estado excitado), qual é a entropia microcanonica
Shicro (F) do sistema? Simplifique sua expressao utilizando a aproximagao de
Stirling, In (n!) ~ nlnn —n.

(b) Temperaturas negativas. Determine a temperatura, utilizando a expressao sim-
plificada determinada no item (a). O que acontece com a temperatura quando
E > 0? (Uma energia E > 0 é um tipo de “inversao de populacao”, ingrediente
essencial dos lasers.)

(¢) Ensemble candnico. Tome um dos dtomos do sistema e o acople a um reservatorio
térmico a uma temperatura 7" tal que kg7 = 1/5. Com o auxilio de uma soma
sobre os dois estados do atomo, escreva uma expressao explicita para a funcao
de particao canoénica Zganon, simplifique-a e, em seguida, escreva expressoes para
a energia interna Ucanon € & entropia Scapnon de um tnico atomo no ensemble
canonico.

(d) O que acontece com Ecanon quando T — co? Vocé consegue atingir o regime de
temperaturas negativas do item (b)?

(e) Correspondéncia entre os ensembles microcandnico e candnico.



i. A partir de sua resposta para o item (c), determine a entropia candnica
Secanon (T') para N atomos acoplados ao reservatorio. Explique o valor de
Secanon (IT' = 00) — Scanon (T' = 0) a partir da contagem de estados.

ii. Utilizando a forma aproximada da entropia determinada no item (a) e a tem-
peratura determinada no item (b), mostre que Shicro (F) = Scanon (T (E))
no limite termodindmico. Vocé pode querer fazer uso da identidade hiper-
bolica tanh™* (z) = (1/2)In[(1 4+ z) / (1 — z)].

(f) Flutuagdes. Calcule as flutuacdes na energia, AE = 1/ (E2) — (E)?, no ensemble
canonico, e utilize a relagao T (E) do item (b), com F = (E) para expressar AE
em funcao de (F). Qual ¢é o limite de AE/ (E) quando N — co?

11. (Atlee Jackson, modificado) De um ponto de vista pratico, a principal dificuldade da
mecanica estatistica é obter a fun¢do de partigado como uma fungao explicita de S e V.
Suponha, no entanto, que uma pessoa esperta tenha obtido para dois fluidos puros
as fungbes de particao aproximadas abaixo. Em cada caso, sendo N o niimero de
particulas do sistema e M, a e b constantes positivas, determine a equacao de estado
p=p(T,V) e o calor especifico ¢y do sistema.

(a) 7 =VN (277'/5M)5N/2
(b) Z = (V — Nb)N (2/BM)>N/2 eBaN?/V



