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GABARITO
Questdo 3 (valor 3,0): programacao ndo linear sem restri¢cbes, multidimensional

Considere o0 modelo discreto de um pilar em balango da Fig. 4, composto de 2 barras
rigidas sem massa, articuladas, ligadas entre si por molas rotacionais, sob carregamento
apena de uma carga vertical P de compressdo. Até um valor critico dessa carga, a
configuracdo primaria vertical da Fig. 4 é estavel quando perturbada lateralmente. Ao
atingir esse valor, ela se torna instavel, e a configuragdo secundaria perturbada da Fig. 5
passa a ser estavel para o minimo da Energia Potencial Total V =U — W dessa
configuracdo, em que U é a energia de deformacéo e W o trabalho das forcas externas
conservativas.
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Figura 4 Figura 5

Pede-se minimizar a EPT manualmente e determinar a primeira carga critica e a
correspondente configuracdo secundaria de equilibrio, partindo da configuracéo primaria.

Utilizar a aproximagdo cosf = 1 — 972. Dados: L =2 m; K= 10 KNm/rad

Admite-se a existéncia da configuracdo alternativa mostrada na Figura 5. As variaveis
de projeto adotadas s&o os angulos 6, de rotacdo da barra rigida AB e 6, de rotacdo da
barra rigida BC, ambos com relagdo a vertical.

A energia de deformacéo é dada por.

1
U= EKt[3912 + 2(92 - 91)2]

A carga P se desloca na vertical L(2 — cos 8, — cos 6,), executando o trabalho

W = PL(2 — cos6; — cosB,)



compondo a energia potencial total V = U — W. Admitindo-se pequenos angulos, vale a
2
aproximagéo cos 6 ~ 1 — 97, de forma que

L (62 e

Calculando e zerando o vetor gradiente de V:

v

oo a_ell _ {Kt(591 —26,) — PLHl} — 0o
v K, (26, — 26,) — PL6,
30,

que posto na forma matricial é

(k[5 F1-rlo e} =1}

Um sistema de equacdes algébricas lineares homogéneo, que para ter solugdes ndo
triviais, como se quer, deve ter

det(k.| >, F]-rely T)=0

uma equacao polinomial de grau 2:

2

Kt Kt
p2—7-tp 6(—) =0
Lo\

cujas duas raizes sao os dois valores candidatos a cargas criticas:

, - . . s . K,
Com os valores numéricos dados, a primeira (menor) carga critica é P, = ?f =5KN

Para checar se € um ponto de minimo é preciso calcular a matriz Hessiana:
0%V 0%V

00,00, 060,06, [5K,—PL —2K;
02V oV | [ —2K, 2K, —PL

060,00, 06,00,

Que € positivo semi definida, para a primeira carga critica, como desejado.

H(x) = V7T f(x) =

Cada uma dessas cargas substituidas no sistema homogéneo fornece dois autovetores a
elas associados, que sdo os assim chamados modos de flambagem, as formas



(adimensionais) que a estrutura assume para esses dois valores de cargas criticas. Para a
menor carga critica, tem-se que 8, = 26,

Alternativa numeérica, mais indicada quando se tem mais graus de liberdade:

Fazendo d = det (Kt [_52 _22] —PL [(1) (1)]) — p2 _ 7%13 46 (%)2

Minimizar f = d?, funcio da variavel de projeto P, lembrando que o minimo de d? é 0.



