
PEF3200

Aula 5

26 abr

PROF. NAKAO

AGENDA

❖ Diagramas de esforços solicitantes de estruturas 
planas.



Types of beams

Simple beam

(Viga biapoiada)
Cantilever  beam

(Viga em balanço/engastada)

Overhang  beam

(viga biapoiada com balanço)

TA Philpot, Missouri University of Science and Technology



Example (cantilever beam)

TA Philpot, Missouri University of Science and Technology



TA Philpot, Missouri University of Science and Technology

Shear force = força cortante
Bending moment = momento fletor



EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE EQUILÍBRIO

1. σ 𝑌 = 0 = 𝑉(𝑥) − 𝑝 𝑥 ∗ 𝑑𝑥 − 𝑉(𝑥) + 𝑑𝑉(𝑥) ⟹
𝒅𝑽(𝒙)

𝒅𝒙
= −𝒑 𝒙

2. 𝑀 𝑆𝑄 = 0 = −𝑀(𝑥) − 𝑉(𝑥) ∗ 𝑑𝑥 + 𝑝 𝑥 ∗ 𝑑𝑥 ∗
𝑑𝑥

2
+ 𝑀 𝑥 + 𝑑𝑀 𝑥

⟹
𝒅𝑴(𝒙)

𝒅𝒙
= 𝑽(𝒙)

𝒅𝑽(𝒙)

𝒅𝒙
= −𝒑 𝒙

𝒅𝑴(𝒙)

𝒅𝒙
= 𝑽(𝒙)

𝑽 − 𝒇𝒐𝒓ç𝒂 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆
M −𝒎𝒐𝒎𝒆𝒏𝒕𝒐 𝒇𝒍𝒆𝒕𝒐𝒓
𝒑 − 𝒇𝒐𝒓ç𝒂 𝒅𝒊𝒔𝒕𝒓𝒊𝒃𝒖í𝒅𝒂
𝒙 − 𝒐𝒓𝒊𝒈𝒆𝒎 𝒆𝒎 𝑨



TA Philpot, Missouri University of Science and Technology



𝑋𝐴

𝑌𝐵𝑌𝐴

1 kN/m

3 kN
A

C D

B E

3*1=3 kN

𝟏. 𝑹𝑬𝑨ÇÕ𝑬𝑺 𝑵𝑶𝑺 𝑨𝑷𝑶𝑰𝑶𝑺

 𝑿 = 𝟎 = +𝑿𝑨 ⟹ 𝑿𝑨 = 𝟎 𝒌𝑵

𝑴 𝑨 = 𝟎 = −𝟑 ∗ 𝟒, 𝟓 + 𝒀𝑩 ∗ 𝟗 − 𝟑 ∗ 𝟏𝟐 ⟹ 𝒀𝑩 = 𝟓, 𝟓 𝒌𝑵

𝑴 𝑩 = 𝟎 = −𝒀𝑨 ∗ 𝟗 + 𝟑 ∗ 𝟒, 𝟓 − 𝟑 ∗ 𝟑 ⟹ 𝒀𝑨 = 𝟎, 𝟓 𝒌𝑵

2. 𝑫𝑰𝑨𝑮𝑹𝑨𝑴𝑨 𝑫𝑶 𝑪𝑶𝑹𝑷𝑶 𝑳𝑰𝑽𝑹𝑬

0

5,50,5

1 kN/m

3 kNA

C D

B

E

2. 𝑺𝑬𝑪ÇÃ𝑶 𝑩

B𝒅

5,5 3

3*3=9

B𝒆

5,5-3=2,5 

9

3. 𝑺𝑬𝑪ÇÃ𝑶 𝑫

5,5*3D𝒅

5,5

3*6

3 D𝒅

2,5

1,5

4. 𝑺𝑬𝑪ÇÃ𝑶 𝑪

0,5

0,5*3

5. 𝑫𝑰𝑨𝑮𝑹𝑨𝑴𝑨𝑺 𝑫𝑨 𝑪𝑶𝑹𝑻𝑨𝑵𝑻𝑬 𝑬 𝑫𝑶 𝑴𝑶𝑴𝑬𝑵𝑻𝑶 𝑭𝑳𝑬𝑻𝑶𝑹

3kN

0,5kN
+

+

-2,5kN
-

M kNm

V kN

1,5kNm

1,5kNm

9 kNm
C𝒆



EXERCÍCIO 1.
OBTER OS ESFORÇOS SOLICITANTES NA SEÇÃO O

R𝒆𝒂çõ𝒆𝒔 𝒏𝒐𝒔 𝒂𝒑𝒐𝒊𝒐𝒔:

 𝑴 𝑨 = 𝟎 = −𝟒𝟎 ∗ 𝟑 + 𝑹𝑩∗ 𝟓 − 𝟓 ∗ 𝟔 ⟹ 𝑹𝑩 = 𝟑𝟎 𝒌𝑵

 𝑴 𝑩 = 𝟎 = −𝑹𝑨 ∗ 𝟓 + 𝟒𝟎 ∗ 𝟐 − 𝟓 ∗ 𝟏 ⟹ 𝑹𝑨 = 𝟏𝟓 𝒌𝑵

1𝟎 ∗ 𝟒 = 𝟒𝟎𝐤𝐍

Convenção
para o equilíbrio:
GRINTER

Convenção
para esforços 
solicitantes:

N

NV

V

M

M



𝟏. 𝑬𝒒𝒖𝒊𝒍í𝒃𝒓𝒊𝒐:

 𝒀 = 𝟎 = 𝟏𝟓 − 𝟏𝟎 ∗ 𝒙 − 𝟏 − 𝑽 ⟹ 𝑽(𝒙) = −𝟏𝟎𝒙 + 𝟐𝟓

 𝑴 𝑶 = −𝟏𝟓 ∗ 𝒙 + 𝟏𝟎 ∗ 𝒙 − 𝟏 ∗
𝒙 − 𝟏

𝟐
+ 𝑴 ⟹ 𝑴(𝒙) = −𝟓𝒙𝟐 + 𝟐𝟓𝒙 − 𝟓

𝟐. 𝑻𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎𝒂 𝒅𝒐 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒆:

𝑽 = 𝟓 − 𝟑𝟎 + 𝟏𝟎 ∗ 𝟓 − 𝒙 = −𝟏𝟎𝒙+25

𝑴 = −𝟓 ∗ 𝟔 − 𝒙 + 𝟑𝟎 ∗ 𝟓 − 𝒙 − 𝟏𝟎 ∗ 𝟓 − 𝒙 ∗
(𝟓−𝒙)

𝟐
= −𝟓𝒙𝟐 + 𝟐𝟓𝒙 −5

𝒐𝒖 𝑴 = න 𝑽𝒅𝒙 = න −𝟏𝟎𝒙 + 𝟐𝟓 𝒅𝒙 = −𝟏𝟎
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟐𝟓𝒙 + 𝒄

𝒄𝒐𝒏𝒅𝒊çã𝒐 𝒅𝒆 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒐𝒓𝒏𝒐: 𝑴𝑩 𝒙 = 𝟓 = −𝟓 𝒌𝑵𝒎 = −𝟏𝟎
𝟓𝟐

𝟐
+ 𝟐𝟓. (𝟓) + 𝒄 ⟹ 𝒄 = −𝟓

𝟓kN

𝟓 ∗ (𝟔 − 𝒙)kNm

𝟑𝟎kN

30∗ 𝟓 − 𝒙 𝐤𝐍𝐦

1𝟎 ∗ 𝟓 − 𝒙 𝐤𝐍

1𝟎 ∗ 𝟓 − 𝒙 ∗
(𝟓−𝒙)

𝟐
𝐤𝐍𝐦

1𝟎 ∗ 𝒙 − 𝟏 𝐤𝐍

1𝒎



𝒀𝑮

𝟏. 𝑹𝑬𝑨ÇÃ𝑶 𝑵𝑶 𝑨𝑷𝑶𝑰𝑶 𝑮

𝒀𝑮 =
−𝟕 ∗ 𝑷 − 𝑴

𝟔, 𝟓
= −𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 𝐤𝐍

𝑴 𝑯 = 𝟎 = +𝑷 ∗ 𝟐, 𝟎 + 𝑷 ∗ 𝟏, 𝟓 + 𝑴 + 𝑷 ∗ 𝟑 ∗ 𝒔𝒆𝒏𝟑𝟎𝒐 + 𝟐, 𝟎 + 𝒀𝑮 ∗ (𝟔, 𝟓)

EXERCÍCIO 2.
ADOTE P=10 kN e M=12 kNm. OBTER OS ESFORÇOS SOLICITANTES EM S1, S2 E S3



(3 ∗ cos 30𝑜) = 2,598

0,402

(3 ∗ sen 30𝑜) = 1,5

𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 𝒌𝑵

𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 ∗ 𝟎, 𝟒𝟎𝟐 𝒌𝑵𝒎

(𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 ∗ 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝟎𝒐) 𝒌𝑵

(𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 ∗ 𝒔𝒆𝒏 𝟑𝟎𝒐) 𝒌𝑵

2. 𝑺𝑬ÇÃ𝑶 𝑺𝟑

𝑵𝑺𝟑
= +(𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 ∗ 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝟎𝒐 = 𝟏𝟎, 𝟗𝟑 ) 𝒌𝑵

𝑽𝑺𝟑
= +(𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 ∗ 𝒔𝒆𝒏 𝟑𝟎𝒐 = 𝟔, 𝟑𝟎) 𝒌𝑵

𝑴𝑺𝟑
= −(𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 ∗ 𝟎, 𝟒𝟎𝟐 = 𝟓, 𝟎𝟕) 𝒌𝑵𝒎



𝑷

𝑷 ∗ 𝟏, 𝟓

𝑵𝑺𝟏
= 𝟎

𝑽𝑺𝟏
= −𝑷 = −𝟏𝟎 𝒌𝑵

𝑴𝑺𝟏
= −𝑷 ∗ 𝟏, 𝟓 = −𝟏𝟓 𝒌𝑵𝐦

3. 𝑺𝑬ÇÃ𝑶 𝑺𝟏

𝑺𝟏

Convenção
para o equilíbrio:
GRINTER

Convenção
para esforços 
solicitantes:

N

NV

V

M

M



𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 𝒌𝑵

(𝟏𝟎 ∗ 𝟏, 𝟓 = 𝟏𝟓, 𝟎𝟎) 𝒌𝑵

4. 𝑺𝑬ÇÃ𝑶 𝑺𝟐

𝑵𝑺𝟐
= −𝟏𝟎 𝒌𝑵

𝑽𝑺𝟐
= +12,615 𝒌𝑵

𝑴𝑺𝟐
= −(𝟑𝟕, 𝟖𝟓 + 𝟏𝟓, 𝟎𝟎 = 𝟓𝟐, 𝟖𝟓) 𝒌𝑵𝒎

𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 𝒌𝑵

(𝟏𝟐, 𝟔𝟏𝟓 ∗ 𝟑 = 𝟑𝟕, 𝟖𝟓) 𝒌𝑵

𝟏𝟎𝒌𝑵



𝑨 𝑩

𝒀𝑩𝒀𝑨

𝑿𝑨

𝟐𝟒 ∗ 𝟑 = 𝟕𝟐𝟐𝟒 ∗ 𝟐 = 𝟒𝟖

𝑹𝑬𝑨ÇÕ𝑬𝑺 𝑵𝑶𝑺 𝑨𝑷𝑶𝑰𝑶𝑺

 𝑿 = 𝟎 = 𝟒𝟎 + 𝑿𝑨 + 𝟔𝟎 ⟹ 𝑿𝑨 = −𝟏𝟎𝟎 𝒌𝑵

𝑴 𝑨 = 𝟎 = +𝟒𝟖 ∗ 𝟏 − 𝟕𝟐 ∗ 𝟏, 𝟓 − 𝟑𝟔 ∗ 𝟒 − 𝟔𝟎 + 𝒀𝑩 ∗ 𝟔 ⟹ 𝒀𝑩 = 𝟒𝟒 𝒌𝑵

𝟐𝟒 ∗ 𝟑/𝟐 = 𝟑𝟔

𝑴 𝑩 = 𝟎 = +𝟒𝟖 ∗ 𝟕 − 𝒀𝑨 ∗ 𝟔 + 𝟕𝟐 ∗ 𝟒, 𝟓 + 𝟑𝟔 ∗ 𝟐 − 𝟔𝟎 ⟹ 𝒀𝑨 = 𝟏𝟏𝟐 𝒌𝑵

EXERCÍCIO 3.
Calcular as reações na viga a seguir Convenção

para o equilíbrio:
GRINTER

Convenção
para esforços 
solicitantes:

N

NV

V

M

M



EXERCÍCIO 4.
P1 2017

1.  𝑴(𝑩) = 𝟎 = 𝟏𝟎𝟎 ∗ 𝒂 − 𝟐𝟒𝟎 ∗ 𝟖 + 𝒀𝑫 ∗ (𝟖 + 𝒂)

⟹ 𝒀𝑫 =
𝟏𝟗𝟐𝟎 − 𝟏𝟎𝟎𝒂

𝟖 + 𝒂

𝟐. 𝑴𝑩−
= −𝟏𝟎𝟎 ∗ 𝒂 𝑴𝑪+

= 𝒀𝑫 ∗ 𝒂

3. 𝑴𝑩−
= 𝑴𝑪+

⟹ 𝟏𝟎𝟎 ∗ 𝒂 =
𝟏𝟗𝟐𝟎−𝟏𝟎𝟎𝒂

𝟖+𝒂
∗ 𝒂 ⟹ 𝒂 = 𝟓, 𝟔 𝒎

𝑌𝐷

100 240

𝑌𝐵

𝑎 𝑎8

𝐵− 𝐶+𝑀



EXERCÍCIO 5.
P1 2018

1. 𝑅𝑒𝑎çõ𝑒𝑠 𝑛𝑜 𝑎𝑝𝑜𝑖𝑜 𝐶
σ 𝐹2 = 0 = −3 + 𝑅2

𝐶 ⟹ 𝑹𝟐
𝑪 = 𝟑𝒌𝑵

 𝑀(𝐵) = 0 = 3 ∗ 2 − 6 ∗
3 2

2
+𝑅1

𝐶∗ 3 2 ⟹ 𝑹𝟏
𝑪 = 𝟐𝒌𝑵

𝑵(𝒙)

𝑽(𝒙)

𝑴(𝒙)

𝟑𝒌𝑵𝟐𝒌𝑵

2x

(1)(2)

3 2 ∗ 2

2
= 3 3 2 ∗ 2 =6

𝑅1
𝐶

𝑅2
𝐶𝑅1

𝐴

2. 𝑆𝑒çã𝑜 𝑆 𝑛𝑎 𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 𝐶𝐵

 𝐹2 = 0 = 3 + 𝑁(𝑥) ⟹= 𝑵 𝒙 = −𝟑𝒌𝑵

 𝐹1 = 0 = 𝑉 𝑥 − 2𝑥 + 2 ⟹= 𝑽 𝒙 = ( 𝟐𝒙 − 𝟐)𝒌𝑵

 𝑀(𝑆) = 0 = −𝑀 𝑥 − 2𝑥
𝑥

2
+ 2𝑥 ⟹= 𝑴 𝒙 = (−

𝟐𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟐𝒙)𝒌𝑵𝒎



EXERCÍCIO 6. 
P1-2019



1. REAÇÕES NOS APOIOS

 𝑿 = 𝟎 = 𝑿𝑬 − 𝟒𝟎 + 𝟐𝟎 − 𝟒𝟎 ⟹ 𝑿𝑬 = 𝟔𝟎 𝒌𝑵

 𝑴(𝑬) = 𝟎 = −𝒀𝑨 ∗ 𝟒 + 𝟒𝟎 ∗ 𝟐 − 𝟐𝟎 ∗ 𝟒 + 𝟒𝟎 ∗ 𝟐 ⟹ 𝒀𝑨 = 𝟐𝟎 𝒌𝑵

 𝑴(𝑨) = 𝟎 = +𝟒𝟎 ∗ 𝟐 − 𝟐𝟎 ∗ 𝟒 + 𝟒𝟎 ∗ 𝟐 + 𝒀𝑬 ∗ 𝟒 ⟹ 𝒀𝑬 = −𝟐𝟎 𝒌𝑵

𝑋𝐸

𝑌𝐸𝑌𝐴

40 kN

2. DIAGRAMA DO CORPO LIVRE

3. SEÇÃO B

40 𝑘𝑁

20
B−

40 𝑘𝑁
20

B+

𝑵𝑩− = −𝟐𝟎 𝒌𝑵 (𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒆𝒔𝒔ã𝒐); 𝑽𝑩− = 𝟎; 𝑴𝑩− = 𝟎

𝑵𝑩+ = −𝟐𝟎 𝒌𝑵(𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒆𝒔𝒔ã𝒐); 𝑽𝑩+ = +𝟒𝟎; 𝑴𝑩− = 𝟎

4. SEÇÃO C

40 ∗ 2 = 80kNm

40 𝑘𝑁

20kN

C−

40 𝑘𝑁

20 𝑘𝑁

80 kNm
C+

20kN

𝑵𝑪− = −𝟐𝟎 𝒌𝑵 (𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒆𝒔𝒔ã𝒐); 𝑽𝑪− = +𝟒𝟎 𝒌𝑵;
𝑴𝑪− = 𝟖𝟎 𝒌𝑵𝒎 (traciona fibra da direita)

𝑵𝑪+ = +𝟐𝟎 𝒌𝑵 (𝒕𝒓𝒂çã𝒐); 𝑽𝑪+ = +𝟐𝟎 𝒌𝑵;
𝑴𝑪+= 𝟖𝟎 𝒌𝑵𝒎 (traciona fibra de baixo)

60 2020

20 𝑘𝑁



2. DIAGRAMA DO CORPO LIVRE

60

2020

5. SEÇÃO D
𝑵𝑫− = +𝟐𝟎 𝒌𝑵 𝒕𝒓𝒂çã𝒐 ; 𝑽𝑫− = −𝟐𝟎 𝒌𝑵;

𝑴𝑫− = 𝟏𝟔𝟎 𝒌𝑵𝒎 (𝒕𝒓𝒂𝒄𝒊𝒐𝒏𝒂 𝒇𝒊𝒃𝒓𝒂 𝒅𝒂 𝒆𝒔𝒒𝒖𝒆𝒓𝒅𝒂)

60 ∗ 4 = 240 kNm

60 𝑘𝑁
20 kN

D−

40

40 ∗ 2 = 80 kNm

40 kN

20 𝑘𝑁
160 kNm

20 kN

𝑵𝑫+ = +𝟐𝟎 𝒌𝑵 𝒕𝒓𝒂çã𝒐 ; 𝑽𝑫+ = +𝟐𝟎 𝒌𝑵;
𝑴𝑫+ = 𝟏𝟔𝟎 𝒌𝑵𝒎 (𝒕𝒓𝒂𝒄𝒊𝒐𝒏𝒂 𝒇𝒊𝒃𝒓𝒂 𝒅𝒆 𝒃𝒂𝒊𝒙𝒐)

D+
𝑵𝑨 = −𝟐𝟎 𝒌𝑵(𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒆𝒔𝒔ã𝒐); 𝑽𝑨 = 𝟎; 𝑴𝑨 = 𝟎

𝑵𝑬 = +𝟐𝟎 𝒌𝑵 𝒕𝒓𝒂çã𝒐 ; 𝑽𝑬 = −𝟔𝟎 𝒌𝑵; 𝑴𝑨 = 𝟎

6. DIAGRAMAS DOS ESFORÇOS SOLICITANTES

_

+

+20 kN

20 kN

20 kN

+20 kN 20 kN

60 kN

+

40 kN

−

160 kNm80 kNm80 kNm

160 kNm

N V M M

40 kN

_



𝑋𝐸

𝑌𝐸𝑌𝐴

10𝑘𝑁

𝑚
∗ 4𝑚 = 40kN

1. 𝑅𝑒𝑎çõ𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑠 𝑎𝑝𝑜𝑖𝑜𝑠

 𝑋 = 0 = 20 − 40 − 40 + 𝑋𝐸 ⟹ 𝑋𝐸 = 60 𝑘𝑁

 𝑀(𝐴) = 0 = 40 ∗ 2 − 20 ∗ 4 + 40 ∗ 2 + 𝑌𝐸 ∗ 4 ⟹ 𝑌𝐸 = −20𝑘𝑁

 𝑀(𝐸) = 0 = 40 ∗ 2 − 20 ∗ 4 + 40 ∗ 2 − 𝑌𝐴 ∗ 4 ⟹ 𝑌𝐴 = +20𝑘𝑁

2.  𝐷𝑖𝑎𝑔𝑟𝑎𝑚𝑎 𝑑𝑜 𝑐𝑜𝑟𝑝𝑜 𝑙𝑖𝑣𝑟𝑒

20 𝑘𝑁 20 𝑘𝑁

20 𝑘𝑁

40 𝑘𝑁

10 𝑘𝑁/𝑚

𝑨

𝑩

𝑪 𝑫

𝑬60 𝑘𝑁

3.  𝑆𝑒çã𝑜 𝐵

20 𝑘𝑁 20 𝑘𝑁

40 𝑘𝑁𝑩− 𝑩+

4.  𝑆𝑒çã𝑜 𝐶

20 𝑘𝑁

20 𝑘𝑁
40 𝑘𝑁𝑪−

𝑪+

40 − 20 = 20 𝑘𝑁

40 ∗ 2 = 80 𝑘𝑁𝑚 80 𝑘𝑁𝑚

5.  𝑆𝑒çã𝑜 𝐷

20 𝑘𝑁

40 𝑘𝑁

40 ∗ 2 = 80 𝑘𝑁𝑚

𝑫−
60 𝑘𝑁

20 𝑘𝑁

𝑫+

60 − 40 = 20𝑘𝑁

160 𝑘𝑁𝑚

60 ∗ 4 = 240 𝑘𝑁𝑚



2.  𝐷𝑖𝑎𝑔𝑟𝑎𝑚𝑎 𝑑𝑜 𝑐𝑜𝑟𝑝𝑜 𝑙𝑖𝑣𝑟𝑒

20 𝑘𝑁 20 𝑘𝑁

20 𝑘𝑁

40 𝑘𝑁

10 𝑘𝑁/𝑚

𝑨

𝑩

𝑪 𝑫

𝑬

20 𝑘𝑁

_

20 𝑘𝑁

3.  𝑆𝑒çã𝑜 𝐵

20 𝑘𝑁 20 𝑘𝑁

40 𝑘𝑁𝑩− 𝑩+

4.  𝑆𝑒çã𝑜 𝐶

20 𝑘𝑁

20 𝑘𝑁
40 𝑘𝑁𝑪−

𝑪+

40 − 20 = 20 𝑘𝑁

40 ∗ 2 = 80 𝑘𝑁𝑚 80 𝑘𝑁𝑚

5.  𝑆𝑒çã𝑜 𝐷

20 𝑘𝑁

40 𝑘𝑁

40 ∗ 2 = 80 𝑘𝑁𝑚

𝑫−
60 𝑘𝑁

20 𝑘𝑁

𝑫+

60 − 40 = 20𝑘𝑁

160 𝑘𝑁𝑚

60 𝑘𝑁

+

+
+

+

40 𝑘𝑁

20 𝑘𝑁

60 𝑘𝑁

20 𝑘𝑁

_

60 ∗ 4 = 240 𝑘𝑁𝑚

160 𝑘𝑁𝑚

160 𝑘𝑁𝑚

80 𝑘𝑁𝑚

80 𝑘𝑁𝑚

20 𝑘𝑁
𝑵 𝑽 𝑴



EXERCÍCIO 7. 
P1-2020

1. REAÇÕES NOS APOIOS

 𝑋 = 0 = 𝑋𝐴 − 5 3 ⟹ 𝑋𝐴 = 5 3 = 8,66

 𝑀(𝐴) = 0 = −30 ∗ 4 − 5 ∗ 7,5 + 5 3 ∗ 4 + 𝑌𝐸 ∗ 6 ⟹ 𝑌𝐸 = 20,47

σ 𝑌 = 0 = 𝑌𝐴 − 30 − 5 + 𝑌𝐸 ⟹ 𝑌𝐴 = 14,53

2. DIAGRAMA DO CORPO LIVRE

A

B

C D

E

8,66 kN

8,66 kN

5 kN

14,53 kN

20,47 kN

10kN/m

𝒀𝑨

𝑿𝑨 𝒀𝑬

Fcos30o

Fsen30o

q.6/2



3. SEÇÃO B

8,66 kN

14,53 kN

8,66 *4 =34,64 kNm

8,66 kN

14,53 kN

8,66 *4 =34,64 kNm

A

B

C D

E

- 8,66 kN

-
1

4
,5

3
 k

N

-
2

0
,4

7
 k

N

-

+34,64 kNm +7,5 kNm

N

M

5. DIAGRAMAS DOS ESFORÇOS SOLICITANTES

4. SEÇÃO C

5 *1,5 =7,5 kNm

8,66 kN

20,47 kN

5 kN

5 *1,5 =7,5 kNm

8,66 kN

20,47 kN

5 kN

𝑪𝒆𝒔𝒒𝒖𝒆𝒓𝒅𝒂

𝑪𝒆𝒎𝒃𝒂𝒊𝒙𝒐

𝑪𝒅𝒊𝒓𝒆𝒊𝒕𝒂



6. SEÇÃO S

𝑨)
𝒑𝒙

𝒙
=

𝟏𝟎

𝟔
⟹ 𝒑𝒙 =

𝟓

𝟑
𝒙

𝑩) 𝑹 =
𝒑𝒙 ∗ 𝒙

𝟐
=

𝟓. 𝒙𝟐

𝟔

A

B

C D

E

8,66 kN

8,66 kN

5 kN

14,53 kN

20,47 kN

10kN/m

𝑥

𝑝𝑥

6𝑚

4𝑚

𝑹

𝑪) 𝑬𝒒𝒖𝒊𝒍í𝒃𝒓𝒊𝒐 𝒆𝒎 𝑺

A

B

C D

E

8,66 kN

8,66 kN

5 kN

14,53 kN

20,47 kN

10kN/m

𝑥

𝑝𝑥

6𝑚

4𝑚

𝑹

𝑁(𝑥)

𝑀(𝑥)
𝑉(𝑥)

 𝑿 = 𝟎 = 𝟖, 𝟔𝟔 + 𝑵 𝒙 ⟹ 𝑵 𝒙 = −𝟖, 𝟔𝟔

 𝒀 = 𝟎 = 𝟏𝟒, 𝟓𝟑 −
𝟓. 𝒙𝟐

𝟔
− 𝑽 𝒙 ⟹ 𝑽 𝒙 = 𝟏𝟒, 𝟓𝟑 −

𝟓. 𝒙𝟐

𝟔

 𝑴(𝑺) = 𝟎 = 𝟖, 𝟔𝟔 ∗ 𝟒 − 𝟏𝟒, 𝟓𝟑 ∗ 𝒙 +
𝟓. 𝒙𝟐

𝟔
∗

𝒙

𝟑
+ 𝑴(𝒙) ⟹

𝑴 𝒙 = −𝟖, 𝟔𝟔 ∗ 𝟒 + 𝟏𝟒, 𝟓𝟑 ∗ 𝒙 −
𝟓. 𝒙𝟐

𝟔
∗

𝒙

𝟑

𝑫) 𝒗𝒂𝒍𝒐𝒓𝒆𝒔 𝒏𝒐𝒕á𝒗𝒆𝒊𝒔: 𝑽 = 𝟎 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒙 = 𝟒, 𝟏𝟕; 𝑴 𝟒, 𝟏𝟕 = 𝟓, 𝟖𝟏



EXERCÍCIO 8.
P1 2021



𝑿𝑨

𝒀𝑨 𝒀𝑪

a) REAÇÕES NOS APOIOS

 𝑿 = 𝟎 = 𝑿𝑨 − 𝟓 ⟹ 𝑿𝑨 = 𝟓 𝒌𝑵

 𝑴(𝑨) = 𝟎 = −𝟏𝟓 ∗ 𝟒𝟎 + 𝒀𝑪 ∗ 𝟔𝟎 + 𝟓 ∗ 𝟑𝟎 ⟹ 𝒀𝑪 = 𝟕, 𝟓 𝒌𝑵

 𝑴(𝑪) = 𝟎 = −𝒀𝑨 ∗ 𝟔𝟎 + 𝟏𝟓 ∗ 𝟐𝟎 + 𝟓 ∗ 𝟑𝟎 ⟹ 𝒀𝑨 = 𝟕, 𝟓 𝒌𝑵

1 ∗ 30

2
= 15

b) FUNÇÕES DE 𝒙 NO TRECHO GF

𝒙

1 kN/cm

30 cm

𝒑𝒙

𝒑𝒙

𝒙
=

𝟏

𝟑𝟎
⟹ 𝒑𝒙 =

𝒙

𝟑𝟎

𝒑𝒙 ∗ 𝒙

𝟐
=

𝒙
𝟑𝟎

∗ 𝒙

𝟐
=

𝒙𝟐

𝟔𝟎

𝑥

1 kN/cm 𝑝𝑥
𝒙𝟐

𝟔𝟎

𝒙𝟐

𝟔𝟎
∗

𝒙

𝟑
=

𝒙𝟑

𝟏𝟖𝟎 𝑽 𝒙 = +
𝒙𝟐

𝟔𝟎
𝒌𝑵

𝑴 𝒙 = −
𝒙𝟑

𝟏𝟖𝟎
𝒌𝑵𝒄𝒎

F G

c) DIAGRAMA DO MOMENTO FLETOR

A B C D

E

𝟓 ∗ 𝟑𝟎 = 𝟏𝟓𝟎 𝒌𝑵𝒄𝒎

𝟏𝟓𝟎 𝒌𝑵𝒄𝒎

150+ 7,5*30=𝟑𝟕𝟓 𝒌𝑵𝒄𝒎

𝟕, 𝟓 ∗ 𝟑𝟎 = 𝟐𝟐𝟓 𝒌𝑵𝒄𝒎

M



EXERCÍCIO 9.
A PARTIR DOS DIAGRAMAS DE ESFORÇOS SOLICITANTES, DETERMINAR OS 
ESFORÇOS EXTERNOS QUE ATUAM NA VIGA 



1. Descontinuidade no diagrama de forças
cortantes indica que neste ponto é aplicada
uma força concentrada: existe uma força
concentrada para cima de 60 kN aplicada em B e
uma de 20 kN para baixo aplicada em D.

2. Trechos lineares (variando constantemente)
no diagrama de forças cortantes, indica que
neles se tem forças uniformemente

distribuídas: no trecho BC a cortante varia 40 kN
a 0 kN em 2m (a força distribuída aplicada é de
20 kN/m). Em DE a força uniformemente
distribuída é de 10 kN/m.

3. “regra do barbante” (sentidos das forças
distribuídas se ligam às concavidades dos
momentos fletores): em BC o carregamento
distribuído é para baixo e em DE, é para cima.

4. Descontinuidade no diagrama de momentos
fletores indica que neste ponto existe
aplicado um momento concentrado: em A, 20
kNm no sentido anti-horário e em D, 40 kNm no
sentido horário.



EXERCÍCIO 10.



EXERCÍCIO 10. 









EXERCÍCIO 11. 
Determinar as reações no engastamento da estrutura espacial da figura

A

B

C

D



D

A

B

C



D

A

B

C

1.  𝐹(𝑋) = 0 = 𝐹𝑋𝐴 → 𝐹𝑋𝐴 = 0 𝑘𝑁

2.  𝐹(𝑌) = 0 = 𝐹𝑌𝐴 → 𝐹𝑌𝐴 = 0 𝑘𝑁

3. σ 𝐹(𝑍) = 0 = 𝐹𝑍𝐴 + 𝟐 − 𝟏 → 𝐹𝑍𝐴 = −1 kN

4. σ 𝑀(𝑋𝐴) = 0 = 𝑀𝑋𝐴 + 𝟐 − 𝟏 ∗ 𝟒 + 𝟐 ∗ 𝟒 → 𝑀𝑋𝐴 = −6 kNm

5. σ 𝑀(𝑌𝐴) = 0 = 𝑀𝑌𝐴 − 𝟏 ∗ 𝟐 → 𝑀𝑌𝐴 = 2 kNm

6. σ 𝑀(𝑍𝐴) = 0 = 𝑀𝑍𝐴 → 𝑀𝑍𝐴 = 0 kNm



TEOREMA DO CORTE: SEÇÕES C1, C2, B1, B2, A1

C1 C2 B1

B2 A1

2m
1m

4m



DIAGRAMAS DOS ESFORÇOS SOLICITANTES: FORÇA NORMAL E FORÇA CORTANTE

FORÇA NORMAL                                                                          FORÇA CORTANTE

C1

C2

B1
B2

A1



DIAGRAMAS DOS ESFORÇOS SOLICITANTES: MOMENTO FLETOR E MOMENTO DE TORÇÃO

MOMENTO FLETOR                                                                                         MOMENTO DE TORÇÃO

C1

C2

B1
B2

A1



EXERCÍCIO 12.
P1 2020

3 m

3 m 3 m

𝐴 𝑣𝑖𝑔𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 𝐴𝐵𝐶𝐷 𝑑𝑎 𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑎𝑝𝑜𝑖𝑎𝑑𝑎 𝑒𝑚 𝐴, 𝐶 𝑒 𝐷 𝑝𝑜𝑟 𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝑠 𝑐𝑢𝑟𝑡𝑎𝑠 𝑛𝑎𝑠 𝑑𝑖𝑟𝑒çõ𝑒𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑒𝑖𝑥𝑜𝑠
𝑜𝑟𝑡𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑖𝑠 𝑥, 𝑦 𝑒 𝑧. 𝐴 𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 𝐴𝐵 𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑑𝑜 𝑒𝑖𝑥𝑜 𝑦 𝑒𝑠𝑡á 𝑠𝑢𝑏𝑚𝑒𝑡𝑖𝑑𝑎 𝑎 𝑢𝑚 𝑐𝑎𝑟𝑟𝑒𝑔𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒

𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑎 10
𝑘𝑁

𝑚
𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑑𝑜 𝑒𝑖𝑥𝑜 𝑥; 𝑎 𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 𝐵𝐶 𝑒𝑠𝑡á 𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑑𝑜 𝑒𝑖𝑥𝑜 𝑥; 𝑎 𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 𝐶𝐷 𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜

𝑑𝑜 𝑒𝑖𝑥𝑜 𝑧 𝑒𝑠𝑡á 𝑠𝑢𝑏𝑚𝑒𝑡𝑖𝑑𝑎 𝑎 𝑢𝑚 𝑐𝑎𝑟𝑟𝑒𝑔𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒 𝑑𝑒 10
𝑘𝑁

𝑚
𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑑𝑜 𝑒𝑖𝑥𝑜 𝑦 ; 𝑒𝑚 𝐵 ℎá 𝑢𝑚𝑎

𝑓𝑜𝑟ç𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 20 𝑘𝑁 𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑧. 𝐷𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒: 𝑎) 𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑎çõ𝑒𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑎𝑝𝑜𝑖𝑜𝑠 𝐴, 𝐶 𝑒 𝐷; 𝑏)𝑜𝑠 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑟𝑎𝑚𝑎𝑠
𝑑𝑜𝑠 𝑒𝑠𝑓𝑜𝑟ç𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑛𝑎 𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 𝐶𝐷, 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑜 𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑓𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑜𝑠 𝑒𝑖𝑥𝑜𝑠.



𝑋𝐴

𝑋𝐷

𝑋𝐶

𝑌𝐷

𝑌𝐶

𝑍𝐷

3 m

3 m

3 m

 𝑋 = 0 = 𝑋𝐴 + 15 + 𝑋𝐶 + 𝑋𝐷 ⟹ 𝑋𝐶 = −30𝑘𝑁

 𝑌 = 0 = 𝑌𝐶 − 30 + 𝑌𝐷 ⟹ 𝑌𝐶 = 15𝑘𝑁

 𝑍 = 0 = −20 + 𝑍𝐷⟹ 𝑍𝐷 = 20𝑘𝑁

 𝑀𝑥 = 0 = −30 ∗ 1,5 + 𝑌𝐷 ∗ 3 ⟹ 𝑌𝐷 = 15𝑘𝑁

 𝑀𝑦 = 0 = 20 ∗ 3 −𝑋𝐷∗ 3 ⟹ 𝑋𝐷 = 20𝑘𝑁

 𝑀𝑧 = 0 = 𝑋𝐴 ∗ 3 + 15 ∗ 1 ⟹ 𝑋𝐴 = −5𝑘𝑁

10
𝑘𝑁

𝑚
∗ 3𝑚 = 30 𝑘𝑁

10
𝑘𝑁

𝑚
∗ 3𝑚 ÷ 2 = 15 𝑘𝑁

5

20

30

15

15

20

3 m

3 m

3 m



20

15

20
𝐷

15

15*3

20

20

20 ∗ 3

30*1,5

30

𝐶− 15

20

20

60

𝐶−

-𝟐𝟎𝒌𝑵𝑁

𝑇

+𝟐𝟎𝒌𝑵

+𝟏𝟓𝒌𝑵

−𝟏𝟓𝒌𝑵

𝑉

60𝑘𝑁𝑚

11,25𝑘𝑁𝑚 𝑀

𝑝𝑙2

8
=

10 ∗ 32

8
= 11,25𝑘𝑁𝑚

5

20

30

15

15

20

3 m

3 m

3 m

30





EXTRA
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