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Curvas

Ideia Intuitiva
Uma curva em R™ é um subconjunto “unidimensional” de R™.

Definicéo
Uma curva parametrizada em R™ é uma aplicagéo v : / — R™,
onde / C R € um intervalo.

e Diz-se que v é uma parametrizacdo para sua imagem
Im~y C R™.

o E frequente usar a nomenclatura curva para designar
tanto “curvas parametrizadas” como “subconjuntos
unidimensionais de R ”, ficando o significado implicito
pelo contexto.
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Comprimento de Curvas

Definicéao
Seja v : [a, b] — R™ uma curva de classe C'. Definimos o
comprimento de ~ por

b
(= / /()] dt

e Chamamos “||+/(t)|| dt” de elemento de arco.

® Podemos relaxar a regularidade de ~; por exemplo, basta
que seja C' por partes.
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Integrais de Linha de Campos Escalares, com
respeito ao comprimento de arco

Definicéao

Sejam v : [a,b] — R™umacurvadeclasse C' e f:Imy = R
uma fungao continua definida na imagem de ~. Definimos a
integral de f ao longo de ~ por

b
/ fds — / for(t) [ (D) dt

e Interpretando f como “densidade linear”, f7 fdséa
“massa” da curva.

® Podemos definir centro de massa e momentos de inércia
de forma analoga aos casos ja estudados no contexto de
integrais duplas e triplas.
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Integrais de Linha de Campos Vetoriais (integrais do
tipo trabalho)

Considere:

e Q C R aberto, F : Q — RS continua (campo de forcas)
* v:[a,b] — Qde classe C' (fungdo horéria).

Definicao (integral de linha de campo vetorial)
Definimos a integral de linha de F ao longo de ~y por:

b
F.dy= | (Fon(t),~(t)) dt
/7 y /a< (8,7 (1)

onde (-, -) denota o produto interno canénico de R3.
INTERPRETACAO: trabalho do campo F ao longo de ~.
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Exemplo: o Teorema da Energia Cinética

Considere uma particula de massa m que se desloca no
aberto Q ¢ R3 sob acdo de um campo de forcas continuo

F : Q — R3. Suponha que a fungéo horaria v : [a, b] — Q da
particula seja solucdo da EDO

mx" = F(x)

i.e. 0 movimento respeita a lei de Newton. Ent&o o trabalho
realizado por F ao longo de v coincide com a variagcéo de
energia cinética:

1 1
[ F-av=5min®)F - 3mi (@)l
i
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Outra notacao para integrais de linha de campos
vetoriais

Sejam Q ¢ R? aberto, F = (P, Q, R) : Q — R3 continua e
7 : [a, b] — R3 curva de classe C'. A integral J, F - dy também
pode ser denotada por

/ P(x.y,2)dx + Q(x, y,2)dy + R(x. y, 2) dz
Y
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Invariancia sob Reparametrizacoes

Definicao
Sejam 1 : [a,b] — R™ e 45 : [c, d] — R™ curvas de classe C'.
Diz-se que
® ~4 e v, diferem por uma reparametrizagcdo que preserva
orientagdo se existir g : [c, d] — [a, b] de classe C' tal que
12 =700 9g(c)=aeg(d)=b.
® ~; e o diferem por uma reparametrizacdo que inverte
orientagéo se existir g : [c, d] — [a, b] de classe C' tal que
72=m0°9 9(c)=beg(d)=a
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Invariancia sob Reparametrizacoes

Proposicao
Sejam Q C R™ aberto, F : Q — R™ continua, 71 : [a,b] — R e
72 : [c, d] — R™ curvas de classe C'.
® se 4 € v, diferem por uma reparametrizacdo que preserva
orientacdo, entao f% F-v= f72 F .
® se vy e v, diferem por uma reparametrizagdo que inverte
orientacéo, entdo f71 F.vy=— fw F .
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Divergente

Definicéao
Sejam Q c R™ abertoe F = (Fy,...,Fp) : Q — R™ campo
vetorial cujas componentes Fy, ..., F;, admitem derivadas

parciais em Q. O divergente de F é o campo escalar
div F : Q — R dado por

(Vx € Q) div F(x Zax,

Se F for derivavel em x € Q, tem-se

div F(x) = tr DF(x).
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Rotacional

Definicéao

Sejam Q c R® aberto e F = (Fy, P>, F3) : Q — R® campo
vetorial cujas componentes Fq, F», F3 admitem derivadas
parciais em Q. O rotacional de F € o campo vetorial

rot F: Q — RR3 dado por

i j ok
rot F=|0x 0, 0z
Fi Fo F3

i.e. as componentes de rot F sdo obtidas expandindo-se o
“determinante simbolico” acima.
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Exercicio

Sejam Q ¢ R3 aberto, ¢ : Q — R campo escalare F : Q — R3
campo vetorial. Com hip6teses de regularidade adequadas a
serem colocadas sobre ¢ e F, prove as seguintes identidades:

a) div oF = ¢odiv F+grad ¢ - F
b) rot pF = prot F+grad ¢ x F
c) rot grad o =0
d) divrot F=0
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Campos Conservativos

Definicao
Seja Q ¢ R™ aberto. Um campo vetorial F : Q — R diz-se
conservativo se existir ¢ : Q — R derivavel tal que

grad o = F.

Caso afirmativo, uma tal ¢ chama-se potencial para F.
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Condicao Necessaria para Existéncia de Potencial

Proposigao
Sejam Q C R™ aberto e F : Q — R™ um campo conservativo
de classe C', com m =2 ou m = 3. Entdo rot F = 0.
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Formas Diferenciais Exatas

Formas Diferenciais de Grau 1
Uma forma diferencial de grau 1 num aberto Q c R? é uma
expressao

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy

onde P,Q: Q — R.

¢ Diz-se que a forma diferencial n = Pdx + Qdy é exata se
existir uma fungéo derivavel ¢ : Q — R cuja diferencial
total dp = dxpdx + dyp dy coincida com 7, i.e. se

e Noutras palavras, n é exata se, e somente se, 0 campo
F = (P,Q): Q — R for conservativo; caso afirmativo, a
condicdo acima é equivalente a ser ¢ potencial para F.



Campos Conservativos Teorema de Green

Integrais de Linha Divergente e Rotacional
000e0000 000

00000000 [e]e]e}

A integral de linha de um campo conservativo
independe do caminho

Proposicao
Sejam F um campo vetorial continuo no aberto Q c R e
v : [a,b] — Q de classe C'. Suponha que F admita potencial .

Entao:

/WF- dy = p(v(b)) — p(v(a))-
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Exemplo (Conservacao da Energia Mecénica)

Sejam F um campo de forgas continuo num aberto Q ¢ R3.
Suponha que F admita potencial —¢ e que uma particula de
massa m se desloque em 2 sob acdo de F com funcao horaria
v : [f, ti] — Q governada pela lei de Newton. Entdo a energia
mecanica se conserva, i.e.

2l ()P + ¢ (1(t0)) = gmll (8)IP + (1),
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Independéncia do Caminho de Integracao

Definicdo (conexidade)

Seja 2 ¢ R™ aberto. Diz-se que Q2 é conexo por caminhos se,
para quaisquer p, g € £, existir uma poligonal contida em Q
ligando p e q.

Definicao (independéncia do caminho)

Seja F : Q — R™ um campo vetorial continuo no aberto conexo
por caminhos Q C R™. Diz-se que F satisfaz a propriedade da
independéncia do caminho de integracdo se, para quaisquer
p,q € Q e, curvas C' por partes em Q ligando p a g,
tem-se

F-d*y1:/ F - dys.
il



Campos Conservativos
00000080

Independéncia do Caminho de Integracao

Proposicao

Sejam Q C R™ aberto conexo por caminhos e F campo vetorial
continuo em Q. Entdo F é conservativo se, e somente se,
satisfizer a propriedade da independéncia do caminho de
integracdo. Caso afirmativo, fixado p € Q, F admite a funcao
potencial ¢ : Q — R dada por

o) ::/WF' &

onde ~ é um caminho C' por partes qualquer ligando p a x.
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Condicoes Necessarias e Suficientes para um Campo
Vetorial ser Conservativo

Proposicao
Seja F um campo vetorial continuo no aberto conexo por
caminhos Q C R™. Considere as seguintes condicoes:
[) F é conservativo.
Il) F satisfaz a propriedade da independéncia do caminho de
integragao.
1) f7 F - dvy = 0 para todo caminho fechado C' por partes v
com imagem contida em €.
IV) (caso m=2,3 e F € C') F éirrotacional, i.e. rot F = 0.
Entéo /) < I) < Ill) = 1V), valendo a ultima implicagéo caso
m=2oum=3eFcC'.

Casom=2oum=3e F e C', vale areciproca da Ultima
implicacdo se 2 for um aberto simplesmente conexo.
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Mais Nomenclatura sobre Curvas

Definicéao
Seja v : [a, b] — R™ uma curva. Diz-se que v é:
® simples se x < y em [a,b] e v(x) = y(y) implicax = ae
y=>b.
e fechada se v(a) = v(b).
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Teorema da Curva de Jordan

Teorema

Seja v : [a, b] — R? uma curva continua fechada simples.
Entdo R? \ Im~ é a unido de dois abertos conexos dos quais
Im ~ € fronteira, sendo um deles limitado (chamado interior de
~) e outro ilimitado (chamado exterior de ).
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Teorema de Green

Teorema

Seja v : [a, b] — R? uma curva fechada simples, C' por partes,
orientada no sentido anti-horario, e K o interior de ~. Sejam P

e Q funcgdes de classe C' num aberto contendo K UIm+. Entéo

/de+Qdy://K(&XQ—ayP)dA(x,y).
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